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Пояснительная записка 
 Одной из главных задач новых образовательных стандартов является формирование культуры мышления и практического действия ученика, поэтому  в настоящее  время стала приоритетной проблема развития интеллектуального потенциала. С реализацией целей общеинтеллектуального и общекультурного развития учащихся связано введение в школьный курс математики раздела «Математика в историческом развитии»,  который предназначен для формирования представлений о математике как части человеческой культуры,  для общего развития школьников, для создания культурно-исто-рической среды обучения. На него не выделяется специальных уроков, усвоение его не контролируется, но содержание этого раздела органично присутствует в учебном процессе как своего рода гуманитарный фон при рассмотрении проблематики основного содержания математического образования, что способствует развитию интереса к математике, а  это важнейшая цель учителя.
Особенно возрастает интерес к математике, когда формы и методы обучения разнообразны, и учитель задумывается над ролью данной темы в развитии способностей ученика. Систематическое использование материала по истории математики оказывает большую помощь в обучении и воспитании учащихся. Факты из истории науки оживляют преподавание и повышают интерес учащихся к математике, точным наукам и технике. Исторические сведения расширяют кругозор учащихся, помогают им лучше уяснить связь между различными разделами математики и тем самым способствуют лучшему усвоению школьного курса математики, способствуют развитию у учащихся трудолюбия (подготовка и оформление рефератов, математические вечера, стенгазеты и т.д.).
С целью развития познавательного интереса учащимся 5-7 классов можно предложить кружок по истории математики,  а  учащимся 8-11 классов – факультатив «Математика в историческом развитии». В 5-7 классах учителю следует совершенствовать методику проведения уроков и кружковых занятий с целью пропедевтики факультативных занятий.

Всем известно, что наряду с хорошо подготовленными по математике учащимися имеется немалая доля таких, кто не хочет работать систематически, плохо успевает. Для таких ребят обучение затруднительно. А в V классе обучение затрудняется еще и тем, что каждому ребенку необходимо приспособиться к новым учителям, новым предметам и новым уровням требований. Особенно много трудностей возникает у учащихся на уроках математики. В этом многое зависит от того, как поставит работу учитель, насколько удастся ему сделать безболезненным адаптационный период, насколько он увлечет обучающихся своим предметом. Одних уроков для этого недостаточно. Здесь приходит на помощь систематическая кружковая работа, в частности, кружок с использованием исторического материала, где должны ставиться следующие задачи:
1.  Повышение интереса учащихся к занятиям математикой. Кружковые формы работы позволяют использовать материалы, далеко не всегда  «вписывающиеся» в рамки урока (исторические сведения, занимательные, исторические задачи и т.д.). Чаще, чем на уроке, в кружковой работе удается использовать игровые формы занятий с учащимися.
2.  Расширение и углубление тем, излагаемых на уроке. Правильно организованный кружок обеспечивает тесную связь урочных и внеурочных занятий, когда изученное на уроке по-новому рассматривается, закрепляется, углубляется во внеурочной работе.
3.  Развитие мышления учащихся, привитие им определенных трудовых навыков. Кружковые занятия продолжают формирование математического мышления обучающихся, выражающегося в изобретательности, логичности, доказательности, оказывают заметное влияние на формирование трудолюбия, настойчивости (пример тому – изучение биографии какого-либо ученого).
4. Формирование эстетического отношения к математике. Дети получают определенный эмоционально-эстетический заряд: они готовят номера художественной самодеятельности с математическими сюжетами и выпускают кружковые стенгазеты, выполняют рисунки, сочиняют сказки с математическим содержанием, изготавливают простейшие головоломки и математические игры.

 Примерное количество занятий кружка в году 14-16, по 2 занятия в месяц. Можно проводить несколько занятий по одной теме. В это число входят также занятия по подготовке учащихся к школьной олимпиаде, школьным математическим вечерам. 

Формы кружковой работы могут быть самыми разнообразными. Здесь необходимо учитывать возрастные психологические особенности учащихся  V -VII классов (особенно  V): рассеянное внимание, неумение долго слушать, читать, писать, решать. Поэтому желательно, чтобы каждое кружковое занятие отличалось или частой сменой видов деятельности, или командными соревновательными элементами, захватывающими детей и не дающими им времени отвлекаться. Для кружков различных классов должно быть различие в продолжительности заседаний, различие в тематике и характере выступлений.

Выступления в V, VI классах должны  быть  короткими (10-15 минут), в VII  классе – до 20-25 минут.

Возраст учащихся средней школы таков, что он стимулирует выявление собственных сил: физических, умственных, психических. Не всегда эти силы применяются в нужном направлении, и от педагога зависит многое, чтобы направить интересы своих учеников в нужное русло. Для воспитания  интереса к математике и развития правильных взглядов на возникновение и развитие математических идей полезно довести до сознания школьников решение важного вопроса: откуда берутся новые математические задачи, математические идеи и теории? Здесь очень полезным будет факультатив по истории математики.

Проведение факультативных занятий по математике в школе – это одна из форм работы учителя с учащимися старших классов, открывающая большой простор для творческой педагогической работы.
Математика, как мы знаем, относится к самым древним  научным дисциплинам, и ее начала теряются в глубине тысячелетий. На протяжении всей долгой истории математика неоднократно изменяла свои идеалы и основные направления  своих исследований, но при этом она не отбрасывала ранее добытые знания, а включала их в новые в качестве естественного компонента. При этом, как правило, старые знания и понятия являлись основой для новых. Каждый такой этап в жизни математики не только обогащал ее новыми понятиями, методами и идеями, но одновременно позволял охватить своим влиянием ряд областей практической деятельности, к которым ранее она не применялась. В наши дни математика переживает новый бурный расцвет, и при  этом она существенно изменяет свое лицо. Во-первых, она становится более абстрактной, во-вторых, в ней более существенную роль играют вычислительные аспекты, связанные с появлением и совершенствованием компьютерных технологий и, в-третьих, область ее применения невиданно расширяется. Вышесказанное – основное содержание факультативного курса по истории математики в 8-11 классах, который разбит на отдельные занятия с указанием их содержания, форм проведения. Весьма существенно, что факультатив, рассчитанный на 4 года, представляет собой единое целое, с общим планом и замыслом, что дает возможность видеть перспективу, вести занятия целенаправленно. Достоинством созданного факультативного курса по истории математики является его непосредственная связь со школьной программой по математике, что позволяет эффективно сочетать изучение текущего материала с углублением его на факультативных занятиях, что способствует развитию  творческого мышления обучающихся и приобретению ими навыков  поисково-исследовательской  деятельности. 
Планируя работу факультатива, преследуется развитие познавательного интереса к математике у школьников и усиление их умственной активности. Все виды и формы занятий позволяют развить самостоятельность суждений, настойчивость, дисциплинированность, выдержку, внимательность, умение отстаивать собственные взгляды, активно включаться в поиск интересующей информации. В основе успешной деятельности учителя должно лежать знание индивидуально-психологических особенностей каждого ученика. Именно с их изучения и должен начать свою работу учитель.

Форму работы факультатива весьма желательно выбрать таким образом, что позволило бы привлечь старшеклассников, увлеченных математикой и её историей, к работе с младшими школьниками. Мне кажется, что слушателям факультатива по истории математики желательно участвовать в проведении занятий кружка с учащимися 5-7 классов. Занятия рекомендуется проводить с помощью и под руководством учителя математики по составленному совместно плану. На занятиях кружка старшие школьники рассказывают о роли математики в повседневной жизни, об истоках возникновения математики, о развитии математических идей, о жизни и творчестве крупнейших математиков мира. С большим интересом кружковцы решают исторические занимательные задачи, подчас старшеклассники превращаются в магов и показывают математические фокусы, поражая воображение ребят и вызывая чувство восхищения перед возможностями математики. Именно такие совместные занятия приносят наибольшую пользу: у ребят появляется желание узнать как можно больше из истории математики, а самое главное -  у них рождается чувство дружбы, коллективизма, когда старшие школьники помогают своим младшим товарищам и в изучении программного материала.

В рамках факультативного курса «Математика в историческом развитии» уместно развивать систему реферирования, исследовательские умения как средство управления самостоятельной математической подготовкой школьников. Исключительно полезно для будущего студента умение работать самостоятельно - изучать новый исторический материал, конспектировать его. Такая деятельность воспитывает у учащихся ценные качества и черты характера. Одновременно подобная работа позволяет усилить и профориентационную линию на занятиях такого факультатива.

Очень полезно на факультативных и  кружковых занятиях решать исторические задачи. 
Математические кружки и факультативы по истории математики обучающимся очень полезны. Недаром вопрос об использовании  элементов истории математики в средней школе интересовал передовых русских преподавателей и ученых еще в дореволюционное время. И это естественно: ведь изучение истории науки играет важную роль в воспитании молодого поколения, что учтено новыми образовательными стандартами.
Учебно-тематический план кружковых занятий

по истории математики 
	№ п/п
	Тема занятия
	Кол-во часов

	5 класс

	1.
	Натуральные числа. Чтение и запись натуральных чисел 
	1-2

	2.
	Сложение, вычитание, умножение и деление натуральных чисел 
	1


	3.
	Обыкновенные дроби 
	1

	4.
	Десятичные дроби 
	1

	5.
	Измерение величин 
	1

	6.
	Проценты 
	1

	7.
	Основные понятия геометрии 
	1

	8.
	Понятие о числе 
	1

	6 класс

	1.
	Положительные и отрицательные числа 
	1

	2.
	Простые и составные числа 
	1

	3.
	Дробные числа 
	1

	4.
	Позиционная система счисления 
	1

	5.
	Пропорции 
	1

	6.
	Геометрические понятия 
	1

	7.
	Фигурные числа 
	1

	8.
	Числа дружественные и совершенные 
	1

	7 класс

	1.
	Основные алгебраические понятия 
	1

	2.
	Основные геометрические понятия 
	1

	3.
	Функции 
	1

	4.
	Треугольники 
	1

	5.
	Степень с натуральным показателем 
	1

	6.
	Многочлены 
	1

	7.
	Формулы умножения 
	1

	8.
	Сумма углов треугольника 
	1

	9.
	Системы линейных уравнений 
	1-2

	10.
	Старинные математические развлечения и действия над алгебраическими уравнениями 
	1-2


5 класс 
Тема 1. Натуральные числа. Чтение и запись натуральных чисел 
1.  О происхождении арифметики.   

2.  Счёт и десятичная система счисления.

3.  О происхождении и развитии письменной нумерации. Цифры разных народов.  

4.  Различные счётные приборы. Вычислительные машины.

5.  «Счисление» в «Арифметике» Л.Ф. Магницкого.

Тема 2. Сложение, вычитание, умножение и деление натуральных чисел 
1.  Вступительная часть примерно такого содержания: «Для облегчения работы вычислителя в Древнем Вавилоне были созданы разнообразные таблицы, в том числе и таблицы умножения. В ряде стран древнего мира уже применялся первый счетный прибор – абак.
     В средневековой Европа повсеместно использовались римские цифры, но, поскольку «работать» с ними трудно, непосредственные вычисления производились опять – таки на абаке. В XII веке была переведена на латинский язык книга по арифметике среднеазиатского ученого Мухаммеда Хорезми (ал-Хорезми) (780 – 850 гг.), сыгравшая огромную роль в распространении в Европе индийской десятичной позиционной нумерации. С этого времени в Европе начался постепенный переход на индийские цифры и новую систему счета. Однако поклонники абака не торопились сдавать позиции. Новое укоренялось с трудом. Борьба между абацистами и алгоритмиками (последователи способа  вычислений, основанного на позиционной десятичной системе) закончилась только в XVII в. победой новой нумерации.

     Современные знаки арифметических действий появились в XV-XVII  вв.: «+» и « - » встречаются в рукописях   XV в., знак « * » (умножить) ввел английский ученый У. Оутред(1574 – 1660), а знак    (умножить) немецкий математик Г. Лейбниц (1646 – 1716). Он же применял  для обозначения деления.

2.  Алгебраические выражения.

3.  Из истории уравнений.

4.  Разбор задач на составление уравнений из папируса Ахмеса и Московского папируса, их Решение. Сообщение о папирусах.

Тема 3. Обыкновенная дробь 
1.  Из истории дробей.

2.  Дроби в Древнем Риме.

3.  Дроби в Древнем Египте.

4.  Нумерация дробей.

    а) Вавилонская нумерация.

    б) Нумерация в Древней Греции.

    в) Нумерация на Руси.

5.  Обозначение обыкновенных дробей.

    а) Современное обозначение обыкновенных дробей (однако без дробной черты) было принято в Индии в VIII веке.

    б)  Чертой для отделения числителя от знаменателя пользовались еще Герон Александрийский (I в.) и Диофант (III в.). Затем она встречается у арабского ученого  Хассара (XII в.), у Леонардо Фибоначчи (XII-XIII вв.), после Леонардо дробная черта стала использоваться повсеместно.

6.  Решение исторических задач.

Тема 4. Десятичные дроби 
1.  Происхождение десятичных дробей.

2.  Учение о десятичных дробях у среднеазиатского ученого ал-Каши.

3.  Симон Стевин (1548-1620) и его книга «Десятая».

4.  Значение десятичных дробей в жизни современного общества.

5.  Решение исторических задач.

Тема 5. Измерение величин 
1.  Возникновение и совершенствование мер длины.

2.  О метрической системе мер.

3.  Международная система мер.

Тема 6. Проценты 
1.  Происхождение процентов.
2. Обозначение процента.

3.  Решение исторических задач на проценты.

Тема 7. Основные понятия геометрии 
1.  Из истории геометрии.

2.  Происхождение геометрических инструментов.

3.  Об отрезках, о параллельных прямых, о треугольнике.

4.  Решение исторических задач.

Тема 8. Понятие о числе – одно из основных понятий математики                      (расширенное заседание кружка) 
1.  Арифметика – учение о числах. 

2.  Как научились люди измерять время.

3.  Что такое календарь. Происхождение календаря.

4.  О происхождении некоторых числовых суеверий.

6 класс 
Тема 1. Положительные и отрицательные числа 
1.  Возникновение и развитие отрицательных чисел.

2.  О натуральном ряде. «Исчисление песчинок» Архимеда. 

3.  Архимед – величайший математик и физик древности.

4.  Решение исторических задач.

Тема 2. Простые и составные числа 
1. История простых и составных чисел. Решето «Эратосфена».

2. Формула Чебышева, позволяющая приближенно подсчитать простые числа на любом участке натурального ряда.

3. Нерешенные задачи теории чисел. О задаче Гольдбаха.

4. Решение задач. 

Тема 3. Дробные числа 
1.  История возникновения дробных (ломаных) чисел. От натуральных к дробным числам. О периодических дробях.

2.  Ломаные числа в «Арифметике» Магницкого. 

3.  Разбор исторических задач.

   а) Древнекитайская задача с дробями.

   б) Староиндийская задача с цветами и пчелами.

4.  Решение древнейших задач с дробями.

Тема 4. Позиционная система счисления 
1.  «Арифметика» ал-Хорезми.

2.  Абацисты и алгоритмики в средневековой Европе.

3.  Решение задач.

Тема 5. Пропорции 
1.  Число и отношение.

2.  Из истории пропорций. 

      а) Пропорции в Древней Греции.

      б) Как записывали пропорции в прошлом.

      в) О введении Г.В. Лейбницем (1693 г.) современной записи пропорции.

3.  Разбор задачи на пропорциональное деление из «Арифметики» Магницкого.

4.  Решение исторических задач.

Тема 6. Геометрические понятия 
1.  О происхождении некоторых математических терминов:

    а) фигура;

    б) линия;

    в) перпендикуляр;

    г) биссектриса;

    д) циркуль;

    е) центр;

    ж) радиус;

    з) диаметр;

    и) хорда;

    к) прямой угол.

2.  Учение о симметрии.

3.  Решение исторических задач.

Тема 7. Числа 
1.  Фигурные числа (числа, которые возможно представить с помощью геометрических фигур).

  Вклад в развитие фигурных чисел древнегреческих ученых.

2.  Треугольные числа.

3.  Квадратные числа.

О формуле Диофанта, связывающей треугольные числа с квадратными.

4.  Числа Фибоначчи.

В 1202 г. итальянский математик Леонард Пизанский (около 1170-около 1228), известный под именем Фибоначчи, предложил такую задачу:

«Пара кроликов каждый месяц дает приплод – двух кроликов (самца и самку), от которых через два месяца уже получается новый приплод. Сколько кроликов будет через год, если в начале года мы имели одну пару молодых кроликов?

Обратить внимание на то, что числа, соответствующие количеству кроликов, которые имеются через каждый месяц, составляют последовательность   1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …

Каждый из членов этой последовательности, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих членов. Эта последовательность называется рядом Фибоначчи, а ее члены – числами Фибоначчи. Использование компьютера.

5. Магические квадраты.

6. Из истории нуля.

7. Вклад в развитие  теории чисел величайшего немецкого математика К.Ф. Гаусса, русских и советских ученых: Чебышева, Золотарева, Маркова, Шнирельмана, Виноградова, Гельфонда, Делоне и др.

Тема 8. Числа дружественные, совершенные и числа-близнецы 
1. Пифагор и его школа.

2.  Дружественные числа.
Есть легенда, которая гласит, что когда Пифагора спросили, что такое дружба, он ответил: «220 и 284». Так возник термин «дружественные числа». («То, на что я готов поделиться для своего друга, - это и есть настоящая цена мне самому. И она тем более справедлива, что и он меня в ту же цену ценит»).

Дружественными числами называют два натуральных числа, таких, что каждое из них равно сумме всех натуральных делителей другого, исключая само это другое число.

Действительно, 220 и 284 являются дружественными числами, поскольку сумма делителей числа 220 – это  1 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + +55 + 110 = 284, а сумма делителей числа 284 – это  1 + 2 +4 + 71 + 142 = 220.

На протяжении веков 220 и 284 были единственной известной парой дружественных чисел. Только в середине XX в., проверяя числа до 1000000, нашли 42 пары дружественных чисел. Поэтому в середине века полагали, что талисманы с этими числами укрепляют любовь.

3.  Совершенные числа.  
Совершенным числом называется число, равное сумме всех своих делителей, меньших, чем оно само. Например, 

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.

Древним грекам были известны только четыре первых совершенных числа. Выдающийся греческий философ и математик Никомах из Герасы (I в.) писал: «Совершенные числа прекрасны. Однако известно, что прекрасные вещи редки, негодных же всюду полно». Совершенные числа чрезвычайно высоко ценились. Недаром в Библии сказано, что мир был сотворен за 6 дней: ведь это первое совершенное число. Даже в  XII в. церковь утверждала, что для спасения души достаточно найти пятое число. Это число было найдено только в XV в.

Следует отметить, что совершенные числа ещё не полностью исследованы: так, неизвестно, имеется ли конечное число совершенных чисел или их число бесконечно, до сих пор не найдено ни одно нечётное совершенное число (и не доказано, что таких чисел не существует).

6, 28, 496, 8128 – совершенные числа.

4.  Числа-близнецы.  
    Два простых нечетных числа, разнящихся на два, называются близнецами. Близнецами являются, например, числа 5 и 7, 11 и 13, 17 и 19 и т.д.

7 класс 
Тема 1. Основные алгебраические понятия 
1.  От арифметики к алгебре.

2.  О происхождении слова «алгебра». О значении трудов Мухаммеда ал-Хорезми.

3.  И. Ньютон и его «Всеобщая арифметика».

4.  Решение исторических уравнений и задач на составление уравнений из математических трудов ал-Хорезми, Ньютона, Диофанта, индийских учёных.

Тема 2. Основные геометрические понятия 
1.  О происхождении геометрии.

2.  Что такое аксиома?

3.  Египет и Греция.

4.  Геометрия на Руси.

5.  Решение исторических задач.

Тема 3. Функции 
1.  О происхождении понятия функции.

2.  Об открытии метода координат, с помощью которого стало возможным строить графики.

3.  Декартова переменная величина – поворотный пункт в развитии математики.

4.  Дальнейшее развитие понятия функции.

5.   Решение исторических задач.

Тема 4. Треугольники 
1.  О признаках равенства треугольников.

2.  О прямоугольном треугольнике.

3.  Решение задач.

Тема 5. Степень с натуральным показателем 
1.  Начало буквенной символики. Возведение в степень.

2.  Развитие понятия степени.

3.  Вклад ученых в развитие символической записи степени (Луки Пачоли, Никола Шюке, С. Стевин,  К.Ф. Гаусс, И. Ньютон). 

4.  Решение исторических задач.

Тема 6. Многочлены 
1.  От алгебры риторической к алгебре символической.

2.  Из истории скобок.

3.  Об основных законах действий. Распределительный закон у Евклида.

4.  Краткие исторические сообщения о Г. Лейбнице, Л. Эйлере, Л. Бертране, А. Лежандре, которыми были приняты попытки доказательства законов действий.

Тема 7. Формулы умножения 
1.  Геометрическая алгебра в древности.

2.  О записи и знаках умножения и деления.

3.  Формулы Диофанта и Эйлера. Проверка этих формул.

Тема 8. Сумма углов треугольника 
1.  Аксиома параллельности. Разбор задачи из 1 книги «Начал» Евклида.

2.  О сумме углов треугольника.

3.  Решение исторических задач.

Тема 9. Системы линейных уравнений 
1.  Решение систем уравнений первой степени с двумя неизвестными. Разбор примера из VII  книги китайского трактата «Математика в девяти книгах», предварительно введя понятие определителя второго порядка.

2.  Возникновение неопределенных уравнений. Уравнения Диофанта.

3.  О задачах ал-Хорезми и задачах из «Греческой антологии». Разбор и решение этих задач.

Тема 10. Старинные математические развлечения и действия над алгебраическими выражениями (расширенное занятие математического кружка) 
1.  О зарождении математических развлечений.

2.  Разбор задач на «задуманное число». 

    а) из книги Баше де Мезириака, изданной во Франции в 1612 г.

   б) из книги Ивана Буттера «Занимательные и увеселительные задачи и загадки», изданной в Петербурге в 1831 г.

   в) из других книг.

3.  Математические увлечения М.Ю. Лермонтова.

4.  Решение исторических занимательных задач и головоломок.
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Учебно-тематический план

факультативных занятий

по истории математики 
	№ п/п
	Тема  занятия
	Кол-во часов

	                                             8 класс

	                                         Алгебра (9 ч.)

	1.
	Дроби
	1 ч.

	2.
	Квадратные корни
	2 ч.

	3.
	Квадратные уравнения
	4 ч.

	4.
	Неравенства 
	1 ч.

	5.
	Приближенные вычисления
	1 ч.

	                                       Геометрия (6 ч.)

	1.
	Четырехугольники 
	1 ч.

	2.
	Площади фигур 
	1 ч.

	3.
	Теорема Пифагора 
	2 ч.

	4.
	Декартовы координаты на плоскости 
	1 ч.

	5.
	Векторы 
	1 ч.

	                                            9 класс 

	                                     Алгебра (9 ч.)

	1.
	Функция 
	1 ч.

	2.
	Степень с рациональным показателем 
	1 ч.

	3.
	Уравнения и системы уравнений 
	5 ч.

	4.
	Арифметическая и геометрическая прогрессии 
	2 ч.

	                                     Геометрия (5 ч.)

	1.
	Подобие фигур 
	2 ч.

	2.
	Решение треугольников 
	1 ч.

	3.
	Многоугольники 
	2 ч.

	                                           10 класс 

	Алгебра и начала математического анализа (8 ч.)

	1.
	Тригонометрические выражения и их преобразования 
	  2 ч.

	2.
	Функция 
	1 ч.

	3.
	Тригонометрические функции 
	1 ч.

	4.
	Предел 
	2 ч.

	5.
	Производная и дифференциал 
	1 ч.

	6.
	Наибольшее и наименьшее значения функции 
	1 ч.

	                              Геометрия (4-5 ч.)

	1.
	Пятый постулат Евклида 
	1 ч.

	2.
	Параллельность в пространстве 
	1 ч.

	3.
	Перпендикулярность в пространстве 
	1 ч.

	4.
	Преобразования пространства. Векторы 
	1-2 ч.

	                                                  11 класс 

	                                          Алгебра (8 часов)

	1.
	Площадь криволинейной трапеции  
	1 ч.

	2.
	Исчисление бесконечно малых 
	1 ч.

	3.
	Дифференциальное и интегральное исчисление в трудах ученых XVIII-XIX вв. 
	1 ч.

	4.
	Дифференциальные уравнения 
	1 ч.

	5.
	Показательная и логарифмическая функции 
	1 ч.

	6.
	Ряды 
	1 ч.

	7.
	Применение определителей к решению систем уравнений 
	1 ч.

	8.
	Метод Крамера и метод Гаусса 
	1 ч.

	                                       Геометрия (4 часа)

	1.
	Многогранники 
	1 ч.

	2.
	Объемы многогранников 
	1 ч.

	3.
	Тела вращения 
	1 ч.

	4.
	Объемы тел вращения 
	1 ч.


Методическая разработка

«Факультативный курс

по истории математики

в 8 – 11 классах» 
8 класс

Алгебра
                                                 Тема 1. Дроби

                                                   Занятие № 1
                                                        I    
На данном занятии целесообразно использовать следующие формы и методы работы: сообщение учителя об истории обыкновенных дробей;

сообщения учащихся об арифметических папирусах; о введении записи дроби с помощью черты итальянским математиком Л. Фибоначчи; о «Всеобщей арифметике» английского ученого  И. Ньютона, благодаря которой дроби стали воспринимать как числа; о французском ученом Ф. Виете и узбекском ученом Д.ал-Каши, внесших вклад в обозначение дробей; 

решение задач из «Арифметики» Диофанта, из «Всеобщей арифметики» Ньютона.

Занятие № 1 – комбинированное тематическое занятие, на котором выступает учитель, и выступают учащиеся с последующим решением исторических задач.
II 
1. На занятии по данной теме следует обратить внимание на то, что широко пользовались дробями древние египтяне, о чем свидетельствуют сохранившиеся доныне египетские папирусы; некоторые из них посвящены арифметике дробных чисел. Самый старый из сохранившихся арифметических папирусов – Московский папирус, составленный около 2000 лет до н.э. и находящийся в Московском музее изящных искусств имени А.С. Пушкина, другой арифметический папирус – папирус Райнда   - хранится в Британском музее и относится к 1700 году до н.э.
 2. Следует также обратить внимание и на то, что: 

     а) обозначение дроби в виде  
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  впервые встречается в сочинении итальянского ученого Фибоначчи (Леонардо Пизанский) в 1202 г.;

      б) основная заслуга в распространении современной формы записи с алгебраическими дробями принадлежит французскому ученому XVI  века Франсуа Виету.
3. Пояснить, что первым, кто сознательно принимал а0 = 1 , был узбекский ученый  XV в.  Джемшид ал-Каши. 
4. Познакомить учащихся с  а) понятием дроби, введенным Ньютоном во «Всеобщей арифметике»: «Запись одной из двух величин под другой, ниже которой между ними проведена черта, обозначает частное или же величину, возникающую при делении верхней величины на нижнюю… Величины такого рода называются дробями»;

                                                     б) с двумя обстоятельствами, на которые обращает внимание Ньютон:

·  В то время, как запись целого числа перед арифметической дробью означает их сумму, запись целого числа перед алгебраической дробью означает их произведение, например:

3 
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·  Следует различать алгебраическую дробь от того или иного ее числового значения, а именно: числовое значение алгебраической дроби может выражаться в зависимости  от тех или иных значений входящих в нее букв дробным либо целым числом. Например,  числовое значение дроби  
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  есть  
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  при а = 3,   в = 5 или же  4 при а = 8, в =2.
III 
Учащимся предлагается решить несколько исторических задач:

1. Сократить дроби из «Всеобщей арифметики» Ньютона

а)    
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2. Задача из папируса Райдна. Найти число, если известно, что от прибавления к нему 
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 его и вычитание от полученной суммы ее трети получается число 10.

3. Арифметические дроби у Диофанта. Весьма желательно ознакомить учащихся с решением какой-нибудь одной, трудной для них задачи из «Арифметики» Диофанта, предварительно вспомнив, кто такой Диофант. После этого необходимо  выделить время для самостоятельного решения аналогичных задач всеми присутствующими. Можно, например, выполнить такие задания из «Арифметики» Диофанта:
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Тема 2. Квадратные корни 
Занятие № 2

I 
 В начале занятия учащимся предлагается вспомнить правило извлечения квадратного корня из положительного числа. Затем учитель или предварительно подготовленный ученик знакомит ребят с вавилонским методом извлечения квадратного корня.

Лекционное изложение учителем темы «Множество комплексных чисел».

II 

1. На первом занятии по данной теме следует вспомнить правило извлечения квадратного корня из положительного числа.
2. Подробно разобрать вавилонский метод извлечения квадратного корня:
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 3. Разобрать примеры  - извлечение квадратного корня вавилонским методом. Например,  
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4. При ознакомлении ребят с историей возникновения знака корня необходимо выделить то, что

   а) знак корня впервые встречается в сочинениях немецкого 

       математика Рудольфа в 1525 г.;

   б) горизонтальную черту над радикальным выражением ввёл в  1637 г.  французский учёный Р. Декарт;

   в) указать на отличие записи Декарта от современной;

 г) обратить внимание на то, что близко к современному виду принял обозначение радикала Ньютон в «Универсальной арифметике» (1685 г.), француз Ролль в книге «Руководство алгебры» (1690 г.) использует запись корня точно совпадающую с ныне принятой.
5. На этом занятии можно познакомить учащихся с комплексными числами. Чтобы «подойти» к комплексным числам, перед учащимися уместно поставить проблему: «Можно ли извлечь квадратный корень из отрицательного числа?», что, несомненно, возбудит у учащихся противоречие между знанием и незнанием и вызовет у них потребность в активном восприятии и осмыслении нового материала.  

Занятие № 3

I 
В начале занятия учащимся предлагается вспомнить о комплексных числах (материал лекции занятия № 2). Затем с сообщениями об истории комплексных чисел  выступают учащиеся. На этом занятии необходимо закрепить понятие комплексного числа, выполнив упражнения на извлечение квадратного корня из отрицательного числа.

II 
На втором занятии по данной теме следует обратить внимание на происхождение понятия комплексного числа, его развитие в XVI-XVII веках, коснувшись проблемы извлечения квадратного корня из отрицательного числа в древности и факта, с которым столкнулись ученые при решении кубических уравнений: некоторые действия над «ложными» (как тогда называли) числами приводят к числам действительным.

Кратко остановиться на истории отыскания общих методов решения уравнений третьей степени. Познакомить ребят с итальянскими математиками XVI в., внесшими крупный вклад в развитие алгебры.

Разобрать задачу, которую решил Кардано:

«Разделить 10 на два слагаемых, произведение которых равно 40».
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) данную задачу Кардано сводит к уравнению: х2 – 10х + 40 = 0
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 EMBED Equation.3 [image: image43.wmf]15

-

 = 25 - 
[image: image44.wmf]15

-



 EMBED Equation.3 [image: image45.wmf]15

-

.

    
[image: image46.wmf]d

) О замечании Кардано: если обращаться с полученными корнями как с обычными двучленами, считая  
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 = -15, то условия задачи будут выполнены.

Рассказать о разработке первой, но еще не совсем строгой теории мнимых чисел итальянским математиком XVI в. Бомбелли; о Жираре, впервые сформулировавшем так называемую «основную теорему алгебры», впоследствии строго доказанную Гауссом: всякое алгебраическое уравнение  n - степени имеет n корней, действительных и мнимых; о введении корней действительных и мнимых  Р. Декартом (1637 г.); о геометрическом истолковании мнимых чисел англичанином Дж. Валлисом(1685 г.)

В сообщении «Комплексные числа в XVIII в.» необходимо остановиться на следующих моментах:

  а) употребление комплексных чисел Лейбницем и И. Бернулли;

  б) знаменитая «формула Муавра» (cos x +i sin x)n  = cos n x +i sin n x;

  в) знаменитая «формула Эйлера», выведенная на основе «формулы Муавра»: cos x + i sin x = eix.
  г) Геометрическое истолкование  комплексных чисел как векторов  датским математиком К. Весселем.

На данном занятии необходимо познакомить учащихся с ролью Гаусса в развитии комплексных чисел, а также рассказать о применении комплексных чисел в решении ряда трудных задач аэро-гидродинамики, о вычислении многих важных для самолетостроения величин при помощи функции комплексного переменного Н.Е. Жуковским(1847-1921), можно познакомить ребят с решением при помощи комплексных чисел ряда задач теории упругости, связанных с машиностроением советскими математиками – академиками Мусхелишвили, Келдышем, Лузиным, Лаврентьевым и др.

III 
Выполнение упражнений на извлечение квадратного корня из отрицательных чисел.

Тема 3. Квадратные уравнения 
Занятие № 4   
I 
Занятие № 4 – комбинированное тематическое занятие, на котором целесообразно использовать следующие методы работы: 

 сообщение учителя «История квадратных уравнений»;

 сообщение ученика «Как Диофант составлял и решал квадратные уравнения», где разбирается одна из задач Диофанта; 

решение квадратных уравнений из «Арифметики» Диофанта.

II 
На первом занятии по данной теме следует поэтапно разобрать историю квадратных уравнений (сообщение учителя):

1. Около 2 тыс. лет до н.э. – решение неполных квадратных уравнений и частных видов полных квадратных уравнений (х2 
[image: image49.wmf]±

 х = а) вавилонянами.

2. III  век до н. э. – Евклид отвел геометрической алгебре в своих «Началах» всю вторую книгу, где собран весь  необходимый материал для решения квадратных уравнений.

3. I век н.э. – греческий математик и инженер Герон впервые в Греции дает чисто алгебраический способ решения квадратного уравнения.

4. III век н.э. – греческий ученый Диофант, не прибегая к геометрии, чисто алгебраическим путем решал некоторые квадратные уравнения, причем само уравнение и его решение  записывал в символической форме.

5. XII век н.э. – индийскими математиками был открыт общий метод решения квадратных уравнений.

6. Теория квадратных уравнений хорошо разработана ал-Хорезми, который дал шесть видов квадратных уравнений и для каждого из шести уравнений в словесной форме сформулировал особое правило его решения.

7. Квадратные уравнения в Европе (XIII-XVII   вв.).

8. XVI век – Виетом предпринята попытка создать в Европе общую теорию решения квадратных уравнений, которую несколько позднее завершил Жирар.
         В сообщении ученика «Как Диофант составлял и решал квадратные уравнения» обратить внимание на то, что при составлении уравнений Диофант для упрощения решения умело выбирает неизвестное.
Ученику, готовившему сообщение, желательно разобрать одну из задач Диофанта и ознакомить своих товарищей с решением этой задачи. Можно провести разбор такой задачи Диофанта:

«Найти два числа, зная, что их сумма равна 20, а произведение – 96». Диофант рассуждает следующим образом:

1. Из условия задачи вытекает, что искомые числа не равны, т.к. если бы они были равны, то их произведение равнялось бы не 96, а 100.

2. Т.о. одно из них будет больше половины их суммы, т.е. 10 + x, другое же меньше, т.е. 10 – х.
3. Разность между ними 2х.

4. Отсюда уравнение  (10 + x) *  (10 – x) = 96,   100 – х2 = 96 ,   х2 – 4 = 0
5. Ответ:  x = 2 . Одно из искомых чисел равно 12, другое  - 8.
6. Решение  x = - 2 для Диофанта не существует, т.к. греческая математика знала только положительные числа.
III 
Учащимся предлагается решить  квадратные уравнения из «Арифметики» Диофанта:

1). 12 х2 + x = 1
2). 630 х2 + 73 x  = 6  и задачу Диофанта «Найти два числа, произведение которых, сложенное с каждым из данных чисел, составит куб некоторого числа», сводящуюся к решению неполного квадратного уравнения.

Заметим, что в получаемом кубическом уравнении члены с кубом неизвестного уничтожаются и остается неполное квадратное уравнение.

Занятие № 5
I 
На этом занятии предлагается разобрать тему «Квадратные уравнения в Индии». По данной теме один из учащихся готовит сообщение. Основную часть занятия (комбинированного тематического) составляет разбор и решение членами факультатива ряда задач индийских математиков XII века.

II 
 На втором занятии по данной теме следует рассмотреть решение квадратных уравнений индийскими математиками. 

В сообщении «Квадратные уравнения в Индии» необходимо привести биографические данные о крупнейших индийских математиках и астрономах Брахмагупте  и Бхаскаре – Акариа и раскрыть правило Брахмагупты решения квадратных уравнений: ах2 + вх = с,  а > 0, в и с могут быть отрицательными.

На этом занятии желательно разобрать одну из задач  индийских математиков, например, задачу Бхаскары:

«Стая обезьян забавляется: восьмая часть всего числа их в квадрате резвится в лесу, остальные двенадцать кричат на вершине холмика. Скажите мне, сколько всех обезьян?»

Следует обратить внимание учащихся на то, что в Древней Индии задачи часто облекались в стихотворную форму. Вышеназванную задачу Бхаскары привести в стихотворной форме:

Обезьянок резвых стая 

Всласть поевши, развлекалась.

Их в квадрате часть восьмая 

На поляне забавлялась.

А двенадцать по лианам…

Стали прыгать, повисая…

Сколько ж было обезьянок, 

Ты скажи мне,  в этой стае?

Комментируя задачу, сообщить учащимся, что соответствующее задаче уравнение (
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x

)2 + 12 = x .   Бхаскара пишет под видом  x2 – 64х = - 768. Прибавляя к обеим частям квадрат 32, уравнение примет вид: 

x2 – 64 x + 322 = - 768 + 1024

(x – 32)2 = 256

После извлечения квадратного корня получаем: x – 32 =16.
«В данном случае, говорит Бхаскара, - отрицательные единицы первой части таковы, что единицы второй части меньше их, а потому последние можно считать и положительными и отрицательными, и получаем двойное значение неизвестного: 48 и 16».

Необходимо сделать вывод: решение Бхаскары свидетельствует о том, что он знал о двузначности корней квадратных уравнений.

III 
Учащимся предлагается решить старинную индийскую задачу Бхаскары:

«Квадрат пятой части обезьян, уменьшенный на три, спрятался в гроте, одна обезьяна влезла на дерево, была видна. Сколько было обезьян?»  Следует заметить, что данная задача решается элементарно, сводясь к квадратному уравнению.

Затем обучающимся можно предложить решить уравнение Бхаскары Акариа из его трактата «Венец системы»:

x4 -2 х2 – 400 x = 9999

Пояснить, что данное уравнение решается элементарно. Если ученики сами не догадаются о способе решения этого уравнения, вполне разумно, чтобы решение этой задачи (точнее начала решения) показали специально подготовленные ребята или сам учитель:

x4 – 11 х3 + 11 х3 – 121 х2 + 119 х2 – 1309x+ 909x – 9999 = 0

x3 *(x – 11) + 11 х2 * (x – 11) + 119 x * (x – 11) + 909 * (x – 11) = 0

(x -11) * (х3 + 11 х2 + 119 x + 909) = 0

x – 11 = 0 или х3 + 11 х2 = 119 x + 909 = 0 

x1 = 11. Пояснить, что этот корень и дает Бхаскара. Других корней Бхаскара не рассматривал.

Учащимся предлагается найти остальные корни, которые Бхаскара не учитывал. Для этого необходимо решить второе уравнение:

x3 + 11 x 2 + 119 x + 909 = 0 

Вначале предложить ученикам решить уравнение самостоятельно. Если возникают затруднения, помочь им преодолеть препятствия:

x3 + 9 х2 + 2 х2 + 18 x+ 101x + 909 = 0 

x2* (x + 9) +2 x * (x + 9) +101 * (x + 9) =0

(x +9) * (х2 + 2 x + 101) =0

x + 9 = 0 или х2 + 2 x + 101 =0

Х2 = -9

Решая уравнение х2  + 2 x+ 101 =0, находим остальные два корня: х3 и х4, которые будут мнимыми.

(D = 22 – 4 * 101 = 4 – 404 = - 400 < 0)

Здесь учащимся полезно предложить вспомнить, что i2 = -1,  
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Сделать вывод: уравнение четвертой степени имеет 4 корня.

Занятие № 6 
I 
 Данное занятие предлагается посвятить сообщениям учащихся, их анализу и комментариям к ним.

II 
 На третьем занятии по данной теме следует рассмотреть квадратные уравнения ал-Хорезми и познакомиться с геометрическими доказательствами формул ал-Хорезми.

 В сообщении «Квадратные уравнения у ал-Хорезми» следует кратко остановиться, почему правитель государства арабов халиф ал-Мамун поддерживал ученых и как это повлияло на Мухаммедбена-Мусса-ал-Хорезми. Учащимся будет интересно узнать о трактате Хорезми «Хисаб-алджебр-вал-Мукабала», где он дает правило для нахождения корней квадратного уравнения приведенного вида, т.е. словесную формулировку формулы:                                  х =
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, а также насчитывает 6 видов уравнений, выражая их следующим образом:

1. «Квадраты равны корням», т.е. ах2 = вх.

2. «Квадраты равны числу», т.е. ах2 = с.

3. «Корни равны числу», т.е.  ах = с.

4. «Квадраты и числа равны корням», т.е.  ах2 + с = вх.
5. «Квадраты и корни равны числу», т.е.   ах2 + вх = с.

6. «Корни и числа равны квадратам», т.е.  вх +с = ах2.

Рекомендуется разобрать задачу ал-Хорезми, которая сводится к решению квадратного уравнения. «Квадрат и число равны корням. Например, один квадрат и число 21 равны 10 корням  того же квадрата, т.е. спрашивается, из чего образуется квадрат, который после прибавления к нему 21 делается равным 10 корням того же квадрата?»

Используя 4-ю формулу ал-Хорезми, ученики должны записать:                     х2 + 21 = 10 х 

Следует подробно разобрать этапы у ал-Хорезми полученного уравнения:

1. Разделить пополам число корней, половина их есть 5.

2. Умножить это число само на себя, произведение будет 25.

3. Вычесть из него число 21, остаток будет 4.

4. Извлечь корень, он есть 2.

5. Этот корень вычесть из половины числа корней, которая есть 5, остаток будет 3. Это и будет корень искомого квадрата.

6. Этот корень – 2 – прибавить к половине числа корней, которая есть 5, сумма будет 7.

 Это тоже есть корень искомого квадрата, а сам квадрат будет 49.

Переходя к современным обозначениям, имеем: 
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С учениками следует разобрать и анализ решения, которое дает ал-Хорезми.

1. Если в задаче, сводимой к этому случаю, произведение половины числа корней само на себя будет меньше числа единиц, которые связаны с квадратом (
[image: image65.wmf]2
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)2 < q, то задача невозможна.

2. Если же это произведение равно числу единиц (
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)2 = q, то корень квадрата равен половине числа корней: х = 
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После вышесказанного нужно сделать вывод:

1. Ал-Хорезми не признавал отрицательных чисел, поэтому в случае, когда p > 0, он брал только один положительный корень. Если же  и в этом случае получалось отрицательное число, ал-Хорезми считал, что уравнение решений не имеет.

2. Трактат ал-Хорезми «Хисаб-алджебр-вал-Мукабала» является первой, дошедшей до нас книгой,  в которой систематически изложена классификация квадратных уравнений и формулы их решения.

Особого внимания на данном занятии требует разбор решения задачи ал-Хорезми геометрическим путём его следует прокомментировать, выделяя наиболее трудные моменты.  

 Задача формулируется в оригинале следующим образом: «Квадрат и 10 корней равны 39.»    

Используя 5-ю формулу ал-Хорезми, учащиеся должны получить уравнение х2 + 10 х = 39        (1)

Разбор решения уравнения (1) можно провести по следующему плану:

         1. Рассматривается квадрат с искомой стороной  х.

На сторонах  квадрата строятся прямоугольники так, что другая сторона каждого из них  равна 2
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,  следовательно, площадь каждого   равна 2
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 2. Полученную фигуру дополняют затем до нового квадрата АВСЕ, достраивая в углах четыре равных квадрата, сторона каждого из которых равна 
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, а площадь 
[image: image87.wmf]4

1

6

.

3. Площадь S квадрата АВСЕ можно представить как сумму площадей: первоначального квадрата (х2), четырех прямоугольников (4 *
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* х = 10 х) и четырех пристроенных квадратов (4 *
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 = 25),   т.е.  S = х2 + 10 х +25       (*)

4. Заменяя в (*)  х2 +10 х   числом 39, согласно (1), получим S= 64 (ед.2), а сторона квадрата АВСЕ равна 8 (ед.).

5. Для искомой же стороны х первоначального квадрата получим

                          х = 8 – 
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6. Такое геометрическое построение соответствует следующим алгебраическим преобразованиям при решении уравнения х2 + pх = q:

  а)  х2 +4 * (
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  б)  (х + 2 * 
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  в)  (х + 2*
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 EMBED Equation.3 [image: image101.wmf]2
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Последнее и представляет правило ал-Хорезми для решения указанного квадратного уравнения.

III
Далее уместно предложить учащимся несколько квадратных уравнений из трактата «Хисаб-алджебр-вал-Мукабала».

1. 5 х2 = 40 x
2. х2 = 12 x + 288

3. х2 + 20 
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4. 10 x = х2+21

5. 
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6. 
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Занятие № 7 
I
В начале данного занятия  разбирается тема «Квадратные уравнения в Европе (XIII-XVII вв.)». Особое место здесь занимают доклад учащегося «Жизнь и деятельность Ф. Виета» и сообщение «Из истории квадратных уравнений в Европе». Необходимо обратить внимание на решение квадратных уравнений при условии, что D<0.
    II
На четвертом занятии по данной теме целесообразно провести проверочную работу по решению исторических квадратных уравнений (желательно с помощью компьютера) в виде сказки, что, несомненно, способствует развитию любознательности, глубокого познавательного интереса. Это особенно важно в подростковом возрасте, когда ещё формируются, а иногда и только определяются постоянные интересы и склонности к тому или иному предмету.
При рассмотрении вопроса «Квадратные уравнения в Европе (XIII-XVII вв.) необходимо сделать комментарий к «Книге абака», написанной в 1202 г. итальянским математиком Леонардо Фибоначчи, а также раскрыть правило решения квадратных уравнений М. Штифелем (1544 г.).
Особое место на занятии принадлежит вопросу «Франсуа Виет и его теорема», где с докладом  «Жизнь и деятельность Ф. Виета» выступает один из учащихся. Здесь уместно рассмотреть и вопрос «Интересное из жизни Виета», используя различные формы школьной математической печати».

    Затем учащимся предлагается вспомнить комплексные числа, т.е. числа вида a + bi. С учениками повторить эти числа:

    а)  о числе – мнимой единице i;

    б) действия над числами, равные, противоположные и сопряженные числа;

    в)  геометрическая интерпретация чисел.

   После повторения подвести итог:  «Итак, i2 = - 1,  поэтому можно выполнить следующую операцию: 
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 i  , т.е. мы видим, что во множестве комплексных чисел выполняется операция извлечения корня четной степени из отрицательных чисел, поэтому можно решать квадратные уравнения с отрицательным дискриминантом».

III
 Ученикам предлагается для самостоятельного решения с последующей проверкой несколько квадратных уравнений:

х2 + 1 =0  ,     х2 + 16 = 0,     х2 + 25 = 0,  

2 х2 – 6 x + 17 = 0,      х2  - 5 x + 7 = 0. 

Тема 4. Неравенства

Занятие № 8

I
 Это занятие предлагается в основном посвятить доказательству исторических неравенств и комментариям к ним. В начале занятия  - сообщение ученика «О знаках равенства и неравенства».

II
На занятии по данной теме обратить внимание на то, чтобы школьники уяснили методы доказательства неравенств.

В V книге «Начал» Евклида (эта книга содержит теорию отношений и пропорций, разработанную Евдоксом Книдским) доказывается:

«Если а – наибольшее число в пропорции 
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, где  а, в, с, d - положительные числа, то существует неравенство а +d > в + с».

Учащимся предложить доказать это неравенство.

Здесь в качестве комментария следует коснуться, подробно рассказать о V «Начал» Евклида и о Евдоксе Книдском.

Далее следует предложить доказать учащимся неравенство из «Математического собрания» П. Александрийского(III век):

«Если 
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 > 
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, то аd >  вс (а > 0, в > 0, с > 0, d > 0)».
Знакомя учащихся с неравенством Коши, следует обратить внимание на строгие и нестрогие неравенства, разобрать неравенство 
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, содержащиеся в X книге «Начал» Евклида: «Среднее геометрическое двух неотрицательных чисел не больше среднего арифметического этих чисел».
Затем предложить проверить неравенство Коши              
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 EMBED Equation.3 [image: image125.wmf]£
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, т.е. среднее геометрическое  n неотрицательных чисел не больше среднего арифметического этих чисел, на примерах для n = 3, 5, 6.
Если какое – либо доказательство учащимся не под силу или очень 
[image: image127.wmf]трудно разобраться самостоятельно, то на помощь приходит учитель.

Тема 5. Приближенные вычисления 
Занятие № 9 
I 
  Данное занятие предлагается посвятить защите рефератов учащихся.  На занятие целесообразнее пригласить учеников старших классов.

II
 На занятии по данной теме рекомендуется провести защиту рефератов учащихся.

1. «Приближенные числа». В этом реферате рассказать о происхождении приближенных чисел; раскрыть правило А.Н. Крылова (1863-1945) в теории приближенных вычислений: «Приближенное число следует записать так, чтобы все цифры, кроме последней, были бы надежными», т.е. верными; объяснить, какие числа называются верными.

2. «А.Н. Крылов – выдающийся русский математик».

Затем весьма желательно одному из учащихся – старшеклассников рассказать о появлении численных методов. Рассказ может быть примерно таким:

«Математика, развиваясь, накапливала как теоретические, так и практические материалы, а поэтому в учебные руководства наряду с правилами вычислений стали включаться другие сведения о применениях математики. Решение практических задач всегда интересовало математиков. Крупные ученые прошлого сочетали в своих научных исследованиях изучение явлений природы и получение их математических описаний (математических моделей явления). Анализ описания потребовал создания специальных математических методов. Названия некоторых из них – методы Ньютона, Гаусса, Лобачевского, Чебышева – свидетельствуют о том, что их разработкой занимались крупные ученые своего времени. Поскольку целью решения задачи являлось получение ответа в виде числа, то методы стали называться численными. Раздел математики, имеющий дело с созданием и обоснованием численных методов для решения задач из различных областей науки, называют вычислительной математикой».

В реферате «Приближенное и графическое решение уравнений» рекомендуется сообщить краткую историческую справку о приближенном и графическом решении уравнений; дать общее представление о методах численного (приближенного) решения уравнений.

Рассматривая метод проб (или метод отделения корней), необходимо обратить внимание на то, что этот метод заключается в том, что внутри отрезка [a,b] произвольно берут точку с (точку проб) и проверяют выполнение неравенства f (а) * f (с) < 0. В качестве суженного отрезка выбирают ту из частей [а, с] или [в, с], на концах  которой функция f (х) имеет противоположные знаки. Сужение повторяют до тех пор, пока длина отрезка не будет соответствовать заданной точности отыскания корней.

Как комментарий следует заметить: из того, что в рассматриваемом отрезке лежит только один корень следует неравенство f (a)*f (b) < 0.

Здесь уместно будет разобрать такой пример:

     «Выполнить отделение корней уравнения 0,5 х3 – х2 – 4 x – 1 = 0».

1). Данное уравнение заменяем равносильным уравнением

               0,5 х3 = х2 +4 x +1.

2). Строим графики функций y = x2 + 4x + 1  и   y = 0,5 x3.
3). По графику отыскиваются отрезки, содержащие корни данного уравнения:  [- 2; – 1] [-1; 0]. Можно предположить, что третий корень находится в отрезке  [2;7]. (Точка пересечения (третья) на рисунке не уместилась, хотя в действительности она существует).

4). Отыскивается отрезок, содержащий третий действительный корень. Функция  f(х) = 0,5 х3 – х2 – 4 х – 1 непрерывная, на концах отрезка [2,7] меняет знаки: f(2) < 0, f (7) > 0, а поэтому по свойству непрерывных функций где-то на этом отрезке она обращается в нуль, т.е. корень рассматриваемого уравнения принадлежит отрезку [2,7] .

5). Найденный отрезок сужается. Проверим знак функции в точке 5, расположенной внутри отрезка [2,7]:  f (5) > 0, поэтому можно рассматривать суженный отрезок [2,5]

6). Продолжая сужение, получим отрезок [4,5] , на котором расположен третий корень рассматриваемого уравнения.

7). Любое из чисел этого отрезка может быть принято за приближенное значение корня с абсолютной погрешностью, не превышающей 1, т.к.
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 = 1 есть длина отрезка. 
При знакомстве с методом половинного деления следует заметить, что это тот же метод проб, с той лишь разницей, что всякий раз в качестве  точки проб берется середина сужаемого отрезка, а затем выбирается та из половинок отрезка [а, в], на концах которых  функция имеет разные знаки.

Здесь можно разобрать следующий пример: «Найти методом половинного деления положительный корень уравнения  ех – 
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1). Запишем данное уравнение в виде ex = 
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2). Построив графики функций y = ex и   y =
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, легко заметить, что единственный положительный корень данного уравнения находится на отрезке [1,2].

4). Этот отрезок следует сужать методом половинного деления.

На данном занятии целесообразно рассмотреть и другие методы, например, метод хорд и касательных. Желательно использовать компьютер. По этой теме можно провести несколько занятий.

                                 Геометрия 
Тема 1. Четырехугольники 
Занятие № 1 
I
На данном занятии целесообразно использовать следующие методы работы:

- сообщения учащихся о параллелограмме; о трапеции;

- разбор и решение исторических задач.

Форма работы коллективная, при которой коллектив обучает каждого своего члена и в то же время каждый член коллектива принимает активное участие в обучении всех других его членов.

II
На занятии по данной теме в сообщении о параллелограмме следует остановиться на происхождении термина «параллелограмм», разобрать теорему, которая доказывается в «Началах» Евклида: 

«В параллелограмме противоположные стороны равны и противоположные углы равны, а диагональ разделяет его пополам».

Также можно разобрать происхождение слов «диагональ», «ромб», «квадрат».

Ученику, готовившему сообщение о трапеции остановиться на происхождении слова «трапеция» и указать, как появилось предложение о том, что средняя линия трапеции равна полусумме ее оснований.

III 
 На занятии учащимся предлагается решить следующие задачи:

1. Доказать теорему Эйлера:

«Во всяком четырехугольнике сумма квадратов сторон равна сумме квадратов его диагоналей, сложенной с учетвертованным квадратом отрезка, соединяющего середины диагоналей».

2. Задача Штейнера:

«Если соединить точку E пересечения диагоналей трапеции с точкой  F пересечения ее непараллельных сторон, то большее ее основание разделится пополам линией EF .

Учащихся разделить на 2 группы, каждой группе решить 1 задачу. После решения идет групповой разбор этих задач. Один из учащихся от каждой группы (по желанию) отвечает у доски.

В качестве комментария к этим задачам следует коснуться биографии Эйлера и Штейнера.

Тема 2. Площади фигур 
Занятие № 2 
I
 На данном занятии (комбинированном тематическом) целесообразно использовать такие методы работы, как

-  сообщение учителя об условиях, побудивших вычислять площади прямолинейных фигур (прямоугольника, треугольника, параллелограмма, трапеции);

-  сообщения учащихся об определении площади прямоугольника и трапеции в квадратных единицах вавилонянами (4-5 тыс. лет назад); об измерении площади прямоугольника, треугольника и трапеции древними египтянами; об измерении площадей в Древней Греции; о создании на Руси рукописей геометрического содержания чисто практического характера;

- решение старинных задач.

II
  На занятии по данной теме при рассмотрении вопроса «Определение площади прямоугольника, треугольника и трапеции древними египтянами»  следует остановиться на 2-х формулах:

1. формула для измерения площади четырехугольника со сторонами  a, b, c, d (верна только для прямоугольника):

S = 
[image: image132.wmf]2
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2. Приближенная формула для определения площади равнобедренного треугольника ABC,  в котором AB = AC: S  =
[image: image134.wmf](BC*AB) / 2.
Рассматривая вопрос «Измерение площадей в Древней Греции», вспомнить о Евклиде и его «Началах», рассказать о Героне Александрийском (I в. до н.э.) и его произведениях «Геометрика» и «Метрика», где он применяет и доказывает формулу о нахождении площади треугольника по его сторонам:

S = 
[image: image135.wmf])
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,  где  a, b, c – стороны,  p – полупериметр треугольника.

В качестве комментария следует сообщить, что эта формула носит название «формула Герона», но на самом деле она была установлена еще в  III в. до н.э. величайшим математиком древности Архимедом.

На этом занятии учащимся следует рассказать о создании на Руси рукописей геометрического содержания чисто практического характера, где собраны  правила измерения расстояния между предметами и площадей различных  фигур посредством измерения площадей простейших фигур: квадрата, прямоугольника, треугольника и трапеции.
III
 По данной теме учащимся предлагается решить несколько исторических задач. Нерешенные на занятии  задачи предложить в качестве домашнего задания.
1. Задача (из «Начал» Евклида). Параллелограммы (см. рис.), находящиеся на  равных основаниях  и между теми же параллельными, равны между собой, т.е. равновелики. Доказать.
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 [image: image610.wmf]a

[image: image611.wmf]b


         2. Задача Герона. Вычислить площадь треугольника, если одна его сторона имеет в длину 13 мерных шнуров, вторая -14  и третья – 15.

         3. В Древнем Египте площадь равнобедренного треугольника определяли как произведение боковой стороны на половину основания. Определить ошибку египтян для треугольника, у которого основание 8, а боковая сторона 15.

         4. В Древней Руси площадь прямоугольника определяли как произведение полусумм противолежащих сторон. Найти ошибку наших предков при нахождении площади прямоугольника со сторонами 5 м, 20 м, 5 м, 20 м.

         5.  Древняя арабская задача ал-Караджи. Найти площадь прямоугольника, основание которого вдвое больше высоты, а 

площадь численно равна периметру.

         К 5-й задаче уместно сделать  комментарий, коснувшись биографических сведений арабского математика ал-Караджи.

        6. Задача (из «Начал» Евклида).
          «Если параллелограмм ABCD имеет с треугольником BCE  одно и то же основание BC и находится между теми же  параллельными, то параллелограмм будет вдвое больше треугольника». Доказать.

[image: image612.wmf]b

[image: image613.jpg]
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Тема 3. Теорема Пифагора 
Занятие № 3 
I
 Первая  часть занятия – тематическая, где с сообщениями «О жизни Пифагора», «Почему предложение о том, что квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов, назвали «Теоремой Пифагора»?», «Одно из старейших наглядных доказательств теоремы Пифагора, содержащееся в одном из произведений Бхаскары» выступают ученики.

Вторая часть занятия – проверочная работа по решению старинных задач на применение теоремы Пифагора. Используется компьютер.
II
  На первом занятии по данной теме учащиеся должны познакомиться с жизнью Пифагора и историей его теоремы, получить сведения о школе Пифагора.

Ребята должны уяснить, что так называемая «Теорема Пифагора» встречается до Пифагора:

1. В «Началах» Евклида.

2. В вавилонянских текстах, написанных за 1200 лет до Пифагора.

3. Египетский треугольник – прямоугольный треугольник со сторонами 3, 4, 5 ед. За 2000 лет до н.э. египтяне пользовались этим отношением для построения прямых углов при сооружении зданий.

4. В Китае предложение о квадрате гипотенузы было известно по крайней мере за 500 лет до Пифагора.

5. Эта теорема была известна в Древней Индии, о чём свидетельствуют следующие предложения, содержащиеся в «Сутрах».

   - Квадрат диагонали прямоугольника равен сумме квадратов его большей и меньшей стороны.
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  - Квадрат на диагонали квадрата в два раза больше самого квадрата.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



    Перед рассмотрением доказательства теоремы Пифагора, содержащегося в одном из произведений Бхаскары, следует вспомнить, кто такой Бхаскара.  Составленный план доказательства теоремы Пифагора учащимся желательно записать в тетрадь. На последующих занятиях факультатива или во время урока учащимся можно предложить сравнить доказательство Бхаскары с доказательством в школьном учебнике геометрии теоремы Пифагора.

Доказательство Бхаскары (см. рис.)

[image: image614.jpg]


[image: image615.jpg]
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 План доказательства.

1. ABDE   - квадрат.  

2. Треугольник ABC - прямоугольный

AB = c - гипотенуза

BC =
[image: image141.wmf]а

,  AC = 
[image: image142.wmf]в


3. DK 
[image: image143.wmf]^

 BC,  DK = 
[image: image144.wmf]а


4. EZ   
[image: image145.wmf]^

  DK,  AM 
[image: image146.wmf]^

 EZ   

5. Из 3 и 4 
[image: image147.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3 [image: image149.wmf]ABC =
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 BDK =
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 DEZ = 
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AME 
6. KZ = ZM = CM = CK = 
[image: image153.wmf]а

 – 
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7.  с2 =
[image: image155.wmf]2
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    с2 = 
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2.
III
  Учащимся предлагается проверочная работа при помощи компьютера по решению старинных задач на применение теоремы Пифагора.

Задачи к проверочной работе.

1. Задача о тополе индийского ученого Бхаскары-Акариа.

На берегу реки рос тополь одинокий.

Вдруг ветра порыв его ствол надломал.

Бедный тополь упал. И угол прямой 

С теченьем реки его ствол составлял 

Запомни теперь, что в том месте река

В четыре лишь фута была широка.

Верхушка склонилась у края реки.

Осталось три фута всего от ствола,

Прошу тебя, скоро теперь мне скажи:

У тополя как велика высота?

2. Задача из древней римской рукописи.

Определить высоту треугольника, основание которого 15, а боковые стороны 14 и 13.

3. Задача из алгебры узбекского ученого Мухаммеда ал-Хорезми.

Определить отрезки, на которые делит основание  AC перпендикуляр, опущенный из противоположной вершины  B треугольника  ABC, если даны его стороны: AB = 15,   BC = 13, AC = 14.

4. Задача о лотосе Бхаскары.

Цветок лотоса, основание которого при отвесном положении стебля возвышалось над водою на 
[image: image160.wmf]2

1

 фута, порывом ветра отклонился на 2 фута от прежнего положения (считая по поверхности воды). При этом вершина цветка оказалась на уровне воды. Определить глубину озера в этом месте.

5. Задача из трактата (китайского) «Начала искусства вычисления».

Определить стороны прямоугольного треугольника, если известны его площадь и периметр.

Занятие № 4 
I
 Форма работы данного занятия – групповая, в каждой группе от 3 до 5 учащихся. Работу группы возглавляет консультант. Чтобы группе было удобно работать, она рассаживается за одним столом. Каждая группа готовит сообщение – один из вариантов доказательства теоремы Пифагора. От каждой группы может выступать один человек, могут выступить все.

После этого учитель знакомит ребят с пифагоровыми числами и теоремой Ферма. В конце занятия – предложить учащимся доказать теорему Пифагора, исходя из чертежа с помощью кодоскопа.

II
 На втором занятии по данной теме следует разобрать различные доказательства теоремы Пифагора.

Одно из древнейших доказательств было дано, как полагает Прокл, Евклидом и изложено им в «Началах». Формулировка и доказательство имеют чисто геометрический характер.

Первая группа учащихся должна восстановить ход рассуждений Евклида, рассмотрев равновеликость треугольников ABD и BCF.

[image: image616.jpg]
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План доказательства.

1. 
[image: image162.wmf]D

BAC -  прямоугольный.

2.  На гипотенузе и катетах строятся соответствующие квадраты и доказывается, что квадрат, построенный на гипотенузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах.


[image: image163.wmf]Ð

 DBC =
[image: image164.wmf]Ð

 FBA,


[image: image165.wmf]Ð

DBC + 
[image: image166.wmf]Ð

ABC =
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 FBA + 
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ABC,

[image: image169.wmf]Ð

DBA = 
[image: image170.wmf]Ð

FBC,

[image: image171.wmf]D

ABD = 
[image: image172.wmf]D

 FBC (по двум сторонам и углу, заключенному между ними).

3. 
[image: image173.wmf]D

ABD равновелик половине прямоугольника BDZY (BD – общее основание, ZD – общая высота).   


[image: image174.wmf]D

FBC = ½ HFBA (FB – общее основание,   AB – общая высота)

квадратHFBA равновелик прямоугольнику  BDZY.

4. Аналогично доказывается, что квадрат GKCA равновелик прямоугольнику CEZY.

Вывод. Сумма площадей квадратов, построенных на катетах, равна площади квадрата EDBC, построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника  ABC.

Вторая группа учащихся должна разобраться с доказательством Багдатского математика и астронома X в. ан-Найризия (латинизированное имя – Анариций).
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Основа доказательства: равносоставленные фигуры равновелики: квадраты, построенные на катетах и гипотенузе, разбиваются на многоугольники так, что каждому многоугольнику из состава квадрата на гипотенузе соответствует равный многоугольник одного из квадратов на катетах. 

Третья группа учащихся разбирает доказательство, основанное на том, что прибавляя к квадратам на катетах и к квадрату на гипотенузе равные фигуры, получаем равновеликие фигуры.
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1). К Пифагоровой фигуре добавляем треугольники 2 и 3, равные треугольнику 1.

2). Доказательство теоремы Пифагора сводится к  доказательству равновеликости  шестиугольников   DABGFE  и CA JKHB
Последнее видно из того, что DG  делит пополам 1-й,  CK - 2-й шестиугольник.

3). Если повернуть половину 1-го шестиугольника  DABG вокруг A  на 900, то она совпадет с  CAZK , половиной второго шестиугольника.

4. Четвертая группа учащихся готовит такое доказательство:
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  Пифагорова фигура достроена до прямоугольника KLMN.
  Отнимая многоугольники 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, получаем квадрат, построенный на гипотенузе.

  Отнимая из того же прямоугольника фигуры, равновеликие только что перечисленным, получаем квадраты 8 и 9, построенные на катетах.

 Доказывается, что площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов 8 и 9.

 После выступлений учащихся учителю целесообразно познакомить учащихся с пифагоровыми числами:

a2 + b2 = c2
3, 4 и 5                           (32+42=52)

5, 12 и 13                       (52+122=132)  

7, 24 и 25                       (72+242=252)

9, 40 и 41.                      (92+402=412).

Следует обратить внимание на то, что знаменитый узбекский ученый ал-Ходженти (умер около 1000 г.) в одном из своих сочинений говорит, что для 3-й степени нельзя подобрать три таких числа x,  y и  z, не равные нулю, чтобы выполнялось равенство  x3 + y3 = z3 .

Французский ученый Ферма (1601-1665) обобщил вывод ал-Ходженти: сумма одинаковых степеней двух чисел не может быть той же степенью третьего числа, т.е. при любом целом n , больше чем 2, равенство  xn  + yn = zn невозможно (где   x,  y,  z  - отличные от нуля целые числа).

Л. Эйлер доказал теорему для 3-й и 4-й степени, Лежандр – для 5-й, Лаше и Лебег – для 7-й.

 В качестве комментария здесь уместно коснуться биографии выше названных ученых.  

III
Учащимся  по чертежу предлагается доказать теорему Пифагора.

Записав площадь квадрата через его элементы, квадрат гипотенузы (стороны большего квадрата) выразится через сумму квадратов катетов.
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Тема 4. Декартовы координаты на плоскости 
Занятие № 5 
I 
 На данном занятии особого внимания требует доклад учащегося «Рене Декарт - великий математик и мыслитель XVII в.», его следует прокомментировать, выделяя наиболее важные и поучительные моменты.

Должное внимание необходимо уделить и реферату учащегося «О значении метода координат. Метод координат – мост между геометрией и алгеброй» на занятии – семинаре.

В конце занятия учащимся можно предложить упражнения на применение метода координат.

II
 На занятии по данной теме следует обратить внимание на то, что начало рассказа – в далеком прошлом. Можно сказать, что все началось 8 июня 1637 года. Именно в этот день увидело свет произведение  замечательного французского математика Рене Декарта «Рассуждение о методе, позволяющем направлять свой разум и отыскивать истины в науках. Кроме того, диоптрика, метеоры, геометрия, которые являются приложением этого метода». Сегодня этот научный труд  называют кратко: «Метод».

Учащиеся должны уяснить, что своей работой Декарт совершил переворот  в математике, а миру, науке подарил метод координат, аналитическую геометрию и сделал первый шаг в осознании и продвижении идеи моделирования. Декартовы алгебраические модели геометрического мира потрясли ученых – его современников.

 Интересно отметить, что все это происходило в  то время, когда литературный герой А. Дюма мушкетер Д, Артаньян совершал свои подвиги, а коварный кардинал Ришелье плел паутину своих интриг. Можно было бы и не говорить о кардинале, но именно он волею случая сыграл удивительную роль в истории, о которой идет речь: Ришелье дал Декарту привилегию публиковать во Франции и за границей все то, что он сочтет нужным. Так появился на свет «Метод». После смерти Декарта церковь запретила его труды как еретические и опасные для государства.

 В качестве комментария к реферату «О значении метода  координат. Метод координат – мост между геометрией и алгеброй» следует отметить, что в работе Декарта для нас главным является именно метод координат. Сегодня это метод шагнул за пределы математики. Где только не встретишься с координатами:   в географии, мореплавании, в космических полетах. Даже шахматисты ход поединка описывают, используя координаты, связанные с шахматной доской. E2 – E4  - такая запись ясно показывает, какой ход и какой фигурой осуществил шахматист.

Необходимо отметить заслугу Декарта, которая состоит в том, что он нашел  путь, который связывает геометрию с алгеброй; как мост  между двумя областями математики  работает метод координат.

Полезно вернуться к нашей истории. Древние математики, занимавшиеся геометрией, в качестве инструмента для построений пользовались только циркулем и линейкой без деления. Все построения, всякий геометрический синтез, выполненный  с помощью других инструментов, объявлялся «механическим», рассматривался как недостойный и строго запрещался в пользовавшейся уважением геометрии. Такой взгляд на геометрию утверждал древнегреческий философ, ученик Сократа – Платон. Лишь только когда Декарт опубликовал свою аналитическую геометрию, классическая, или, как ее часто называют, синтетическая геометрия освободилась от столь жестких ограничений Платона.

Необходимо сделать вывод, что именно благодаря методу координат сегодня к решению задач по геометрии привлекаются такие «инструменты», как компьютер.

III
 На занятии уместно выполнить упражнения на применение метода координат.

Тема 5. Векторы 
Занятие № 6 
I
 На этом занятии – семинаре целесообразно уделить внимание следующим сообщениям учащихся: «Из истории векторов», «О значении использования векторов», «С. Стевин и Л. Пуансо – биографические сведения».

В конце занятия учащимся можно предложить упражнения на применение векторов.

II
 На занятии по данной теме  следует подробно остановиться на истории векторов, т.е. рассмотреть следующие вопросы:

1. Пифагорейцы Древней Греции.

2. Геометрическая теория отношений Евдокса (408-355 гг. до н.э.).
3. «Начала» Евклида.

4. Трактат фламандского ученого  С. Стевина «Начала статики».

Введение Стевиным сложения 2-х векторов, перпендикулярных друг другу.

5. Книга французского математика Луи Пуансо «Элементы статики».

 Необходимо познакомить учащихся с биографическими сведениями С. Стевина и Л. Пуансо.

Полезным для учащихся станет сообщение «О значении использования векторов».

III
 На занятии учащимся уместно предложить упражнения, показывающие достоинства векторного метода.

9 класс 
Алгебра

Тема 1. Функция 
Занятие № 1 
I
На данном занятии – семинаре целесообразно уделить внимание следующим методам работы: вступительная часть учителя «Что такое функция»;

выступления учащихся: «Развитие понятия функции», «Способы задания функции, история их возникновения»;

решение (или разбор) исторических задач.

II
 На занятии по данной теме необходимо прокомментировать сообщения учеников: уделить внимание происхождению термина «функция», рассказать о роли в этом Г. Лейбница (1694 г.)

Дать обучающимся определение функции Иоганна Бернулли (1718 г.): «функцией переменной величины называется количество, составленное каким угодно способом из этой переменной и постоянных».

Сравнить определение функции И. Бернулли и определение функции, данное его учеником, академиком Л. Эйлером(1748 г.): «Функция переменной величины есть аналитическое выражение, составленное каким-нибудь способом из этой переменной величины и из чисел, либо из постоянных величин». По возможности использовать работы этих математиков.

Учащимся должна быть понятна точка зрения Бернулли и Эйлера: каждая функция должна быть выражена аналитически, т.е. формулой.

Для сравнения разобрать определение функции чешского математика В. Больцано (1817 г., труд «Чисто аналитическое доказательство»), где автор определяет функцию как зависимость, заданную любым законом, лишь бы каждому значению одной из переменных соответствовало значение другой, а также определение функции знаменитого русского математика Н.И. Лобачевского (1834 г.), немецкого математика Лежен-Дирихле (1837 г.)

На этом семинарском занятии ученики должны вспомнить способы задания функции, познакомиться с историей их возникновения.

При перечислении способов задания функции (аналитический – при помощи уравнения или формулы, табличный, графический, словесный), привести примеры.

III
На занятии будет уместно разобрать пример из работы Л. Эйлера «Введение в анализ бесконечных» (Т. I , гл. II, стр. 42-43).

Пусть дана дробная функция
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. (Учащимся предложить вспомнить, какая функция называется дробной).

Т.к. простыми множителями знаменателя являются Z ,1 - Z, 1 +Z , то имеем следующее разложение функции на три простые дроби: 
[image: image180.wmf]3

2

1

1

1

Z

Z

Z

Z

C

Z

B

Z

A

-

+

=

+

+

-

+


Нужно определить постоянные числители А, B и C.

Приведем эти дроби к общему знаменателю, который будет Z – Z3  . Сумма числителей должна равняться 1 + Z2, откуда появляется уравнение

     А + BZ – AZ2   = 1 + Z2 = 1 + 0 Z+ Z2 ,

         + С Z + B Z2 

                   - С Z2
которое дает столько приравниваний, сколько имеется неизвестных букв А, B, С; именно, будет 

I.    А = 1, 

II.   B + С = 0, 

III. - A + B  - С = 1 

Получаем: А = 1, B = 1, C = - 1.

(эти вычисления проделывает один из учеников у доски.)

Разложение данной функции 
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 представится в таком виде: 
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Следует сделать вывод, что сколько бы знаменатель N  не имел простых, не равных между собою множителей, всегда  дробь M/ N   будет разлагаться на столько же простых дробей. Если несколько множителей будут между собою равны, то разложение следует производить другим способом, который также может быть рассмотрен на данном занятии.
Тема 2. Степень с рациональным показателем 

Занятие № 2 


I
 Это занятие предлагается посвятить   в основном сообщениям учащихся. В конце занятия – выполнение упражнений.
II
 На занятии по данной теме при рассмотрении вопроса «О понятии степени с рациональным показателем» следует обратить внимание на следующие моменты:

1. Введение нулевого показателя степени самаркандским ученым ал- Каши.

2. Введение нулевого показателя и отрицательных показателей степени Н. Шюке.

3. Идея дробных показателей у французского математика Н. Орема (XIV в.)

4. М. Штифель и С. Стевин о введении дробных и отрицательных показателей.

5. 1665 г. – английский математик Джон Валлис о целесообразности введения нулевого, отрицательного и дробных показателей и современных символов. Роль в этом Ньютона.

6. Английский математик Дж. Пикок (1830 г.) и немецкий математик Г. Ганкель (1867 г.) о принципе, соблюдаемом при обобщении математических понятий.

В сообщении «Степенная функция и графическое решение уравнений» следует рассмотреть следующие вопросы:

1. Понятие степенной функции.

2. График степенной функции.

3. Решение уравнений. Здесь необходимо рассказать об использовании Декартом и Ферма параболы и, по возможности, окружности для построения корней уравнения. (Уместно сказать, что Декарт и Ферма прибегали к вспомогательным кривым более низкого порядка); о руководстве Ньютоном в таких случаях не степенью уравнения вспомогательной кривой, а легкостью ее вычерчивания; об использовании Г. Монжем(1746 -1818) кубической параболы для построения  действительных корней кубического уравнения; об обобщении понятия параболы Ньютоном.

На этом занятии ребятам можно сообщить исторические факты о приведении знаменателя или числителя дроби к рациональному виду, а также разобрать пример, например, из «Суммы…» Пачоли: 

Привести к рациональному виду знаменатель дроби  
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III
 На данном занятии учащимся в качестве самостоятельной работы предложить решить графически уравнение методом Декарта

z4 – pz2 + q z – r = 0 для  p = - 1,   q = 0,  r = 9, сделав комментарий (если это необходимо): начертить непосредственно параболу Z2 = x и окружность x2 + z2  = 9 с центром в начале координат и радиусом, равным 3. 

Уместно предложить обучающимся несколько упражнений на приведение  к рациональному виду числителя или знаменателя дроби.

Тема 3. Уравнения и системы  уравнений 
Занятие № 3 


I
 На данном занятии целесообразно провести краткий обзор исторического развития алгебры, подготовленный несколькими учащимися; 
познакомить обучающихся с геометрическим истолкованием уравнений первой степени с одним неизвестным; 
разобрать решение систем двух уравнений первой степени с двумя неизвестными;

 решить самостоятельно несколько систем уравнений.
II
 На занятии при проведении краткого обзора исторического развития алгебры уделить внимание следующим вопросам:

1. «Геометрическая алгебра».

2. Процесс освобождения алгебры от геометрической формы. Раскрыть этот процесс.

3. Применение современной алгебры.

4. Эварист Галуа (1811-1832) – французский математик, заложивший основы современной алгебры, нашедший необходимое и достаточное условие, которому удовлетворяет алгебраическое уравнение, разрешимое в радикалах.

5. Нильс Абель(1802-1829) – норвежский математик, основатель общей теории алгебраических функций, впервые доказавший неразрешимость в радикалах общего алгебраического уравнения 5-й степени.

6. Роль выдающихся советских алгебраистов (Н.Г. Чеботаев, О.Ю. Шмидт; академики А.Н. Колмогоров, Александров, Мальцев и Потрягин; профессора МГУ Делож, Курош, Гельфанд и др.). Дать краткую характеристику их деятельности, выпустить математическую газету.

Знакомя учащихся с геометрическим истолкованием уравнений первой степени с одним неизвестным, рассказать о  записи общего вида уравнений               I степени с одним неизвестным до Декарта и со времен Рене Декарта                       (ax +b = 0 , a 
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 0), об установлении между алгеброй и геометрией тесной связи благодаря методу координат, основы которого были впервые опубликованы в «Геометрии» Декарта(1637 г.).

Обратить внимание, что корень уравнения   ax + b = 0 (a 
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 0)                  x = - 
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 можно геометрически изобразить точкой М пересечения прямой          y = ax + bc осью  ox, т.е. с прямой   y = 0; вводя второе неизвестное  (y) Декарт разбивал уравнение на два, каждое из которых представляло некоторое геометрическое место точек

Y = ax
Y = - b
Здесь уместно заметить, что открытие метода координат было сделано французским математиком Пьером Ферма, независимо от Декарта.

Разбирая решение систем двух уравнений первой степени с двумя неизвестными, важно отметить, что общий вид системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными выглядит так:

(1)      a1x + b1y = c1
           a2x + b2y = c2 ;

формулы для решения системы (1) имеют следующий вид:

 (2)      x = (c1b2 – c2b1)/(a1b2 – a2b1)

            y = (a1c2 –a2c1)/ (a1b2 – a2b1)
Желательно рассмотреть графический метод решения системы уравнений (1).

 В качестве комментария следует коснуться биографий ученых XVII-XVIII вв.: Ферма, Ньютона, Лейбница, Эйлера, Безу, Лагранжа и др., внесших вклад в разработку метода исключения неизвестных из линейных уравнений.
III
  В конце занятия учащимся предложить самостоятельно решить несколько систем уравнений по рассмотренным формулам и графически.

Занятие № 4 
I
 В начале занятия – вступительная часть учителя «Из истории задач на составление систем уравнений, содержащих одно уравнение второй степени и одно линейное. Дальше – групповой разбор исторических задач с последующим их решением современными методами. В конце занятия – решение систем уравнений из «Арифметики» Диофанта.
II
 На втором занятии по данной теме следует познакомить учащихся  со старинными задачами на составление систем уравнений, содержащих одно уравнение второй степени и одно линейное.

Необходимо разобрать несколько конкретных задач (например, 2 задачи). Ученики разбиты на 2 группы (по вариантам), каждая группа готовит одну из задач. 

Необходимо здесь отметить, что  подготовка задач группами ведется за несколько дней до занятия, учитель помогает решать возникающие вопросы.

На занятии после сообщения учителя слово предоставляется учащимся. От каждой группы отвечает 1 человек.

Задача 1 группы (древневавилонская): «Площади двух своих квадратов я сложил: 25 5/12 . Сторона второго квадрата равна 2/3 стороны первого и еще 5».

Современная запись соответствующей системы уравнений:

        
[image: image190.wmf] х2 + y2 = 25 5/12
          у = 2/3 x + 5.

Следует отметить, что вавилонский автор возводит во 2-м  уравнении y в квадрат и согласно формуле квадрата суммы (эта формула ему, видимо, была известна) получает:

Y2 = 
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Далее подставляя это значение y в первое из системы уравнений (*) уравнение, автор приходит к квадратному уравнению:
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Автор находит х по правилу, применяемому нами в настоящее время, после чего определяет y.

После решения задачи следует сделать вывод, что хотя вавилоняне и не имели алгебраической символики, они решали задачи алгебраическим методом.

Задача 2 группы (из «Арифметики» Диофанта).
«Найти два числа, зная, что их сумма равна 20, а сумма их квадратов – 208».
Разбор этой задачи следует начать с вопроса: «Как бы каждый из вас решил такую задачу?» Ответ последует такой: путем составления системы уравнений:   x + y = 20,

           х2 + y2 = 208.

Диофант же, выбирая в качестве неизвестного половину разности искомых чисел, получает:
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(x – y) = z

[image: image197.wmf]2
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 ( x + y) = 10.

Далее следует остановиться на методе решения этой системы Диофантом:

1). Складывая эти уравнения, а затем вычитая одно из другого (все это Диофант производит устно), получает:

х = z + 10; y = 10 – z

2) x2 + y2 = (z +10)2 + (10 – z)2 = 2z2 + 200

3) 2 z2 + 200 = 208

4) z = 2; x = 2 + 10 = 12;  y = 10 – 2 = 8 
III
 Учащимся предлагается решить задачи 2-х групп современными методами и несколько систем уравнений из «Арифметики» Диофанта.

1)     x + y = 20,

        x2 – y2 = 80.

2)     x = 3y,

        x2 + y2 = 5(x + y).

3)     x = 3 y, 

        x2 + y2 = 10 (x – y).

4)     x = 3y,

        (x2 – y2) = 12 (x -y ).

5)     x – y = 2,

        x2 – y2 = (x – y) + 20.

Занятие № 5 
I
  Это занятие предлагается посвятить в основном защите рефератов учащихся, их анализу и комментариям к ним.

II
 На третьем занятии по данной теме целесообразно рассмотреть тему «Решение уравнений третьей степени итальянскими математиками 16 столетия».

В начале занятия вступительное слово учителя « XV и XVI столетия – эпоха Возрождения – небывалый взлет науки и искусства». Затем учащиеся защищают рефераты:

1. «Сципион дель Ферро и его ученик Фиоре». Здесь необходимо рассказать о решении кубического уравнения вида x3 + ax = b,  a, b >0 и о причинах утаивания научного открытия.

2. «Величайшее открытие Тартальи». В этом реферате необходимо привести краткую биографическую справку и рассказать о победе Тартальи над Фиоре на математическом поединке.

3. «Кардано – замечательный представитель эпохи Возрождения».

При защите этого реферата необходимо рассказать биографию Кардано механикой, астрономией, естественными науками; раскрыть его изобретения; выявить причины ссоры Тартальи и Кардано. В реферате необходимо раскрыть сущность книги, написанной Кардано, «Великое искусство» как значительного шага в развитии математики.

III
Обучающимся предложить в качестве самостоятельной работы (или домашней работы) вывести формулу Кардано (с последующей проверкой).

На занятии рекомендуется познакомиться с решением уравнений 3-й степени, используя формулу Кардано.

Для самостоятельного решения предложить учащимся несколько уравнений.

Занятие № 6
I
  Это занятие – продолжение занятия №4, состоит из 2-х частей: теоретическая часть – защита рефератов учащихся и практическая часть – решение уравнений 4-й степени.

II
  На четвертом занятии по данной теме следует рассмотреть тему «Решение уравнений четвертой степени итальянскими математиками».

На занятии учащиеся защищают рефераты:

1. «Луиджи Феррари – ученик и воспитанник Кардано.» В этом реферате необходимо остановиться на биографических данных Феррари и рассказать о решении уравнений вида:

x4 + a x2 +b x + c =0.

2. «Значение открытий, сделанных итальянскими математиками для развития науки».

К рефератам учащихся необходимы комментарии учителя.

III
 В практическую часть данного занятия рекомендуется включить следующее:

1. Вывод формулы Феррари – в качестве самостоятельной работы на занятии (или домашней работы) с последующей проверкой.

2. Решить задачу, которую решил Феррари: «Разделить число 10 на три части так, чтобы они составляли геометрическую прогрессию, а произведение первых двух частей равнялось 6».
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х4 + 6 x2 + 36 = 60 x             (1)

Задачу пояснить, получив уравнение (1). Познакомить учащихся с решением уравнений 4-й степени методом Феррари.

 Для самостоятельного решения предложить учащимся несколько уравнений.

Занятие № 7 
I
 Это занятие – итоговое по теме «Решение уравнений итальянскими математиками 16 столетия». В начале занятия – защита реферата учащегося «О «неприводимом» случае уравнения 3-й степени».

Затем – решение уравнений 3-й степени с помощью компьютера; самостоятельное решение уравнений 3-й и 4-й степеней.

II
  На пятом занятии по данной теме следует обратить внимание на более детальное рассмотрение «неприводимого» случая уравнения 3-й степени итальянцем Р. Бомбелли, заслушав реферат учащегося «О «неприводимом» случае уравнения третьей степени». Перед рефератом обучающимся предложить вспомнить о числе – мнимой единице i и об операциях над комплексными числами.

После прослушивания реферата учащиеся должны уяснить: почему метод Бомбелли не смог дать общего решения задачи.

III
 При возникновении необходимости рассмотреть вывод формул Кардано и  Феррари.

С помощью компьютера учащиеся должны проверить правильность решения кубических уравнений (сравнить ответы), которые были предложены учителем для самостоятельного решения.

Тема 4. Арифметическая  и геометрическая прогрессии 
Занятие № 8 
I
  На данном занятии учителю необходимо  провести краткий обзор истории прогрессии, учащимся выступить с сообщениями о числовых последовательностях, о «решете Эратосфена», используя компьютер.

II
 На первом занятии по данной теме учителю целесообразно провести краткий обзор развития прогрессий, включая следующее:

1. Древние вавилоняне.

2. Древние египтяне. Задача на геометрическую прогрессию из египетского папируса Райнда.

3. Знаменитый физик и математик древней Греции Архимед, его труд Исчисление песчинок».

4. Эпоха Возрождения.

     а). Представитель Фибоначчи в своей «Книге об абаке»(1202 год) дает подробное учение об арифметических и геометрических прогрессиях.

     б). В XVI веке Штифель использует арифметические и геометрические прогрессии для упрощения вычислительной практики.

5. Переход Валлисом, Лейбницем и Ньютоном  от геометрической прогрессии к рассмотрению степенных рядов.

 6. Задачи на прогрессии, встречающиеся в рукописях XV-XVII веков на Руси (например, в «Арифметике» Л.Ф. Магницкого). Дать характеристику задачам.

В сообщении о числовых последовательностях разобрать, что такое последовательности (последовательности рассматриваются как частные случаи функции); числовая последовательность (числовая последовательность – есть функция натурального аргумента); разобрать примеры, например, арифметическая прогрессия является линейной функцией натурального аргумента, а геометрическая – показательной функцией натурального аргумента.

Необходимо остановиться на возникновении и развитии числовой последовательности.

На этом занятии рекомендуется вспомнить, что такое «решето Эратосфена» (один из учащихся выступает с сообщением). «Решето Эратосфена» - метод нахождения простых чисел в интервале [2; n]  , предложенный греческим математиком Эратосфеном(275-194 гг. до н.э.). Учащимся следует напомнить, что Эратосфен написал на папирусе, натянутом на рамку, все числа от 1 до 1000 и прокалывал составные числа. Папирус стал как решето, которое просеивает составные числа, а простые оставляет.

Далее следует напомнить этот метод нахождения простых чисел. Пусть написаны все числа от 2 до n:

2     3      4      5     6     7     8     9    10     11     12 … 

Первое неперечеркнутое число в строке является простым. Т.о., 2 – простое число. Начинаем «просеивание» с него, перечеркивая все числа, которые делятся на 2:   4       6      8       10        12…

Далее берем следующее по порядку неперечеркнутое число и перечеркиваем все числа, кратные ему и т.д. Т.о., неперечеркнутыми остаются только простые числа.
III
Учащимся предложить решить задачу из «Арифметики» Магницкого.

         Некто продал лошадь за 150 рублей. Но покупатель, приобретая лошадь, раздумал ее покупать и возвратил продавцу, говоря: «Нет мне расчета покупать за эту цену лошадь, которая таких денег не стоит». Тогда продавец предложил другие условия: «Если по-твоему,  цена лошади высока, то купи только ее подковные гвозди, лошадь же получишь тогда в придачу бесплатно. Гвоздей в каждой подкове 6. За первый гвоздь дай мне всего ¼ копейки, за второй – половину копейки, за третий – 1 копейку и т.д.». Покупатель, соблазненный низкой ценой и желая даром получить лошадь, принял условие продавца, рассчитывая, что за гвозди придется уплатить не более 10 рублей. На сколько покупатель проторговался? 

Покупатель действительно проторговался. Он за 24 подковных гвоздя должен был заплатить (1 + 2+ 22 + 23 + 24 + … +223).

В качестве домашней работы учащимся предложить составить программу нахождения этой суммы на компьютере.

Занятие № 9 
I
  Форма работы данного занятия – групповая, учащиеся разбиты на 2 группы. Первая группа выступает с сообщением «Арифметические прогрессии в древности», вторая – «Геометрические прогрессии в древности и в средние века». 

II
 На втором занятии по данной теме следует разобрать исторические задачи, в которых используются прогрессии.

1. «Арифметические прогрессии в древности» - тема выступления первой группы учащихся, разбор 2- х задач: вавилонской и египетской.

а). Вавилонская задача. 

«10 братьев, 1
[image: image202.wmf]3
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мины серебра. Брат над братом поднимается, на сколько поднимается не знаю. Для восьмого 6 шекелей. Брат над братом – на сколько он выше?»
Необходимо пояснить задачу:1
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 мины (мина равна 60 шекелям) серебра требуется разделить между 10 братьями так, чтобы доли братьев составляли арифметическую прогрессию. Требуется найти разность прогрессии, зная, что восьмой брат получает 6 шекелей.

Следует отметить, что вавилонский автор начинает с нахождения средней  арифметической (средней  доли), деля 1
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 шины на 10 и получая 
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 мины, ее умножает затем на два.

 Удвоенная средняя доля есть 
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 мины. Это и есть сумма долей третьего и восьмого братьев, имея в виду, что первого от третьего, как и восьмого от десятого, отделяют две  ступени (интервала).

Третьего же от восьмого отделяют 5 ступеней, а разность между их долями составляет 
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мины.

Находится значение еще одной ступени, т.е. разность прогрессии, равная 
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 от 
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 + 
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мины.

б). Египетская задача из папируса Ахмеса.

«Пусть тебе сказано: раздели 10 мер ячменя между 10 человеками, разность же между каждым человеком и его соседом  равна 1/8 меры».

При решении этой задачи  египтяне пользовались правилом

(*)  a = 
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(в современной символике).

Следует отметить, что формула (*) эквивалентна формуле:

              S =
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2. «Геометрические прогрессии в древности и в средние века» -  тема выступления второй группы учащихся, разбор задач: вавилонской и индейской.

а). Из одной клинописной таблички можно заключить, что, наблюдая луну от Новолуния до полнолуния, вавилоняне пришли  к такому выводу: в первые 5 дней после новолуния рост освещения лунного диска совершается по закону геометрической прогрессии со знаменателем 2.

 В другой, более поздней табличке речь идет о суммировании геометрической  прогрессии: 1 + 2 + 22 + … +29.

Необходимо отметить, что решение и ответ S =  512 + (512 – 1), данные в табличке, наводят на мысль, что автор задачи пользовался формулой:

Sn = 2n + (2n – 1).

б). Издавна большой популярностью пользуется задача – легенда, которая, как полагают, относится к началу нашей эры. (Уместно заметить, что в настоящее время известно, что в настоящее время эта задача встречается у   ал-Беруни).

«Индийский царь Шерам позвал к себе изобретателя шахматной игры, своего подданного Сету, чтобы наградить его за остроумную выдумку. Сета, издеваясь над царем, потребовал за первую клетку шахматной доски 1 пшеничное зерно, за вторую – 2 зерна, за третью – 4 зерна и т.д. Оказалось, что царь не был в состоянии выполнить это «скромное» желание Сеты».

После прочтения условия этой задачи желательно с целью развития любознательности обучающихся, глубокого познавательного интереса, более глубокого осмысливания задачи учащимся 2 групп подготовить инсценировку «Легенда о шахматной доске».

Посмотрев инсценировку, учащиеся легко поймут, что в этой задаче речь идет о суммировании геометрической прогрессии 1, 2, 22, 23,…, 263.

Учащимся предложить найти сумму этой прогрессии: 
S=
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 (b =1,  q =2). Теперь ученики могут дать ответ на вопрос задачи «Почему царь не был в состоянии выполнить «скромное» желание Сеты»: такое количество зерен пшеницы S = 18 446 744 073 709 551 615 можно собрать лишь с урожая планеты, поверхность которой примерно в 2000 раз больше всей поверхности Земли.

III
Учащимся предлагается решить несколько исторических задач, в которых используются прогрессии.

1. одна из самых древних задач на прогрессии, известная сейчас, записана в египетском папирусе Ринда, на русском языке папирус Ринда описан историком математики В.В. Бобыниным. Среди прочих в нём имеется такая задача: «Сто мер хлеба разделить между пятью людьми так, чтобы второй получил на столько же больше первого, на сколько третий получил больше второго, четвертый больше третьего и пятый больше четвертого. Кроме того, двое первых должны получить в семь раз меньше трёх остальных. Сколько нужно дать каждому?»

Задачу следует пояснить. Очевидно, количества хлеба, полученные участниками раздела, составляют возрастающую арифметическую прогрессию. Пусть первый ее член x, разность y.

Тогда доля первого - x,

доля второго – x + y ,

доля третьего – x + 2y  ,

доля четвертого – x + 3y , 

доля пятого – x + 4y .

На основании условий задачи получается система, состоящая из двух уравнений:
х + (x + y) + (x + 2y) + (x + 3y) + (x + 4y) = 100

7 * (x + (x + y)) = (x + 2y) + (x + 3y) + (x + 4y).

2. Старинная индийская задача. Путешественник в первый день проходит две единицы пути и в каждый следующий на три единицы больше. Второй путешественник проходит в первый день три единицы пути, а в каждый следующий на две единицы больше. Когда первый догонит второго?

3. Доказать, что формула   a = 
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 для первого члена убывающей арифметической прогрессии, встречаемая в одной из задач папируса Ринда и в египетской задаче из папируса Ахмеса совершенно правильна. (a – первый член арифметической прогрессии,  n – число членов, S – сумма n – членов,             d – разность).

В качестве домашней работы учащимся необходимо разобранные на занятии задачи решить современными методами.

Геометрия
Тема 1. Подобие фигур

Занятие № 1

I
  Первая часть занятия может быть проведена в форме тематического занятия, где с сообщениями выступают учащиеся. Особого внимания здесь требует реферат «Г. Галилей – великий итальянский ученый», его следует прокомментировать. 

Вторая часть занятия – практическая: доказательство теоремы Пифагора с использованием теории подобия.

II
 На первом занятии по данной теме рекомендуется вступительную часть «Преобразование подобия» подготовить одному из учащихся, раскрывая следующие моменты:

1. Из истории преобразований.

2. Группы преобразований.

3. Частный случай аффинного преобразования – преобразование подобия.

Здесь необходимо раскрыть происхождение, рассказать об обозначениях, познакомить с учением о подобии фигур в Древней Греции:
 а) V - IV    вв. до н.э.: Гиппократ, Хиосский,  Архит Тарентский, Евдокс Книдский и др.

б) «Начала Евклида» (VI книга)

В сообщении «О построении подобных фигур» необходимо раскрыть историю методов построения подобных фигур и значение пропорционального циркуля (для уменьшения или увеличения чертежа в произвольном отношении).

Центральное место на занятии – реферат учащегося «Галилео Галилей (1564-1642) – великий итальянский ученый». Здесь необходимо раскрыть биографические данные Галилея, рассказать о его изобретениях и открытиях, более подробно остановиться на изобретении пропорционального циркуля. 

III
Обучающимся предлагается доказать теорему Пифагора,  SHAPE  \* MERGEFORMAT 


используя теорию подобия. (Из «Элементарной геометрии» профессора А.Ю. Давидова).                  С                    1) Из подобия треугольников ACД и CAB  
                                               AB/AC = AC/AD,   AC2 = AB * AD      (1)     
                                      2) Из подобия треугольников ABC и DCB                                                                                                                                                                                       а     А                                              AB/BC = BC/ BD,   BC2 = AB * BD
                   D                             3)   (1) + (2), имеем   AC2 + BC2 = AB* (AD+BD)                               

                                                                                 AC2 + BC2  = AB2
Здесь уместно отметить, что  это доказательство берет свое начало  у Бхаскары  (XII  в.), оно находится и в «Практической геометрии» Леонарда Фибоначчи и у Валлиса (XVII в.)

В качестве самостоятельной работы учащимся можно предложить несколько задач на применение теории подобия.

Занятие № 2 
I
 Первая часть данного занятия – выступления учащихся «Отношение и пропорциональность отрезков» (исторический экскурс) и «Евдокс Книдский и Аполлоний – математики Древней Греции».

Вторая часть занятия – разбор и решение исторических задач.
II
 На втором занятии по данной теме в сообщении «Отношение и пропорциональность отрезков» следует коснуться древнеегипетских и вавилонских свидетельств о зарождении идеи  отношения и пропорции, рассказать о применении специального знака для понятия «отношение» в «Московском» папирусе, проанализировать учение об отношениях в «Началах» Евклида: VII книга – арифметическая теория, V книга – общая теория отношений и пропорции, разработанная Евдоксом.

Знакомя учащихся с Аполлонием – величайшим геометром Древней Греции, желательно рассказать о знаменитом его произведении «Конические сечения».

Разбор исторических задач могут подготовить  отдельные учащиеся.

На занятии рекомендуется разобрать решение задачи Евклида (VI книга «Начал») о делении отрезка в данном отношении.

Пусть требуется рассечь отрезок AB в отношении, представленном данными тремя отрезками».

   

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



1) Строим угол  BAC  и откладываем на стороне AC  данные три отрезка: AD, DE, EC.

2) Соединив C и B, проводим через точки  E и  D отрезки  EH и DJ, параллельные BC.

3) На основе теоремы о пропорциональности отрезков, образующихся на прямых, пересеченных параллельными прямыми, получаем:

AJ : JH : HB = AD : DE : EC.

На занятии желательно разобрать способ Симона Стевина деления отрезка AB  на равные части.

1). На прямой  MN || AB  откладываем заданное число, допустим шесть равных между собой отрезков:

MD = DF = FH = HK = KZ  = ZN.
2). Соединим   M  с  A,   N  с  B и продолжим до пересечения в точке   P.

3). Соединим точку   P с  D,  F, H,  K,  Z. 

4). В пересечении прямых соединения с отрезком  и получим искомые точки деления: D/, F/,    H/,   K/,  Z/.

Учащимся в качестве самостоятельной работы рекомендуется решить задачу из произведения «О делении в данном отношении»:

«Прямой, проходящей через данную точку H, требуется отсечь на двух пересекающихся прямых OP и  OR два отрезка  OM и ON, находящихся в данном отношении m:n».

Тема 2. Решение треугольников 
Занятие № 3 
I
 Данное занятие предлагается посвятить в основном сообщениям учащихся, их анализу и комментариям к ним.

В конце занятия – решение задач на применение теоремы косинусов и теоремы синусов.

II
 На занятии по данной теме учащиеся выступают с сообщениями:

1. «История открытия теоремы косинусов». 
В этом сообщении следует уделить внимание «Началам» Евклида(12 и 13 предложение  II книги); 
дать словесную формулировку теоремы косинусов французского математика Ф. Виета (XVI  в.); 
пояснить связь между французским математиком Л. Карно и современным выводом теоремы косинусов; 
познакомить с выводом  теоремы косинусов из теоремы синусов, данным французским математиком О. Коши (1821 г.)

2. «История открытия теоремы синусов».

В этом сообщении необходимо познакомить учащихся с выводом теоремы синусов из теоремы косинусов, данным Ж.Л. Лагранжем (1799 г.); 
пояснить доказательство теоремы синусов, данное выдающимся астрономом   ал-Беруни; 
рассказать о пользовании теоремой синусов европейскими математиками.

В качестве комментария следует коснуться биографий ученых, о которых шла речь в сообщениях учащихся.

III
 В качестве самостоятельного решения учащимся следует предложить несколько задач на применение теоремы косинусов и теоремы синусов.

Тема 3. Многоугольники 
Занятие № 4 
I
 Это занятие целесообразно провести в форме семинара, где со вступительной частью «О многоугольниках» выступает учитель.

«История правильных многоугольников» и «Правильный девятиугольник» - сообщения учащихся.

Должное внимание следует уделить реферату учащегося «К.Ф. Гаусс – крупнейший математематик первой половины  XIX века». В конце занятия – выполнение задачи на построение правильного  n-угольника.

II
  На первом занятии по данной теме следует рассмотреть историю многоугольников. Вступительную часть «О многоугольниках» готовит учитель. Затем выступают с сообщениями учащиеся.

1. «История правильных многоугольников» - тема выступления первого ученика. Здесь необходимо раскрыть следующие моменты:

- Древнегреческие ученые: пифагорейцы и Евклид (IV книга «Начал»), их интерес к правильным фигурам.

- Рассказать о проблеме построения при помощи циркуля и линейки правильного многоугольника с числом сторон 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23 и т.д.

- Решение данной проблемы К.Ф.Гауссом: «С помощью циркуля и линейки можно разделить окружность на такое простое число N равных частей, 
                                                                                                       n
которое выражается формулой N =22   + 1 , где n – натуральное число или нуль.

2. «Правильный девятиугольник» - тема выступления второго ученика. В этом сообщении необходимо рассказать о приближённом значении стороны правильного девятиугольника  Героном Александрийским, Разобрать задачу французского математика Н. Биона: «Пусть требуется разделить окружность, например, на 9 равных частей».

  1). На диаметре окружности строится равносторонний  треугольник.  

  2). Диаметр  делится на 9 равных  частей.                                                                                    

  3). Соединяя вторую точку деления с вершиной треугольника, не лежащей на окружности,  продолжаем прямую до  пересечения с окружностью.  

  4). Полученная дуга  является девятой частью окружности, хорда -  стороной правильного  девятиугольника.

Должное внимание следует уделить на занятии реферату учащегося «К.Ф. Гаусс – крупнейший математик первой половины XIX века». В качестве комментария к реферату следует раскрыть общие идеи учёных – современников К.Ф. Гаусса и Н.И. Лобачевского.
III
  Учащимся предложить построить правильный n-угольник, можно использовать приём Н. Биона.

Занятие №5 
I
  Данное занятие целесообразно провести в форме учебной конференции с приглашением учащихся старших классов, используя следующие методы работы: 

- сообщения учащихся о длине окружности и площади круга, о вычислении числа 
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, об Архимеде – величайшем математике древнего мира;

- рассмотрение методов вычисления значения  с помощью компьютера;

- решение исторических задач.

II
  На втором занятии по данной теме учащиеся выступают с сообщениями:

1. «Длина окружности и площадь круга». Здесь необходимо рассказать о великом отношении – отношении длины окружности к диаметру, о предпосылках  возникновения великого отношения, о вычислении числа 
[image: image219.wmf]p

  на основе  строгих теоретических рассуждений Архимедом; познакомить с задачами из произведений Герона «Метрика» и «Геометрика» на вычисление диаметра и длины окружности, площади круга, сегмента и сектора круга.

2. «Вычисление числа 
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». Здесь необходимо остановиться на различных значениях 
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 (приближенные с недостатком и избытком) в странах Азии, в индийских «сутрах» (VII-V  вв. до н.э.), в книге ал-Каши «Об измерении окружности» (1424 г.), у голландского профессора Адриана Меция (XVI в.); рассказать о  получении 17 верных десятичных знаков с помощью 230 угольников А. Ван Роменом из Лувена (1597 г., Бельгия), о получении 35 верных десятичных знаков для 
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  с помощью 60 * 2029 угольников голландским вычислителем Л. Ван-Цейленом (1540-1610), о вычислении числа 
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  с точностью до 153 десятичных знаков Эйлером.

Здесь уместно отметить, что  
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  - это Эйлерово обозначение.

В этом сообщении можно рассказать также о роли английского математика У. Джонса, о вычислении 
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  англичанином В. Шенксом (1873г.), об обнаружении ошибок  в вычислениях Шенкса Фергюссоном и Ренчем, их значение для 
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.

3. «Архимед – величайший математик древнего мира». Учащимся интересно будет узнать, что жизнь Архимеда овеяна легендарной славой; познакомить учащихся с этими легендами.

Желательно отдельно выделить сообщение «Вычисление значения  
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 с помощью ЭВМ».

Рекомендуется рассмотреть следующие методы вычисления 
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 с  помощью ЭВМ:

1). Метод прямоугольников. Дать характеристику этого метода.

2). Метод Монте - Карло. Следует отметить, что это фактически метод статистических испытаний. Свое экзотическое название он получил от города Монте – Карло в княжестве Монако, знаменитого своими игорными домами. Дело в том, что метод требует применения случайных чисел. Важно отметить, что случайные числа можно получить с помощью дождя.

Рекомендуется приготовить кусок картона, нарисовать на нем квадрат и вписать в квадрат четверть круга. Если такой чертеж некоторое время подержать под дождем, то на его поверхности останутся следы капель. Подсчитать число следов внутри квадрата и внутри четверти круга. Очевидно, что их отношение будет приближенно равно отношению площадей этих фигур, так как попадание капель в различные места чертежа равновероятно. Пусть N– число капель в кругу, N  - число капель в квадрате, тогда   
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 EMBED Equation.3 [image: image230.wmf]»

  4 Nкр. / Nкв.

Сделать пояснение, что ошибка вычислений по этому методу, как правило, пропорциональна 
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D

, где  D – некоторая постоянная, а   N – число испытаний. В нашем случае   N = Nкв. Из этой формулы видно: для того, чтобы уменьшить ошибку в 10 раз (иначе говоря, чтобы получить в ответе еще один верный десятичный знак), нужно увеличить N, т.е. объем работы в 100 раз. Ясно, что применение метода Монте – Карло стало возможным только благодаря компьютерам.

3. Вычисление  
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 с помощью ряда Тейлора (в ознакомительном плане).

Здесь идет обращение к рассмотрению произвольной функции f(x), предполагается, что для нее в точке  x0 существуют производные всех порядков до  n – го включительно. Тогда для функции  f(x) можно записать ряд Тейлора:   

f(x) = f (x0) + (f1 (x0)) /1!  (x – x0) + (f11 (x0))/2!  (x – x0)2 + (f111(x0))/3! (x – x0)3 +  …

(Здесь необходимо  кратко остановиться на том, кто такой Тейлор).

Вычисление   с помощью ряда Тейлора подготовить учителю или ученику – старшекласснику, т.к. девятиклассники не знают понятия «производная».

Продолжая сообщение о вычислении числа 
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  с помощью ряда Тейлора, необходимо заметить, что, если f(x) = arctg x при  -1 <x<1 и x0 = 0, то   arctg  x = x – x3/3 + x5/5 – x7/7 + x9/9 – …

Если x = 1,  arctg 1 =  
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 /4 и, значит, 
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  = 4 (1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + 1/13 – 1/15 +…)

В качестве комментария следует сказать, что вычисления с помощью этого ряда будут тем точнее, чем больше членов ряда будет задействовано. Реализовать данный способ лучше всего на компьютере.

III
 В качестве домашнего задания учащимся следует порекомендовать литературу, где описаны методы вычисления значения 
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.

В конце занятия уместно решить следующие задачи с последующей проверкой:

1. Об одной ошибке древних египтян. В Акмимском папирусе площадь круга, окружность которого есть среднее арифметическое двух данных окружностей (с радиусом r = 5,  R = 10), принимается за среднее арифметическое их площадей. Показать, что это неправильно.

2. За длину окружности вавилоняне на практике принимали периметр вписанного в эту окружность правильного шестиугольника. Найти приближенное значение для 
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, которым пользовались вавилоняне.

3. Египтяне, заменяя площадь круга площадью равновеликого  квадрата брали за сторону квадрата 8/9 диаметра круга. Найти приближенное значение для 
[image: image238.wmf]p

.

10 класс 
Алгебра и начала математического анализа
Тема 1. Тригонометрические выражения и их преобразования

Занятие № 1

       I
 На данном занятии – семинаре целесообразно рассмотреть следующие вопросы (I часть  занятия):

1. О происхождении тригонометрии.

2. О тригонометрических таблицах.

3. О тригонометрических функциях, о графиках тригонометрических функций.

По каждому вопросу выступает отдельный учащийся.

Во II части данного семинарского занятия следует рассмотреть вопрос «Вклад Леонарда Эйлера в тригонометрию».

В конце занятия подвести итог, сделать вывод.

II
 На первом занятии по данной теме следует обратить внимание  на развитие тригонометрии и тригонометрических функций. Рекомендуется выступить учащимся с сообщениями:

1. «О происхождении тригонометрии».

2. «О тригонометрических таблицах».

 Здесь учащихся следует познакомить с задачей решения прямоугольного треугольника; рассказать о  составлении таблиц, выражающих длину хорды для различных центральных углов в круге постоянного радиуса греческим астрономом и математиком Гиппархом (середина II в. до н.э.); рассказать о таблице хорд древнегреческого астронома Птолемея; о введении индийскими астрономами таблицы синусов, раскрыть роль в этом Бхаскары. Ученикам интересно будет узнать и о введении учеными стран ислама линии тангенса, и об использовании Абу-л-Вафа (X век) величины, обратной косинусу и синусу, и о таблицах европейских ученых  XV-XVIII вв. Более подробно следует рассказать о развитии тригонометрических таблиц в России.

    3. «О тригонометрических функциях, о графиках тригонометрических функций». В этом сообщении ребятам следует рассказать о названиях тригонометрических функций, о развитии тригонометрических функций в Индии; раскрыть моменты зарождения тангенса.

Говоря о графиках тригонометрических функций, следует отметить, что синусоида – первый график тригонометрической функции, дать небольшую информацию о Д. Валлисе, И. Барроу (учитель Ньютона), Ф. Майере, Т. де Ланье, Р. Котесе и их графиках тригонометрических функций.

Рассмотрев развитие тригонометрии и тригонометрических функций, необходимо рассмотреть вопрос «Вклад Леонардо Эйлера в тригонометрию».

Вначале привести общую характеристику  творчества Эйлера, познакомить учащихся с его важнейшими трудами. По возможности труды Эйлера использовать на занятии.

На занятии учащиеся должны уяснить: каковы заслуги Эйлера в тригонометрии:

1. Эйлер впервые доступно изложил вопрос о знаках тригонометрических функций в каждом квадранте, установил формулы приведения, подробно исследовав области определения этих функций и обозначив их символами: sin x, cos x, tang x, cot x и т.д.; он ввел употребляемые поныне обозначения  a, b, c для сторон и  A, B, C для соответствующих  противолежащих углов, придерживаясь единой символики в тригонометрии.

2. В отличие  от своих предшественников Эйлер исключил из своих формул R – целый синус, принимая   R = 1 и упрощая таким образом записи и вычисления.

3. Во «Введении в анализ бесконечных» (1748 г.) Эйлер впервые трактует синус, косинус и т.д. не как тригонометрические линии, обязательно связанные с окружностью, а как  тригонометрические линии, которые он рассматривал как отношение сторон прямоугольного треугольника, как числовые величины.

4. Понимая аргумент тригонометрической функции не только как угол или дугу, а как любую числовую величину, Эйлер впервые стал систематически излагать тригонометрию аналитическим путем. До него  каждая тригонометрическая теорема доказывалась отдельно на основании соответствующего каждому случаю геометрического чертежа. Эйлер же выводил теоремы, исходя из небольшого числа основных соотношений.

5. До Эйлера совсем редко рассматривались тригонометрические функции дуг, превышающих. Лишь в его трудах разрабатывается учение о тригонометрических функциях любого аргумента.

Сделать вывод, подвести итог занятия можно словами Лагранжа: «Если вы действительно любите математику, читайте Эйлера» или словами Лапласа: «Читайте, читайте Эйлера – он наш общий учитель!»

Занятие № 2

I
  Данное занятие – комбинированное тематическое занятие, на котором целесообразно использовать следующие методы работы:

- сообщения учащихся «Тригонометрические функции суммы и разности аргументов», Тригонометрические функции двойного и половинного аргумента»;

- работа с книгой Л. Эйлера «Введение в анализ бесконечных» (том I, глава VIII «О трансцендентных количествах, получающихся из круга»);

- доказательство формул Эйлера.

II
 На втором занятии по данной теме следует познакомиться с историей основных формул тригонометрии. Для этого I часть занятия посвятить сообщениям учащихся, их анализу и комментариям к ним.

 1. «Тригонометрические функции суммы и разности аргументов». Здесь необходимо рассказать о трактате Птолемея «Альмагест» (о геометрическом выводе формулы для хорды разности и суммы двух углов с помощью теоремы Птолемея); 
о формуле (в современной символике) индийского ученого Бхаскары (XII в.)

sin (
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, где   R – радиус окружности; 

о геометрическом выводе (1706 г.)  общего правила для  tg (
[image: image243.wmf]a

 + 
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) и для  seс (
[image: image245.wmf]a

 + 
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) петербургским математиком Л. Германом; 
о выводе формул приведения как частных случаев теорем сложения Эйлером («Введение в анализ бесконечных») - во II части занятия следует познакомиться с выводом формул приведения, используя первоисточник. В этом сообщении необходимо коснуться и вывода теоремы о синусе суммы Г. Клюгелем (1770 г.):   sin C = sin A cos B+cos A sin B (из треугольника АBC).

2. «Тригонометрические функции двойного и половинного аргумента».  В этом сообщении необходимо рассказать о соотношении Птолемея, эквивалентном нашей формуле: 
(*)     sin2 
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; об отношении, эквивалентном формуле (*), содержащемся в индийских сиддхантах:

sin2 
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 + sin  vers2 
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 = (2 sin 
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О формуле Абу-л-Вафа:

sin
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 = 2sin
[image: image253.wmf]a

/2 cos
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/2;

О вычислении синусов и косинусов Виетом (в «Исчислении треугольников»), а также формул:

cos
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  – cos
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[image: image257.wmf]2

b

a

+

* sin 
[image: image258.wmf]2

b

a

-


sin 
[image: image259.wmf]a

 – sin 
[image: image260.wmf]b

 = 2 sin 
[image: image261.wmf]2

b

a

-

 * cos 
[image: image262.wmf]2

b

a

+


Необходимо обратить внимание на доказательство формулы

tg 2
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  математиками XVII в. (англичанин Джон Пелль, француз Г. Роберваль и др.).

В этом сообщении необходимо рассказать и о формуле:

(**)   ctg 2
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 = 
[image: image266.wmf]2

1

 (ctg 
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 – tg 
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), впервые появившейся во «Введение в анализ» Л.Эйлера, а также о применении формулы:

cos 
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))  датским ученым  Тихо Браге и другими учеными XVI в.

III
 Работа с книгой Л. Эйлера «Введение  в анализ бесконечных» (том I, глава VIII «О трансцендентных количествах, получающихся из круга»).

Учащимся предлагается разобрать вывод формулы Эйлера. Это можно сделать по-разному, например, у доски отвечает предварительно подготовленный ученик.

Весьма желательно разобрать формулу (**), впервые появившуюся во «Введении в анализ бесконечных» Эйлера.

После разбора доказательств Эйлера обязательно сделать вывод.

Учащимся предлагается доказать формулы Эйлера (в качестве самостоятельной работы с последующей проверкой):

1) sin (300 +z) = cos z – sin (300 – z) 

2) cos (300 + z) = cos (300 – z) – sin z

3) tg (300 + 2b ) = (ctg (300 – b) – tg (300 – b))/2

(Из «Введения в анализ бесконечных», т. I , стр. 117 – 118).

Тема 2. Функция 
Занятие № 3 
I
  На данном занятии – семинаре целесообразно использовать следующие методы работы: вступительная часть учителя «Что такое функция?»; 
сообщения учащихся «Определение функции в   XVIII в.», «Общее  определение функции в  XIX  в.»;

выпуск математической газеты «Краткие сведения о крупнейших математиках  XVIII-XIV веков, которые внесли наиболее весомый вклад в развитие понятия  «функция»;

групповое изучение первоисточника – «Введение в анализ бесконечных» Л. Эйлера.

II
 На занятии по данной теме необходимо обратить внимание на то, что явное определение функции впервые было дано в 1718 г. одним из учеников и сотрудников Лейбница, выдающимся швейцарским математиком И. Бернулли: «Функцией переменной величины называют количество, образованное каким угодно способом из этой переменной величины и постоянных».

Л. Эйлер во «Введении в анализ бесконечных» (1748) примыкает к определению своего учителя И. Бернулли, несколько уточняя его. Определение Л. Эйлера гласит: «Функция переменного количества есть аналитическое выражение, составленное каким – либо образом из этого количества и чисел или постоянных количеств». 

Учащимся следует рассказать о возникновении знаменитого спора, связанного с исследованием колебаний струны.

Привести общее определение функции, данное Эйлером в «Дифференциальном исчислении», вышедшем в свет в 1755 г.: «Когда некоторые количества зависят от других таким образом, что при изменении последних и сами они подвергаются изменению, то первые называются функциями вторых». «Это наименование, - продолжает далее Эйлер, - имеет чрезвычайно широкий характер; оно охватывает все способы, какими одно количество определяется с помощью других».

В сообщении «Общее определение функции в XIX  в.» пояснить, как был раскрыт нерешённый вопрос XVIII в., связанный с понятием функции: «Можно ли одну функцию задать несколькими аналитическими выражениями?»; рассказать о функции Дирихле:

              1, для всех рациональных значений  х
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   0, для всех иррациональных значений х;
об идее соответствия и идее множества в новом общем определении понятия функции. Раскрыть роль ученых 30-40-х годов, принявших участие в дальнейшей расширении понятия функции.

На занятии необходимо учащихся познакомить с крупнейшими математиками  XVIII-XIV веков, которые внесли наиболее весомый вклад  в развитие понятия «функция»: Иоганн Бернулли, Леонард Эйлер, Жан Лерон Даламбер, Жозеф Луи Лагранж.

Целесообразно выпустить математическую газету.

По возможности на занятии использовать первоисточники – произведения великих ученых, что, несомненно, повышает интерес к математике.

На занятии – семинаре необходимо изучить главу I «О функциях вообще из работы Эйлера «Введение в анализ бесконечных». Данная глава начинается с определения постоянной величины, которая сохраняет свое значение в ходе вычисления, и величины переменной, которая все значения охватывает. Функция – это произвольно составленное аналитическое выражение. Функции разделяются на алгебраические и трансцендентные, а алгебраические – на рациональные и иррациональные. Иррациональные функции содержат знаки корней. Таким образом, Эйлер принимает, что все алгебраические уравнения могут быть сведены к «чистым» уравнениям, что, как известно, не имеет места.

Рациональные функции разделяются на целые и дробные. Вслед за этим определяются многозначные функции, причем неявно предполагается справедливость основной теоремы алгебры, далее – функции – обратные, четные и нечетные, подобные.

По возможности учащихся можно познакомить и со следующими двумя главами из «Введения в анализ …», которые содержат преобразования функций, а именно, гл.  II – тождественные преобразования, гл.  III – введение новых переменных. Следует пояснить учащимся, что сначала Эйлер показывает, что комплексные линейные множители действительной целой рациональной функции появляются обязательно сопряженными парами. Функция нечетной степени имеет по крайней мере один действительный корень, уравнение вида 
    n
Z2   + … +А =  0 имеет не менее двух таких корней. Затем рассматривается  разложение рациональной функции на частные дроби, что иллюстрируется несколькими примерами, и при этом принимаются во внимание лишь действительные корни знаменателю.

Глава III содержит  рационализацию алгебраических функций. В качестве комментария здесь следует отметить, что этой проблемой Эйлер особенно занимался в арифметической теории диофантовых уравнений.

III
 На занятии желательно  разобрать один из примеров из работы Эйлера или предложить его учащимся в качестве самостоятельной или домашней работы. Целесообразно провести групповой разбор, с неясными вопросами обращаться к учителю или специально подготовленному ученику.

Данное занятие по усмотрению учителя можно разделить на 2 занятия.

Тема 3. Тригонометрические функции 
Занятие № 4 
I
 На данном занятии рекомендуется рассмотреть вопрос «Из истории тригонометрии»,  разделенный на несколько частей, каждую из которых готовит отдельный учащийся.

Затем – работа с книгой Эйлера «Введение в анализ бесконечных» (глава VIII «О трансцендентных количествах, получающихся из круга»).

II
 На занятии по данной теме следует обратить внимание на происхождение слова «тригонометрия», познакомиться с открытиями Птолемея:

1. Птолемей делил окружность на 360
[image: image277.wmf]o

, а диаметр  на 120 частей. Он считал, что радиус равен 60 частям (60ч). Каждую из частей он делил на 60
[image: image278.wmf]минут, а каждую минуту на 60 секунд, секунду – на 60 терций и т.д. Говоря иными словами, он воспользовался шестидесятеричной системой счисления. Уместно отметить, что, применяя указанное деление, Птолемей выражал сторону правильного вписанного шестиугольника или хорду, стягивающую дугу в 60 градусов в виде 60 частей радиуса (60 ч), а сторону вписанного квадрата или хорду в 90
[image: image279.wmf]o

 приравнивал числу 84ч 51/ 10//. Хорду в 120
[image: image280.wmf]o

 - сторону вписанного равностороннего треугольника он выражал числом 103ч 55/ 23//  и т.д. Для прямоугольного треугольника с гипотенузой, равной диаметру круга, он записывал на основании теоремы Пифагора:

(хорда 
[image: image281.wmf]a

)2 + (хорда (180 - 
[image: image282.wmf]a

))2 = (диаметру)2, что соответствует современной формуле 

sin2
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 + cos2
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 = 1.

Следует отметить и тот факт, что применив известные из геометрии теоремы, ученый нашел зависимость, которая равнозначна следующим современным формулам при условии:

0
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2. Таблица Птолемея, содержащая хорды от 0 до 180
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, вычисленные с точностью до 1//
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 EMBED Equation.3 [image: image298.wmf] радиуса

           (1// – это 
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часть радиуса, т.е.
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равнозначна таблице синусов от 0 до 90
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 с шагом 0, 25
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 с пятью верными десятичными знаками.

На занятии необходимо познакомиться с развитием учения о тригонометрических величинах индийскими и арабскими учеными, а также с европейским учением о тригонометрических функциях.

В качестве комментария следует сообщить, что обозначение синуса и косинуса знаками sin x и cos x были впервые введены в 1739 году И. Бернулли в письме к петербуржскому математику Л. Эйлеру, который придал всей тригонометрии современный вид.

Учащимся предлагается с помощью учителя изучить материал главы VIII работы Л. Эйлера «Введение а анализ бесконечных».

Перед началом работы учителю следует сделать вступление, сообщив историю появления данной работы Эйлера: «Новое обогащение содержания тригонометрии происходило как часть истории математического анализа. И когда после первых ошеломляющих открытий понадобилось привести в систему математический анализ, пришлось сделать то же и с тригонометрическими функциями. Эта работа, её результаты нашли своё отражение, точнее, отчётливое выражение в трудах Л. Эйлера. Теорию тригонометрических функций Эйлер изложил в 8-й главе 1 го тома своей книги «Введение в анализ бесконечных (1748 г., на русском языке издана в 1961 г.). Тем самым он завершил более или менее успешные попытки своих ближайших предшественников».

Учителю следует заметить, что Эйлер ввёл близкую к привычной нам символику, полностью разъяснил вопрос о знаках всех тригонометрических функций любого аргумента. Эти функции он рассматривал как безразмерные числа, называя их общим термином «трансцендентные количества, получающиеся из круга».

После изучения этой главы учащиеся должны прийти к выводу, который может быть примерно таким: 

1. С помощью формул приведения для sin (k 
[image: image303.wmf]2

p

 + z) и  cos (k 
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p

 + z) при целых  k выясняется вопрос о знаках тригонометрических функций любых  дуг.

2. На основе теорем о синусах и косинусах суммы и разности аргументов выводится формула Муавра для натурального показателя степени 

(cos z 
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 i sin z )n = cos n z 
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 i sin z.

3. Из этой формулы выводятся следующие:

cos n z = 
[image: image307.wmf]
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4. Полагая в полученных таким образом формулах n бесконечно большим, z бесконечно малым, налагая условие, что nz =
[image: image315.wmf]n

, т.е. конечное, а также что в этих предположениях  cos z = 1,   sin z = z = 
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, Эйлер получает разложения:
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Тем самым был сделан важный шаг. Дело в том, что предшественники Эйлера неизменно связывали понимание тригонометрических функций с образами линий в круге некоторого радиуса, называя его «полным синусом». Теперь же тригонометрические функции составили просто некоторый класс аналитических функций как действительных, так и комплексных аргументов, что было проделано с характерной для того времени смелостью и оправдывалось на первых  порах только правильностью и полезностью  достигаемых при этом результатов.

Тема 4. Предел 

Занятие  № 5  

I
 В начале занятия учащимся предлагается вспомнить о последовательностях, назвав виды последовательностей и приведя примеры. Затем учитель лекционно излагает тему «Предел последовательности», знакомя учащихся с определением предела, с правилами предельных переходов и разбирая примеры на закрепление предельных переходов. На этом занятии следует познакомиться с идеей предела в древности (сообщение учителя или специально подготовленного ученика).

II
  На первом занятии по данной теме при изложении учителем темы «Предел последовательности» следует обратить внимание на следующие вопросы:

1. Определение предела (предел функции, предел последовательности).

2. Правила предельных переходов (теоремы Коши о пределах). В качестве комментария следует коснуться биографии Коши.

а) Предел суммы (разности) двух последовательностей.

б) Предел произведения (частного) двух последовательностей.

Учителю необходимо разобрать несколько примеров на закрепление предельных переходов.

В сообщении «Идея предела в древности» обратить внимание на следующие моменты:

1. Происхождение понятия «предел».

2. Метод Евдокса (метод исчерпывания) – первый этап в появлении понятия предела.

  а) В чем состоит этот метод и почему он был так назван?

  б) Значение метода Евдокса.

3. Метод неделимых.

  а) Рассказать о величинах, названных позже «актуально бесконечно малыми».

  б) Выяснить, почему итальянский математик Бонавентура Кавальери (1598-1647) стал основоположником метода неделимых как метода «актуально бесконечно малых».

  в) Раскрыть принцип Кавальери.

   г) Рассказать об отождествлении последователями Кавальери (XVII-XVIII  вв.) неделимых с актуально бесконечно малыми.

4. Санкт – Винцента и его «метод исчерпывания».

5. Роль фламандского математика А. Такке (1612-1660) и английского математика Д. Валлиса (1616-1703) в переходе к пределу.

III
  В качестве домашнего задания учащимся предложить несколько упражнений на закрепление предельных переходов.
Занятие № 6 
I
  Данное семинарское занятие предлагается посвятить  в основном сообщениям учащихся, их анализу и комментариям к ним. Целесообразно пригласить учащихся 11 класса.

II
 На втором занятии по теме «Предел» необходимо рассмотреть следующие вопросы:

1. Понятие предела в   XVII-XVIII  вв. Здесь уместно рассказать о крупных математических школах, об исследованиях, происходивших в этих школах. Первую математическую школу возглавлял Лейбниц. Лейбниц исходил из учения о бесконечно малых разностях конечных величин.

В качестве комментария здесь следует отметить, что Лейбниц, его ученики и сотрудники – Лопиталь, братья Бернулли и его последователи, в том числе Эйлер, жили и творили в основном на континенте.

Вторая математическая школа, возглавляемая Ньютоном, состояла из английских и шотландских ученых, их членом был и Маклорен. Валлис и Барроу – предшественники этой школы. Здесь уместно рассказать о методе флюксий и Ньютонове методе пределов.

2. Что такое бесконечно малая? На этот вопрос можно разобрать несколько ответов: современный, ответ на вопрос в эпоху Лейбница и ответ на вопрос английской математической школы, сделав потом вывод.

3. Оценка метода пределов Ньютона.

4. О значении разработанных математическими школами основ исчисления бесконечно малых.

Вопрос «Понятие предела – фундамент  математического анализа  XIX в.» следует разделить на несколько частей и каждую часть поручить отдельному учащемуся.

1). Рассказать о развитии теории пределов как надежного действенного средства для строгого построения математического анализа французским математиком Огюстеном Луи Коши (1789-1857гг.)

2). Больцано и другие ученые первой половины XIX в. о бесконечно малой величине. Коснуться пробела в определении понятия предела (первая половина  XIX в.).

3). Введение так называемого аппарата «
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». Дать современное определение предела на «языке  
[image: image325.wmf]e
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», используя определение К. Вейерштрасса (1880 г.)

Учащимся интересно будет узнать новые сведения о символе бесконечности, это можно сделать по такому плану:

1. Происхождение символа 
[image: image327.wmf]¥

. Роль в этом Валлиса (1665 г.)

2. Символы  + 
[image: image328.wmf]¥

 и  - 
[image: image329.wmf]¥

.

3. «Дифференциальное  исчисление» академика Н.Н. Лузина.

4. Привести пример трактовки бесконечности как числа, но не собственного (профессор А.И. Маркушевич).

Учащимся следует рассказать на данном занятии и о понятии непрерывности, используя такой план:

1. Воззрения древнегреческих философов и математиков.

2. Раскрыть общий принцип непрерывности, который впервые встречается у Кеплера и получивший расплывчатую формулировку у Лейбница.

3. Непрерывности функций по определению у Ньютона.

4. Раскрыть аналитический принцип непрерывности Эйлера, рассказать о его применении.

5. Дать определение непрерывности функции чешского математика Б. Больцано.

6. Дать современное определение непрерывности функции.

В качестве комментария следует отметить, что это определение было дано в 1823 г. Коши. Рассказать о Коши.

III
 Выполнение упражнений на закрепление предельных переходов.

Тема 5. Производная и дифференциал 
Занятие № 7 
I
   Данное занятие рекомендуется провести в форме семинара, где с сообщениями выступают учащиеся. Вступительную часть делает учитель. В конце занятия – решение исторических задач.

II
 Вступительное слово «Понятие о производной» делает учитель. Затем с сообщениями выступают учащиеся.

1. Происхождение понятия производной. Здесь необходимо отметить, что понятие производной возникло в связи с необходимостью решения задач, в первую очередь следующих двух: 

а) определение  скорости прямолинейного неравномерного движения;

б) построение касательной к произвольной плоской кривой. Уместно будет разобрать указанные задачи, отметив роль Ньютона в решении первой задачи, в решении второй – древнегреческих ученых (Евклид, Архимед, Аполлоний) и учёных XVII в. (Торричелли, Вивиани, Роберваль, Барроу, Декарт, Ферма, Лейбниц).

Необходимо отметить и роль учёных в совершенствовании символики и терминологии (Лейбниц, Эйлер, Лагранж, Коши и др.).

2. История формул дифференцирования. Здесь необходимо проанализировать «Анализ бесконечно малых» Лопиталя, познакомить с выводом дифференциала произведения двух величин x y (по Лопиталю):

d (xy) = y dx + x dy.

Установить связь с Лейбницем. Рассказать о  «Дифференциальном исчислении» Эйлера, его формуле

(xy)/ = yx/+ xy/
[image: image330.wmf]
Раскрыть дефекты в логическом обосновании формул дифференцирования.
3. Производная и дифференциал.

Здесь важно заметить, что дифференциал и производная – это не тождественные понятия. Дифференциал – это произведение производной на приращение аргумента.

При рассмотрении данного вопроса следует раскрыть смысл дифференциала у Лопиталя и у Лейбница, понятие производной у Коши, а также геометрическое истолкование дифференциала. 

Сделать вывод.

III
  Учащимся предлагается решить несколько исторических задач по данной теме.

Тема 6. Наибольшее и наименьшее значения функции 
Занятие № 8 


I
 Данное занятие предлагается посвятить защите рефератов учащихся, их анализу и комментариям к ним.
II
  На занятии по данной теме следует провести  защиту рефератов учащихся.

1. «Максимумы и минимумы». Здесь следует обратить внимание на  происхождение слов «максимум» и «минимум», разобрать пример из «Начал» Евклида (27 предложение VI книги): «Из всех параллелограммов, вписанных в данный треугольник, наибольшую площадь имеет тот, основание которого равно половине основания треугольника». 

а) Пусть ABC - треугольник, в который вписан параллелограмм  BLMN, основание которого BN = x.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



б) Обозначив через h высоту параллелограмма, площадь  S  последнего выразится формулой  S = h * x  

в) h = BL * sin B.

г) Пусть  BC = a. Из подобных треугольников CMN и  ABC имеем:
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е) h =  
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 * (a – x)     (из  в)  и д))

        ж)  S = 
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 * x * (a – x)      (из   а)  и е)).

Необходимо сделать вывод, что сформулированная выше геометрическая задача сводится к определению максимума функции   y = x * (a – x),   где a – постоянная.

2. «Методы для нахождения наибольших и наименьших значений величин» (реферат разделен на 2 части.)

Здесь следует пояснить идею Кеплера (1615 г.) – приравнивание нулю производной при отыскании максимума. Интересно отметить, что аналогичная мысль была у ал-Беруни (XI в.) и Н. Орема (XIV в.).

В этом реферате необходимо раскрыть вопрос «Максимумы и минимумы у Ферма», коснувшись работы Ферма «Метод исследования максимумов и минимумов», где изложен первый систематический прием для отыскания экстремумов, а также разобрать пример одной геометрической задачи, решенной Ферма: «Рассечь данный отрезок LM в точке N так, чтобы параллелепипед, построенный на квадрате LN с высотой NM, имел наибольший объем».
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



1. Пусть неизвестная величина отрезка LN будет A. В качестве комментария следует сказать, что этой буквой пользовался Ферма вместо нашего  x.

2. Обозначая через В длину всего отрезка  ZM, получаем для наибольшего объема выражение  A2(B-A)

3. Буквой  E  Ферма обозначает приращение независимой переменной    A (вместо нашего x+h  он пишет  A + E) и согласно вышеизложенному пишет равенство   (A + E)2 (B – A – E) =  A2  (B-A)

Уместно заметить, что это равенство Ферма называет вымышленным или приближенным.

4. После приведения подобных членов Ферма получает «истинное равенство»:  2AB = 3A2, откуда
A = 
[image: image345.wmf]3

2

B.

Можно сделать такой вывод: хотя у Ферма явно не фигурируют понятия предела и производной, его метод отыскания экстремумов совпадает по существу с методом Лейбница и Ньютона, в основе которого лежит приравнивание нулю производной.

В этом же реферате можно рассказать (кратко) о «методе флюксий» (1671 г.) Ньютона, касаясь вклада Лейбница в проблему максимумов и минимумов; о применении Лейбницем второй производной для исследования вогнутости и выпуклости  кривой, поясняя, что такое «Новый метод» (1684 г.)

«Максимумы и минимумы у Эйлера» - вторая часть реферата «Методы для нахождения наибольших и наименьших значений величин». Здесь целесообразно проанализировать «Дифференциальное исчисление» (1755 г.) Эйлера, рассказать об использовании не только первой и второй производной, но и производных более высоких степеней для исследования функций на максимум и минимум, а также разобрать пример Эйлера: «Найти случаи, в которых выражение   x3 – a x2 + b x - c     получает максимальное или минимальное значение».

1). Положив  y = x3 – a x2 + b x  - c,  будем иметь
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2). Положив   
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 = 3x2 – 2 ax + b = 0,   будем иметь:  

x = 
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3). Ясно, что формула (*) не будет иметь ни  max, ни min, если только не будет  a2 > 3 b.
Если  же  a2 > 3 b,  то в одном из случаев будет  max , а в другом -  min.

4). Действительно, имеем:
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, откуда видно, что если не имеет места  a2 = 3b, то значение 
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     делает выражение

y = x3 – a x2 + bx – c    min, а значение  

x = 
[image: image354.wmf]3

)

3

(

2

b

a

a

-

-

      -   max.

5). Найдем теперь, каковы будут эти значения количества y.  Так как 
3 x2 – 2 ax + b = 0, т.е.

x2 – 2/3 ax2 + 1/3 bx  = 0, то будем иметь:

y = - 
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6). Т.к.  
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, где нижний знак нужно взять для минимума, а верхний – для максимума.

7). Остается еще случай  a2 = 3b.

Т.к. в этом случае      
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  0 , то, следовательно, в этом случае предложенная формула не будет принимать ни максимального, ни минимального значения.

Весьма желательно сделать вывод по всему занятию.

III
 В качестве домашнего задания предложить учащимся разобранные на занятии задачи решить другими методами.
Геометрия 
Тема 1. Пятый постулат Евклида 
Занятие № 1 
I
  На данном семинарском занятии целесообразно использовать следующие методы работы: сообщение учителя «Из истории стереометрии»; 

Сообщения учащихся «Основные понятия в  геометрии Евклида и в современной геометрии», «Аксиомы», «Н.И. Лобачевский – великий русский ученый – геометр», «Ученые – математики: К. Гаусс и Я. Бояй».

II
 На занятии во вступительной части учителю целесообразно остановиться на следующих моментах:

1. Происхождение слова «Стереометрия».

2. Причины возникновения стереометрии.

3. Материал по стереометрии Евклида (III в. до н. э.)

4. Архимед и стереометрия.

5. Решение новых задач стереометрии учеными Кеплером и Кавальери. Затем ученики делают сообщения.

1. «Основные понятия геометрии Евклида и современной геометрии». В этом сообщении необходимо рассказать о недостатках в логическом построении «Начал» Евклида, познакомить с определениями, изложенными в «Началах» Евклида, не удовлетворяющими требованиям современной науки, следует привести некоторые из 23 определений, которыми начинается 1 книга «Начал»:

I. Точка есть то, что не имеет частей (такое атомистическое определение точки, по – видимому, заимствовано Евклидом у предшественников и восходит к Демокриту).

II. Линия есть длина без ширины.

III. Границы линии суть точки.

IV. Прямая есть такая линия, которая одинаково расположена по отношению ко всем своим точкам.

V. Поверхность есть то, что имеет только длину и ширину.

VI. Границы поверхностей суть линии.

VII. Плоскость есть поверхность, которая одинаково расположена по отношению ко всем прямым, на ней лежащим.

VIII. Плоский угол есть взаимное наклонение двух встречающихся линий, расположенных в одной плоскости.

Разбирая данные определения, необходимо уяснить, почему эти определения нельзя считать корректными.

2. «Аксиомы».

В этом сообщении необходимо рассказать о происхождении слова «аксиома», о постулатах (требованиях), об аксиомах в «Началах» Евклида, обращая внимание на неотождествленность у Евклида постулатов и аксиом. Постулаты Евклида желательно перечислить:

I. Требуется, чтобы от каждой точки ко всякой другой точке можно было провести прямую линию.

II. И чтобы, каждую прямую можно было неопределенно продолжить.

III. И чтобы из любого центра можно было описать окружность любым радиусом.

IV. И чтобы все прямые углы были равны.

V. И чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении с двумя другими  прямыми образует с ними внутренние односторонние углы, сумма которых меньше двух прямых, эти прямые пересекались с той стороны, с которой эта сумма меньше двух прямых.

Перечислив постулаты Евклида, следует назвать его аксиомы:

I. Равные порознь третьему равны между собой.

II. И если к равным прибавим равные, то получим равные.

III. И если от равных отнимем равные, то получим равные.

IV. И если к неравным прибавим равные, то получим неравные.

V. И если удвоим равные, то получим равные.

VI. И половины равных равны между собой.

VII. И совмещающиеся равны.

VIII. И целое больше части.

IX. И две прямые не могут заключать пространства.

Особое внимание в этом сообщении следует уделить пятому постулату Евклида, обязательно обратив внимание на то, что этот постулат может по-разному формулироваться: «Две прямые, которые при пересечении с третьей образуют с ней по одну сторону внутренние углы, в сумме меньше двух прямых при продолжении в ту же сторону пересекаются; необходимо познакомить с предложениями, которым равносилен V постулат Евклида:

1. В данной плоскости через точку вне данной прямой можно провести только одну прямую, параллельную данной.

2. Сумма внутренних углов треугольника равна 2d.

В заключение этого сообщения следует отметить роль в великом открытии, связанном с V постулатом, русского ученого Н.И. Лобачевского (1792-1856), венгерского ученого Я. Бояй (1802-1860) и немецкого математика К. Гаусса, которые к великому открытию подошли почти одновременно и независимо друг от друга.

3. «Н.И.Лобачевский – великий русский ученый-геометр».

В этом сообщении необходимо остановиться на биографии Н.И. Лобачевского, обратив внимание на мужество Лобачевского, который, окруженный непроницаемой стеной равнодушия, смог выдержать все эти испытания и не пал духом; рассказать о признании Лобачевским недоказуемости пятого постулата Евклида и замене его новым предположением, которое ведет не к противоречию, а к своеобразной геометрической системе, отличной от геометрии Евклида («Через точку вне прямой можно провести не только одну прямую, не встречающую данной прямой, а по крайней мере две»).

В школе, например, в один из дней недели математики, желательно провести математический вечер, посвященный Н.И. Лобачевскому, подготовку которого в основном возложить на учащихся – старшеклассников.

4. «Ученые математики: К. Гаусс и Я. Бояй».

Это сообщение можно разделить на 2 части:

1. Карл Гаусс – ученый, двинувший своими трудами далеко вперед развитие математики.

2. Янош Бояй – один из классиков мировой науки.

Каждую часть поручить отдельному учащемуся.

В конце занятия необходимо сделать вывод о том, что ученые Н.И. Лобачевский, К. Гаусс, Я. Бояй пришли к своим выводам независимо друг от друга.

Тема 2. Параллельность в пространстве 
Занятие № 2 
I
  Данное занятие рекомендуется провести в форме семинара, где учащиеся защищают рефераты. Вступительную часть «О V постулате Евклида» готовит учитель.

II
 На занятии по данной теме учителю во вступительной части следует вспомнить основные моменты занятия № 1 о пятом постулате Евклида.
Затем – защита рефератов учащихся.
   1. «Учение о параллельных математиками средневекового Востока».

 Вначале необходимо выяснить, каковы заслуги ученых стран Ближнего и Среднего Востока в развитии геометрической науки, указав на следующие:

      а) перевели на арабский язык важнейшие труды геометров древности (Евклида, Архимеда, Аполлония, Птолемея и др.);
      б) их работы в области геометрических построений послужили началом интереснейших геометрических исследований;
      в) разработкой геометрической теории кубических уравнений и исследованиями в области конических сечений они в известной мере предвосхитили идеи аналитической геометрии;
      г) их вклад в учение о параллельных и попытки доказательства V  постулата, несомненно, подготовили почву для последующих в этой области исследований европейских.

В этом реферате необходимо дать краткий общий краткий обзор некоторых работ, посвященных проблеме V  постулата:

- Видный астроном и математик Аббас ал-Джаухари, работавший в Багдаде одновременно и совместно с ал-Хорезми и часть его труда «Усовершенствование книги «Начал», посвященная изложению доказательства V  постулата.

 - «О предложении Плейфера» (аксиоме параллельных прямых, изучаемой в школе) по имени английского ученого, сформулировавшего его XVIII в.

Здесь необходимо обратить внимание на то, что эта аксиома эквивалентна V  постулату Евклида (подразумевается относительно системы I,  II, III и V групп, аксиом «абсолютной геометрии», желательно доказать «предложение Плейфера».

1). Пусть дан V  постулат. Докажем, что имеет место  «предложение Плейфера».

2). Действительно,  пусть 
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3). Если провести прямую   CD/, образующую с продолжением  AC  
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a/=
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a, то на основании теоремы о признаках параллельности двух прямых, называемой прямой теоремой параллельных CD/ ||АВ

4). При этом  
[image: image381.wmf]Ð

a/ + 
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  D/CA = 2d  (как сумма дополнительных углов вокруг точки С).

5). Всякая другая прямая, проходящая через С и отличная от  CD/  образует с АС с той или другой ее стороны 
[image: image383.wmf]Ð

b, так что сумма 
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а +
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b                     будет меньше двух прямых и поэтому прямые АВ и СD пересекаются (согласно V  постулату).

3. Астроном и математик X в. Ф. ал-Найризи, работавший в Багдаде и его комментарий к «Началам» Евклида (около 900 г.), в котором имелось доказательство V  постулата, взятое у византийского математика  VI в. Аганиса и основанное (как у других ученых) на допущении существования в плоскости «равноотстоящих прямых».

4. «Книга о доказательстве известного постулата Евклида» выдающегося багдадского математика Сабита ибн Корры.

5. Ибн ал-Хайсам и его сочинение по анализу «Начал».

6. «Комментарии к трудностям во введениях книги Евклида» Хайяма.

7. Вклад в развитие учения о параллельных уроженца Хорасана (Иран), крупнейшего математика  XIII в. Насирэддин ат-Туси (1201-1274).

8. Работа «Основные предложения» самаркандского математика и астронома Шамс ад-Дина ас-Самарканди (вторая половина XIII в.), в которой речь идет о первых 35 предложениях I книги «Начал» Евклида.

В качестве комментария следует заметить, что изложенное здесь доказательство V  постулата принадлежит ал-Абхари.

На основании выше сказанного следует сделать вывод, что на протяжении пяти веков математику средневекового Востока не только проявляли большой интерес к теории параллельных линий, изучая соответствующую литературу древнегреческих ученых, но и сами внесли свой вклад в ее развитие. Их работы в этой области послужили исходным пунктом или основой дальнейших исследований европейских ученых.

2.  «Об открытии неевклидовой геометрии».

В начале реферата следует коснуться первой известной попытки доказательства V  постулата в средневековой Европе (французский философ, математик и астроном Леви бен Гершону (1288-1344),  известный также под именами Лев Герсонид, Ралбаг, мэтр Леон де Баньоль); первой попытки доказательства V  постулата в Западной Европе (Кристофор Клавиус (1537-1612). Рекомендуется разобрать доказательство Евклидова постулата профессором Оксфордского университета Джоном Валлисом (на основе его положения (аксиомы): для каждой фигуры всегда существует другая ей подобная фигура произвольной величины)

а) Пусть прямые a и b образуют с секущей  MN внутренние односторонние углы 
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и 
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, в сумме меньшие 2d (см. рис.).
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б) Непрерывно передвигая прямую по направлению к точке M так, чтобы величина угла 
[image: image389.wmf]b

 сохранялась, дойдем до такого ее положения AZ, при котором она пересекает AM в точке A.

в) Получим треугольник AMZ.

г) Согласно аксиоме Валлиса можно построить на отрезке  MN треугольник, подобный треугольнику AMZ.

д) Вершина построенного треугольника и будет точкой пересечения прямых  a и b.

Делая вывод, следует отметить, что значение «доказательства» Валлиса состоит в том, что благодаря ему была четко выявлена эквивалентность аксиомы о существовании подобных фигур с V  постулатом.

В этом реферате желательно рассказать об итальянском математике Джироламо Саккери (1667-1733), предвосхитившим неевклидову геометрию, который рассматривая четырехугольник, носящий его имя, стремится доказать, что гипотезы тупого и острого угла приводят к логическим противоречиям и что остается лишь гипотеза прямого угла, из которой вытекает евклидов V  постулат; познакомить с рассуждениями члена Берлинской академии наук – астронома, математика и философа Иоганна Генриха Ламберта, который в отличие от Саккери нигде не отступает от строгой дедукции, и поэтому он не находит  противоречия в гипотезе острого угла и признает тщетность всех попыток доказать V  постулат.

В этом реферате значительное место следует уделить А.М. Лежандру (1752-1833) – знаменитому французскому математику, значительно способствовавшему своими многочисленными попытками доказать евклидову аксиому параллельности, привлечению внимания математиков первой половины XIV в. к проблеме V  постулата, а также пояснить, что Ф. Швейкарт - любитель математики, юрист и профессор Харьковского университета и его племянник Тауринуса – предшественники Лобачевского.

Учащимся следует предложить рассказать о решении проблемы V  постулата гениальным русским математиком, профессором Казанского университета Николаем Ивановичем Лобачевским, открывшим в 1826 г. первую неевклидову геометрию, а также о роли в решении проблемы V  постулата венгерског математика Яноша Бояй и немецкого математика Карла Гаусса.

Здесь в качестве комментария следует заметить, что фамилия венгерского математика в разных учебниках пишется по-разному: Бояй или Больяй.
3. «О значении попыток доказательства V  постулата Евклида».

Прежде всего, необходимо уяснить значение попыток доказательства V  постулата в том отношении, что выяснено, какие теоремы геометрии опираются на этот постулат и какие от него не зависят. Уместно подчеркнуть, что совокупность теорем геометрии, не зависящая от евклидовой аксиомы параллельности Янош Бояй назвал абсолютной геометрией. 

Необходимо привести примеры абсолютной геометрии и собственно евклидовой геометрии из школьного курса геометрии.

Важнейшие теоремы абсолютной геометрии:

1. теорема о смежных и вертикальных углах;

2. о равенстве треугольников;

3. о внешнем угле треугольника;

4. о прямой и ломаной;

5. о сравнительной длине перпендикуляра и наклонных;
6. прямая теорема параллельных;
7. все теоремы о форме и положении окружности (за исключением теоремы о том, что через всякие три неколлинеарные точки можно провести окружность и следствий этой теоремы);

8. теоремы о зависимости между дугами, хордами и расстояниями хорд от центра;
9. о взаимном расположении прямой и окружности;
10. теорема о том, что во всякий треугольник (и в любой правильный многоугольник) можно вписать окружность;
11.  теорема о том, что около любого правильного  многоугольника можно описать окружность;
12. разделы об определении положения плоскости (в том числе основные свойства плоскости);
13. о перпендикуляре и наклонных к плоскости;

14. о двугранных и многогранных углах;

15. об угле прямой с плоскостью;
16. построение треугольника по трем его сторонам или по двум сторонам и углу между ними;
17. проведение перпендикуляра из точки на прямой к этой прямой и из точки вне прямой к данной прямой;
18.  не опираясь на V  постулат, можно решить задачу о проведении касательной к данной окружности из внешней точки.
Важнейшие теоремы собственно евклидовой геометрии.

1. Обратная теорема о параллельных линиях (т.е. теорема о том, что при пересечении двух параллельных прямых третьей соответственные углы равны и т.д.

2. Теорема о пересечении перпендикуляра и наклонной к одной и той же прямой.

3. Теорема о сумме углов треугольника со всеми ее следствиями (в том числе и теорема о сумме углов многоугольника) и др.

4. На аксиоме параллельности основывается почти весь раздел, включающий параллелограммы и трапеции.

5. Теоремы, которые основываются на предложении о том, что внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних, с ним не смежных углов, а это предложение в свою очередь вытекает из теоремы о сумме углов треугольника – теоремы, непосредственно связанной с евклидовой аксиомой параллельных.

6. На аксиоме параллельных построен раздел «Подобие фигур», так как с самого начала лемма, доказывающая существование подобных треугольников, опирается на евклидову теорию параллельных, на аксиому параллельности («Прямая, параллельная какой-нибудь стороне треугольника, отсекает от него треугольник, подобный данному»).

7. Все теоремы о метрических соотношениях в треугольнике и круге, в том числе и теорема Пифагора.

8. Теорема о построении правильных многоугольников циркулем и линейкой.

9. С аксиомой параллельности связаны и теоремы о площадях  фигур, так как единицей измерения площадей избирается квадрат – понятие евклидовой геометрии.

10. Предложения, заключающие понятие параллельности.

11. Все утверждения, содержащие понятие площади поверхности и объема.

12.  В целях упрощения задача о проведении касательной к данной окружности из внешней точки в учебниках решается при помощи аксиомы параллельных Евклида.

13.  На постулат Евклида опираются почти все задачи, содержащие в условии понятие площади или параллельности.
Учащимся предложить привести примеры абсолютной и собственно евклидовой геометрии по школьному курсу, предварительно разбив их на 2 группы.

Тема 3. Перпендикулярность в пространстве 
Занятие № 3 
I
  Данное занятие предлагается посвятить в основном сообщениям учащихся и решению задач на применение теоремы о трех перпендикулярах.
II
 На занятии по данной теме целесообразно рассмотреть следующие вопросы:

     1. Перпендикулярность прямой к плоскости.

Рассматривая перпендикулярность прямой к плоскости у Евклида, следует отметить, XI книга «Начал» Евклида – это изложение общих основ стереометрии, вопросы взаимного расположения, включая параллельности и перпендикулярности прямых и плоскостей, как и учение о примах и параллелепипедах; познакомиться с теоремой, доказанной Евклидом в 4 предложении XI книги:

«Если прямая образует с двумя непересекающимися прямыми в точке их пересечения прямые углы, то она перпендикулярна ко всякой прямой, которая проходит в плоскости, содержащей эти две прямые, через точку их пересечения».

Можно познакомиться с доказательством, принадлежащим абсолютной геометрии вышеприведенной теоремы Евклида О. Коши (XIX в.) в современных учебниках.

Переформулировка теоремы на современный лад: «Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна данной плоскости (т.е. прямая перпендикулярна любой прямой, которая лежит в данной плоскости и проходит через точку пересечения».

Весьма желательно разобрать на занятии доказательство А. Лежандра теоремы Евклида.

1)  Проведем из середины K отрезка CB прямую KE || BD и соединим точку  E пересечения BE с KE с точкой  C.

2) Имеем: CE = ED.
3) Учитываем соотношение между медианой и сторонами, используя теорему Стюарта:
 Пусть D – любая точка, лежащая на основании BC треугольника  ABC.   BD = m, CD = n, AD = d, тогда имеет место соотношение:

d2 a  = b2 m + c2n – a m n , где  a, b, c – длины сторон треугольника,
получаем следующее равенство (для 
[image: image390.wmf]D

ACD)

AC2 + AD2 = 2 AE2 + 2 ED2
4) BC2 + BD2 = 2 BE2 + 2 ED2  (для 
[image: image391.wmf]D

 BCD) 

5) Почленное вычитание дает: 

AC2 - BC2 + AD2 - BD2 = 2 AE2 - 2 BE2
6) для треугольников ABC  и ABD  по теореме Пифагора имеем:

AC2 - BC2 = AB2,

AD2 - BD2 = AB2.
7) Из 5) и 6) получаем:

2 AB2 = 2 AE2 - 2 BE2 
[image: image392.wmf]Þ

 AE2 = AB2 + BE2

8) Последнее равенство согласно обратной теореме Пифагора означает, что угол ABE – прямой, т.е.  AB 
[image: image393.wmf]^

BE.

Следует сделать вывод, что доказательство Лежандра, опирающееся на теорему Пифагора, тем самым основывается и на аксиоме параллельности Евклида.

В качестве комментария к теореме Стюарта, применяемой в доказательстве теоремы Евклида Лежандром, следует коснуться того, что данная теорема была сообщена шотландскому математику М. Стюарту (1717-1785) его учителем Р. Симсоном, однако ученик сумел опубликовать ее в 1746 году, на три года раньше своего учителя.

    2. Теорема о трех перпендикулярах.

[image: image394.jpg]



Здесь обратить внимание на то, что данная теорема встречается в трудах математиков Ближнего и Среднего Востока; в Европе эта теорема была впервые сформулирована Луи Бертраном (1731-1812) и доказана в «Элементах геометрии» Лежандра (1794). Рассмотреть формулировку теоремы, данную Лежандром:

«Пусть прямая AP перпендикулярна к плоскости Q, а  точка  P – ее основание и пусть   BC – произвольная прямая этой плоскости.

Проведем из  P прямую  PD 
[image: image395.wmf]^

  BC и соединим точки  A и  D; тогда прямая   AD тоже будет перпендикулярна к  BC».

Доказательство Лежандра следует разобрать по учебнику Киселева.
III
 В конце занятия учащимся можно предложить несколько задач на применение теоремы о трех перпендикулярах.

В качестве домашнего задания учащимся предложить доказать теорему Стюарта.
Тема 4. Преобразование пространства. Векторы 
Занятие № 4 
I
Это занятие предлагается посвятить в основном сообщениям ребят, их анализу и комментариям к ним.

II
На занятии по данной теме следует рассмотреть следующие вопросы:

1. Геометрическое исчисление. Необходимо выделить следующие положения:

а) Теоретическая и практическая геометрия – один из важнейших источников формирования основных понятий учения о векторах.

б) Геометрическая алгебра – тормоз в развитии алгебры XVI-XVII и. из-за ограниченности своих средств.

Выделенные положения следует раскрыть.

В сообщении по этой теме рассказать о представлении величин отрезками и зачатках геометрического исчисления в Древней Греции.

2. Исчисление отрезков в XVII – XVIII вв.

В этом сообщении следует рассказать об исчислении отрезков Декарта; 
о Лейбнице и его идеях создания геометрического исчисления, близкого по смыслу к современному векторному исчислению (1679 г.); 
о «геометрическом исчислении», вновь возникшем в начале  XIX в.;
 об использовании направленных отрезков для наглядного представления сил в физике учеными конца   XVI-начала  XVII в. (Леонардо да Винчи, Галилео Галилей и др.)

3. Пути развития векторного исчисления.

Здесь следует рассказать о трех путях развития векторного исчисления: геометрическом (исчисление отрезков), физическом (исследовании векторных величин, встречаемых в естествознании) и алгебраическом (расширение понятия операции при создании современной алгебры);

о мемуаре уроженца Норвегии Каспара Веселя – о началах исчисления направленных отрезков;

о предвосхищении некоторых основных идей проективной геометрии и топологии работой Л. Карно «Геометрия положения для тех, кто готовится к измерению земель» (1803 г.), занявшей видное место в истории векторного исчисления;

о продолжении труда Карно и систематизации его идеи немецким математиком А. Мебиусом («Барицентрическое исчисление», 1827 г.);

о швейцарском математике Ж. Аргане (1768-1822) и его «Опыте о способе изображения мнимых количеств в геометрических построениях» (1806 г.);

о других работах (М. Бюэ, Дж. Уоррена и др.), в которых делаются попытки обобщения алгебраических понятий таким образом, что бы «числами» и «величинами» охватить отрицательные и комплексные числа и направленные отрезки;

об исследованиях У. Гамильтона и Г. Грассмана по гиперкомплексным числам и о дальнейшем развитии векторного исчисления;

о развитии учения о векторах в трудах французского ученого-механика Сен-Венана (1797-1886), русского ученого И.И. Сомова, английского физика Джемса Кларка Максвелла (1831-1879);

о современном виде векторного исчисления (конец XIX в.), раскрыть при этом роль американского физика Дж. Гиббса (1839-1903) и английского физика О. Хевисайда (1850-1925).

4. Геометрические преобразования.

В этом сообщении весьма желательно рассказать о развитии в XIX в. аналитической проективной геометрии: о введении немецким математиком А.Ф. Мебиусом системы координат в проективную геометрию, о введении немецким математиком Ю. Плюккером общих однородных координат, об установлении Мебиусом общего  понятия проективного преобразования благодаря рассмотрению коллинеаций;

о развитии аффинной геометрии: о частных случаях аффинных преобразований, изучаемых в школе: осевая и  центральная симметрия, гомотетия, параллельный перенос и др.; о применении аффинных преобразований в средние века И. Синаном (X в.) – внуком Сабита Ибн Корры;

о применении математиками  XVI-XVII вв. С. Стевиным, Г. Санкт-Винцентом и  французским математиком П. Николой  в своих работах преобразования, переводящего окружность в эллипс и называемого сжатием.

В качестве комментария следует сообщить, что сжатие применялось еще Архимедом.

В этом сообщении уместно будет рассмотреть и такие вопросы:

1) Изучение аффинных преобразований Мебиусом и Грассманом.

2) Использование Ньютоном во «Всеобщей арифметике» (1707 г.) преобразования подобия.

3) Преобразование подобия и родства в 18-й главе 2-го тома «Введения в анализ бесконечных» Эйлера.

При изучении работы Эйлера следует обратить внимание на следующие моменты:

а) Эйлер в своей работе вводит термин «аффинный».
б) Этим термином Эйлер, который вводит аффинное преобразование как обобщение подобного преобразования, желая подчеркнуть, что степень родства между аффинными фигурами меньше, чем та, которая имеется в случае подобных фигур.

в) Частным случаем подобия Эйлер считает подобие и равенство, т.е. конгруэнтность.

г) Работа Эйлера «О центре подобия» (1795 г.), где он вводит понятие центра подобия двух подобных фигур и доказывает ряд основных теорем о подобии, а также рассматривает случай гомотетичного расположения фигур и подобные тела в пространстве.

5) Аффинные кривые французского математика.

6) Предвосхищение Ньютоном и Клеро идеи о том, что множество аффинных преобразований – это частный случай множества проективных преобразований.

В конце сообщения необходимо сделать вывод: «У Эйлера подобие выступает как частный случай аффинного преобразования, а конгруэнтность – как частный случай подобия. Т.о., в XVIII в. трудами Ньютона, Клеро и особенно работами Эйлера был в большой мере подготовлен расцвет учения о геометрических преобразованиях, наступивший в XIX столетии.

5. Конформные преобразования.

В этом сообщении необходимо рассмотреть следующие вопросы:

а) Как и подобие, инверсия относительно окружности  – один из видов конформного преобразования, сохраняющего углы между линиями.

б) О положении Эйлером Начала теории общих конформных  отображений рассмотрением конформных преобразований на плоскости.

в) Рассмотрение конформных преобразований пространства Ж. Лиувиллем (середина XIX в.), доказавшем теорему, носящую его имя: «Конформные преобразования пространства переводят сферы в сферы или плоскости».

г) Учение о круговых преобразованиях на плоскости (инверсия относительно окружности является круговым преобразованием, переводящим окружность в окружность или прямые) Мебиусом в его  «Теории кругового сродства в чисто геометрическом изложении».

Необходимо сделать вывод, что именно от работ Лиувилля и Мебиуса берет свое начало так называемая конформная геометрия, изучающая свойства фигур, инвариантные при любых конформных преобразованиях.

6. Классификация и общая систематизация геометрических преобразований.

а) Немецкий математик Феликс Клейн и его работа «Сравнительное обозрение новейших геометрических исследований».

б) Понятие групп – основа классификации геометрических преобразований Клейна.

в) Первый систематический труд по теории групп (и теории Галуа), написанный французским математиком Камилом Жорданом (1838 – 1922)

г) Аффинная и метрическая геометрия как частные случаи проективной геометрии.

7. Основные черты исторического развития проективной геометрии.

В этом сообщении в качестве комментария необходимо коснуться биографий Дезарга и Паскаля, благодаря трудам которых в XVII в. развивается проективная геометрия, а затем в XIX в. становится автономной ветвью геометрии, независимой от метрической геометрии, чему способствовали исследования Понселе, Штейнера и Штаудта.

Необходимо раскрыть смысл слов А.Кэли «Проективная геометрия – это вся геометрия!» и о вкладе А.Н.Колмогорова в разработку аксиоматики проективной геометрии.

Данное занятие по усмотрению учителя можно разделить на две части.

11 класс

Алгебра и начала математического анализа
Тема 1. Площадь криволинейной трапеции 
Занятие № 1 
I
На данном комбинированном тематическом  занятии целесообразно использовать следующие методы работы:
сообщение ученика «История возникновения определённого интеграла»;
нахождение площади криволинейной трапеции (использовать компьютер);
решение задач.

II
 На занятии по данной теме необходимо обратить внимание на предпосылки возникновения понятия интеграла, рассказать о криволинейной трапеции.

Рассматривая вопрос «об определенном интеграле», необходимо коснуться происхождения термина «интеграл», истории обозначений интеграла, рассказать об интегральной (римановой) сумме.

III
 Учащимся можно предложить выполнить несколько примеров на нахождение площади криволинейной трапеции

Тема 2. Исчисление бесконечно малых 
Занятие № 2 
I
Данное занятие предлагается посвятить сообщениям учащихся.

Используется парно – групповая работа: каждое сообщение готовят 2-3 человека, объединенные в одну группу. В каждой группе – «сильные» ученики и «слабые».

II
 На занятии по данной теме следует рассмотреть и проанализировать следующие выступления учащихся:

1. «Интеграционные методы Архимеда».

В этом сообщении обратить внимание на рассмотрение следующих вопросов:

а) Метод исчерпывания для вычисления площади сектора параболы, примененный в «Квадратуре параболы» Архимеда.

б) Методы соответствующего разложения и суммирования бесконечно малых с помощью (хотя и молчаливого), но строгого предельного перехода.

в) Архимед и его понятие интегральных сумм, верхних Vn и нижних  
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г) Интегралы, определенные Архимедом:   
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д) Зачатки дифференциальных  методов в трудах Архимеда.

Здесь необходимо рассказать об оригинальном методе нахождения касательной к спирали, названном именем Архимеда и изложенном в его сочинении «О спирали», где впервые встречается идея бесконечно малого «характеристического» треугольника (XVII в.), явившегося для Лейбница одним из отправных пунктов при создании дифференциального исчисления;

познакомить с методом решения задач на экстремумы;

коснуться знаменитого сочинения Архимеда «О шаре и цилиндре», где исследуется возможность геометрического решения кубического уравнения, ныне записываемого в виде x2 (a – x) = bc2.

В заключении сообщения следует сделать вывод по интеграционным методам Архимеда.

2. «Возрождение и развитие интеграционных методов Архимеда одним из первых видных ученых XVII в. Иоганном Кеплером, открывшим законы движения планет».

В этом сообщении необходимо рассмотреть  следующие вопросы:

а) Первые два закона Кеплера, опубликованные в 1609 г. в важнейшем его труде «Новая астрономия»:


[image: image402.wmf]a

) Каждая планета движется по эллипсу, в одном из фокусов которого находится солнце.
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) Радиус  - вектор, проведенный от Солнца к планете, в равные промежутки времени описывает равные площади.

б) О «Новой стереометрии винных бочек» Кеплера (1615 г.)

3. «Геометрия неделимых» Кавальери»

   а) Понятие «все линии» Кавальери, эквивалентность его современному обозначению:
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, где a – длина инциденты, т.е. расстояние между двумя крайними прямыми, параллельными регуле.

   б) сущность принципа определения отношений «сумм всех неделимых»: площади плоских фигур или объемы тел относятся между собой как суммы всех соответствующих  неделимых.

в) Результаты Кавальери, соответствующие вычислению определенных интегралов типа

(*)
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  для m = 1, 2, … , 9 (m – натуральное).
В качестве комментария следует отметить, что независимо от Кавальери результат (*) нашли  Валлис и Декарт.

4. «Дж. Валлис, П. Ферма и Б. Паскаль, их вклад (XVII в.) в создание интегрального и дифференциального исчисления».

  а) Дж. Валлис, П.Ферма, Б.Паскаль – последователи Кавальери.

  б) Методы Валлиса, изложенные в его «Арифметике бесконечных» (1655 г.)

  в) Логарифмический метод (метод деления) Ферма.

  г) Обобщение результатов Ферма Е. Торричелли.

  д) Более четкое определение интеграла в трудах Б. Паскаля.

  е) Разбор теоремы из «Трактата о синусе четверти круга» (1658 г.) Паскаля.

      1. Формулировка: сумма синусов какой-нибудь дуги (BF) четверти круга (см. рис.) равна отрезку основания (AO) между крайними синусами, умноженному на радиус (AB).

    2. Пояснение доказательства
а) дуга BF делится на равные части, отмеченные точками, из которых проводятся синусы  DI. Точки пересечения касательных  к дуге окружности в точках  D обозначены точками E, из последних опускаются затем перпендикуляры ER.

          б) Предварительно Паскаль доказывает, что  DI 
[image: image406.wmf]*

  EE = RR
[image: image407.wmf]*

 AB.

в) Из подобных прямоугольных треугольников  DIA и EKE (
[image: image408.wmf]Ð

 EEK = 
[image: image409.wmf]Ð

 DAI) следует:  (*)
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г) Ввиду того, что AB = AD получается равенство (*).

«Я утверждаю, - пишет после этого Паскаль,  - что сумма синусов DI, само собой разумеется, каждого умноженного на одну из равных дуг DD , равна прямой AO, умноженной на радиус AB».

д) Заменяя каждую касательную EE дугой DD, Паскаль получает в левой части равенство (*) «сумму синусов», а в правой – произведение AB на сумму отрезков RR, т.е. на AO.

5. «О глубокой геометрии» Лейбница.

а) Мемуар Лейбница «О глубокой геометрии и анализе неделимых, а также бесконечных» - первая печатная работа по интегральному исчислению.

б) Установление Лейбницем связи между дифференциальным и интегральным исчислением.

в) Об установлении чисто геометрически взаимоотношения между произведением касательных и квадратурой.

г) О «характеристическом» треугольнике Лейбница.

д) Приход Лейбница, исходя из понятия определенного интеграла к понятию функции F(x) первообразной (или примитивной) для данной функции  f(x) так, что

F/ (x) = f(x)  или

d F(x) = f(x) dx.

В конце сообщения сделать вывод.

6. «Метод флюксий» Ньютона.

Здесь необходимо рассказать о решении двух основных проблем, сформулированных Ньютоном в «Методе флюксий»:

1) По данному соотношению между флюэнтами определить соотношение между флюксиями.

2) По данному уравнению, содержащему флюксии, найти соотношение между флюэнтами.

В сообщении необходимо также рассказать о задаче определения функции F (называемой первообразной), зная ее производную  F/ = f, приводящей к понятию неопределенного интеграла;
раскрыть понятие неопределенного интеграла функции f(x), познакомить с обозначениями;
рассказать о возникновении у Ньютона из геометрии понятия первообразной функции и неопределенного интеграла как задачи квадратуры кривой;
о раскрытии прихода Ньютона к понятию первообразной или неопределенного интеграла, исходя из понятия производной;  познакомить с получением формулы Ньютона – Лейбница, содержание которой по существу восходит к И. Барроу:
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В заключение сообщения следует сделать вывод.

7. «Г.Ф. Лопиталь и его «Анализ бесконечно малых».

В сообщении следует остановиться на кратких биографических данных о Лопитале и познакомить  с «Анализом бесконечно малых»:

а) Предыстория написания работы.

б) Структура первого печатного курса дифференциального исчисления («Анализ бесконечно малых»).

в) Достоинства книги Лопиталя.

г) Оценка работы с современной точки зрения.

д) Историческое значение первой в мире книги по дифференциальному исчислению.

Тема 3. Дифференциальное и интегральное исчисление в трудах ученых XVIII-XIX вв.

                                             Занятие № 3 
I
  На данном занятии целесообразно использовать следующие методы работы: сообщения учителя, работа по изучению работ Эйлера, выступления учащихся.

На этом занятии рекомендуется использовать групповую форму работы.

II
На занятии по данной теме следует обратить внимание на выступление учителя «Читайте, читайте Эйлера: это наш общий учитель…» (П.С.Лаплас), где необходимо раскрыть биографию Эйлера и обстоятельство, побудившее Эйлера составить полный курс математического анализа, состоящего из следующих книг:

1. «Введение в анализ бесконечных», 2 тома, 1748,

2. «Дифференциальное исчисление», 1 том, 1755,

3. «Интегральное исчисление», 3 тома, 1768 – 1769.

На данном занятии необходимо уяснить, почему академик Н.Н. Лузин назвал Эйлера – «первым анналистом в мире» (сообщение ученика);
познакомиться с учением Эйлера о бесконечно малых, по возможности, используя его работу «Дифференциальное исчисление». Здесь обратить внимание на достоинство Эйлерова анализа: строгая система изложения, введение в него новых формул, примеров и другого конкретного материала, например, открытие правил раскрытия некоторых неопределенностей, в том числе 
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; на введение Эйлером в «Дифференциальное исчислении» ныне всеми употребляемых математических обозначений: 
[image: image415.wmf]
e, i, 
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, 
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, sin, cos,  tg и др.;

коснуться того, что главное внимание уделяет Эйлер  понятию производной.

Знакомясь с «Интегральным исчислением» Эйлера, следует сделать разбор выдержки на первой странице книги Эйлера «Интегральное исчисление» (Т.1):

Определение.

Интегральное исчисление есть метод, посредством которого  по данному соотношению между дифференциалами, количеств находят соотношению между своими количествами, а действие, с помощью которого это достигается, называется интегрированием.

Следствие 1.

Значит, в то время как дифференциальное исчисление учит находить соотношение между дифференциальными по данному соотношению между переменными количествами, интегральное исчисление дает метод решения обратной задачи.

Следствие 2.

В анализе постоянно попарно противопоставляются друг другу два действия, как например вычитание противопоставляется сложению, деле-  ние – умножению, извлечение корня – возведению в степень. Подобным же образом интегральное исчисление противопоставляется дифференциальному исчислению.

Следствие 3.

Если предложено некоторое соотношение между переменными количествами X и Y, то дифференциальное исчисление дает метод разыскания отношения дифференциалов   dy : dx ; если же, наоборот, по этому отношению дифференциалов требуется определить соотношение самих количеств X и Y, то эта  задача относится к интегральному исчислению.

Уместно будет разобрать простейший пример, который следует за следствием в «Интегральном исчислении»:

Так как дифференциалы следующих функций от x 
x2 ,  xn  ,  
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Сделать вывод о применении этого знака.

На занятии необходимо коснуться того, что понятие первообразной, т.е. неопределенного интеграла – исходное у Эйлера, как и у Ньютона, в отличие от Лейбница.

Определенный интеграл для Эйлера – частный случай неопределенного, одна из первообразных.

Можно остановиться на вычислении Эйлером определенных интегралов (например, 
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) и открытии ряда новых важнейших интегралов (например, бета – функцию: 
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 и гамма – функцию:  
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«Академик М.В. Остроградский и ученый П.C. Лаплас об Эйлере» - очередное выступление одного из учащихся, где необходимо коснуться биографических данных Остроградского и Лапласа.

В рассмотрении вопроса «Выдающиеся результаты в области математического анализа других крупнейших математиков XVIII-XIX вв.» возможны следующие сообщения учащихся:

1. «Ж.Л. Лагранж – крупнейший математик XVIII в.»

Здесь необходимо раскрыть биографические данные Лагранжа, рассказать об оценке Лагранжем остаточного члена ряда Тейлора, предварительно вспомнив, что такое ряд Тейлора, а также привести формулу конечных приращений Лагранжа, познакомить учащихся с теорией условных экстремумов.

Необходимо выделить, что благодаря Лагранжу, вариационное исчисление – самостоятельная ветвь математического анализа.

Учащимся интересно будет познакомиться с «Теорией аналитических функций» (1797 г.) Лагранжа и его классическим трудом «Аналитическая механика» (1788 г.), построенной методами математического анализа, изложенной как дедуктивная наука.

2. «Построение Коши курса анализа на более  стройных логических началах».

В этом сообщении необходимо отметить, что работы Коши основаны на систематическом использовании понятия предела, в них впервые были изложены современные определения понятий предела, производной, непрерывной функции и их основные свойства;  одно из важнейших понятий анализа О. Коши – определенный интеграл, рассматриваемый как предел интегральной суммы. Коши пользовался символом 
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, предложенным              Фурье. В качестве комментария следует отметить, что именно благодаря Коши это символ вошел в общее употребление и сохранился поныне.

3. «Важнейшие результаты Больцано (еще до Коши) из области обоснований анализа». В этом сообщении раскрыть смысл строгого определения непрерывности функций, критерия сходимости последовательностей; 
рассказать об открытии Больцано еще в 20-х годах XIX в. – о построении непрерывной функции, не имеющей конечной производной;

 сделать пояснение, что однако долгое время считали, что Вейерштрасс впервые в 1875 г. открыл, что не всякая непрерывная функция имеет производную, т.е. что не всякая непрерывная кривая  имеет всюду касательную.

4. «Развитие теории интегралов Б. Риманом».

Здесь необходимо сообщить, что Риман впервые определил необходимые и достаточные условия интегрируемости ограниченной функции; ему принадлежит общее определение интеграла (определенного), поэтому интегральную сумму и называют  «римановой», хотя по существу это понятие восходит к Архимеду, а в современной форме для случая непрерывной функции им пользовался Коши.

5. «О внесении большого вклада в развитие математического анализа в XIX в. М.В. Остроградским и П.Л. Чебышевым».

Предлагается следующий план данного сообщения:

а) Краткие биографические справки о М.В. Остроградском и П.Л. Чебышеве.

б) Важнейшие результаты в области интегрального исчисления М.В. Остроградского:

1) формула, сводящая вычисление тройного (и, вообще, n-кратного) интеграла к вычислению двойного (n-1)-кратного интеграла;

2) общий прием интеграции рациональных функций;

3) формула преобразования переменных в многомерных интегралах и др.

в) Пафнутий Львович Чебышев и шесть его больших мемуаров интегрирования алгебраических функций:

1). Знаменитая теорема об интегрировании биномиальных дифференциалов (в мемуаре «Об интегрировании иррациональных дифференциалов» (1853г.);

2). О «полиномах Чебышева»;

3). О «конструктивной теории функций», выросшей из учения Чебышева о наилучшем приближении функций определенного типа (например, многочленов степени n).

В конце занятия необходимо сделать вывод, что глубокие исследования, предпринятые в области анализа связаны с развитием теории функций, теории множеств и других отраслей современной математики.

Тема 4. Дифференциальные уравнения 
Занятие №  4 
I
  В начале занятие – вступительная часть учителя «О создании учения о дифференциальных уравнениях». Далее - разбор некоторых задач, приводящих к понятию об обыкновенном дифференциальном уравнении, решение этих задач; сообщения учащихся и комментарии к ним.

II
 На занятии по данной теме целесообразно разобрать некоторые задачи, приводящие к понятию об обыкновенном дифференциальном уравнении.

1. Пусть требуется определить функцию y = F(x), первообразную для данной функции f(x).

а) исходим из уравнения   
[image: image429.wmf])
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 (1)    или   d y= f(x) d x  (2)

б) Эти равносильные между собой уравнения, в которые входит первая производная (или дифференциал) искомой функции, представляют собой дифференциальные уравнения первого порядка.

в) Решить, иными словами, интегрировать такие уравнения – значит найти первообразную.

г) Общее решение представляется так:

(3)    y = 
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, где с – произвольная константа.

д) Дифференциальное уравнение (2) или (1) имеет бесконечное множество решений в зависимости от значений, придаваемых с.
е) Каждое отдельное решение, получаемое из общего при каком-либо определенном значении константы с, называют частным решением.

ж) Общий вид дифференциального уравнения первого порядка таков:

(4) Ф (x,  y,  y/) = 0 .

Это соотношение связывает искомую функцию  y, независимую переменную  x и первую производную  y/ от искомой функции. Заданная в (4) непрерывная функция 3-х аргументов Ф может не содержать x и y, но всегда содержит y/ .

з) Уравнение (1) – есть частный случай дифференциального уравнения (4), где y/  или 
[image: image431.wmf]dx
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 явно определена как функция от x.

и) Аналогично Ф (x,  y,  y/, y//) = 0   (5)   представляет собой общий вид дифференциального уравнения второго порядка.

к) Ф (x,  y,  y/, …, yn) = 0    (6) – есть дифференциальное уравнение n-го порядка.

л) Дифференциальные уравнения (4), (5), (6), в которых речь идет об одном независимом переменном x, называются обыкновенными.

По решению этой задачи сделать вывод.

2. Закон свободного падения тел, открытый Галилеем.

В начале учащимся предлагается вспомнить, кто такой Галилей, затем – разбор задачи:

 Пусть под действием земного притяжения материальная точка P падает по вертикальной прямой, которую мы примем за ось  OY  системы координат с началом O на поверхности Земли. Для нахождения закона движения точки  P мы должны выразить ее ординату  Y как функцию от времени t. Зная, что ускорение вообще равно  
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 и что в данном случае ускорение силы тяжести   g = 981 см/с2  и направлено вниз, получаем  
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а) Это  обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка. Его легко решить, т.е. интегрировать, а именно:
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б) В общем решении (3) дифференциального уравнения (1) содержатся  две произвольные константы: c1 и  c2 .

в) Полагая, что в (2) и (3)   t = 0, получим:

c1 = 
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, 

c2 = (y)t=0 = y0.

г) Итак, c1 – есть начальная скорость точки P, а   c2   - начальное ее положение.

Общее решение (3) дифференциального уравнения (1) можно теперь представить так:

y = - 
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+ y0, где y0 и 
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 - являются начальными условиями, позволяющими найти частное решение (1).

3.  Поставленная Ньютоном в «Методе флюксий» вторая основная задача – «по данному уравнению, содержащему флюксии, найти соотношение между флюэнтами» (см. тема 2) – есть общая задача интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Здесь в качестве комментария следует отметить, что Ньютон решает эту задачу с помощью степенных рядов, хотя она могла бы быть решена в квадратурах, т.е. при помощи операции взятия неопределенного интеграла.

4.  Пример решения задачи (из современной физики), приводящей к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка: «Скорость радиоактивного распада вещества прямо пропорциональна массе m и выражается формулой

(1)        
[image: image440.wmf]km
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, где k – коэффициент пропорциональности, определяют опытным путём для каждого вида радиоактивного вещества, а знак «- » означает, что скорость распада отрицательна, т. к. масса вещества убывает».

а)  Дифференциальное уравнение (1) можно переписать в следующем виде:
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б)  Интегрирование 
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  даёт:  ln m = - kt + lnC  (3).

в)   Потенцируя (3), получим общее решение дифференциального уравнения (1):

 m = Ce-kt  (4).

г)  Это и есть закон убывания массы радиоактивного вещества с течением времени.

д) Определим физический смысл константы С. Полагая в (4) t = 0, получим C = mo, т.е. mo представляет массу в начальный момент времени («первоначальную массу»).

 е) Закон радиоактивного распада выражается, т.о. формулой:

 m = mo e-kt.

В сообщении учащегоя «Геометрический смысл дифференциального уравнения первого порядка» следует раскрытсь историю «обратных задач на касательные», коснуться письма Лейбница, в котором употребил термин «дифференциальное уравнение» и разобрать задачу на выяснение геометрического смысла дифференциального уравнения первого порядка:

а) Пусть дано уравнение

(1)   y/ = f(x, y) и пусть

(2)   y = 
[image: image443.wmf])
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 - есть его решение.

б) Последнее уравнение изображает какую-то кривую, которую принято называть интегральной кривой уравнения (1). Каждой точке (x,  y) плоскости, в которой определена функция  f (x,  y), дифференциальное уравнение (1) ставит в соответствие направление касательной к кривой (2).

в) Совокупность всех направлений, определяемую уравнением (1), называют полем направлений.

г) с этой точки зрения решение дифференциального уравнения состоит в нахождении кривой по заданному ее направлению в каждой точке. Таких кривых не одна, а так называемое «семейство»:

(2/)  y = 
[image: image444.wmf]j

 (x, С), зависящее только от одного параметра С.
д) Чтобы выделить одно (частное решение) из интегральных кривых семейства (общего решения) (2/), необходимо задать соответствующие начальные условия: потребовать, например, чтобы кривая проходила через определенную точку (x0, y0 ).

В сообщении «Уравнения с разделяющимися переменными» необходимо рассказать о первых систематических попытках классификации дифференциальных уравнений и о решении определенных их типов с помощью квадратур братьями Яковом и Иоганном Бернулли, дать историко-биографическую справку о братьях Бернулли.

В сообщении необходимо заметить, что уравнения с разделяющимися переменными принадлежат к простейшим видам уравнений, интегрируемых в квадратурах. Уравнения с разделяющимися переменными – это уравнения вида:

(1)  M dx + N dy = 0, где каждая из функций   M,   N зависит только от x, или только от   y.

Переменные могут быть в таком случае разделены, а уравнение (1)  написано в виде: 

f1 (x) dx = f2 (y) dy, и решение сводится к квадратурам.

Необходимо сделать комментарий о работе Лейбница и его сотрудников над приведением дифференциальных уравнений к уравнениям с разделяющимися переменными, в частности, рассказать о достижении Лейбницем цели сперва в отношении однородных уравнений, а затем и линейных; раскрыть алгоритм решения однородных уравнений:

1) Функция f(x, y) называется однородной функцией измерения  n, если при любом  t, имеем:  

f (tx,  ty) = tn f (x,  y) .

2) В частности, многочлен, все члены которого имеют степень n, есть однородная функция измерения n.
3) Дифференциальное уравнение M dx + N dy = 0 называется однородным, если M и N являются однородными функциями одинакового измерения (или что то же,   y/ = f (x, y) однородно, если f (x,  y) есть однородная функция нулевого измерения, так как при n = 0  f(tx, ty) = f (x, y)).
4) Для того, чтобы решить это уравнение, Лейбниц воспользовался подстановкой y = ux и свел его таким образом к новому уравнению с разделяющимися переменными.

Здесь целесообразно разобрать такой пример:

а) Пусть дано дифференциальное уравнение y| = 
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б) Применим подстановку y = ux:

u + x 
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в) Разделим переменные:


[image: image450.wmf]1

2

2

)

1

2

(

2

+

+

+

u

u

du

u

 + 
[image: image451.wmf]x

dx

 = 0

г) Интегрируя, получаем:
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ln (2u2 +2u +1) + ln |x| = ln С

x2 (2u2+ 2u+1) =С2

x2 +2xy +2y2 +С

д) Вывод. Общее решение уравнения (*) представляет собой семейство обыкновенных эллипсов. Через каждую точку плоскости, исключая начало координат, проходит единственная интегральная кривая.

III
 В качестве домашнего задания учащимся  можно предложить такое задание:

Решить дифференциальные уравнения и найти частные решения (частные интегралы), удовлетворяющие данным условиям:

ex(1+ey)dx +ey(1+ex)dy =0;

y=0 при  x=0
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 - уравнение с разделяющимися переменными).

Тема 5. Показательная, логарифмическая и степенная функция 
Занятие № 5 
I
  На данном семинарском занятии целесообразно использовать следующие формы и методы работы: сообщения учащихся, групповое изучение работы Эйлера «Ведение в анализ бесконечных» (Т. I гл. VI – VII).

II
 На  занятии по данной теме рекомендуется рассмотреть следующие вопросы:

1. Понятие степени.

Здесь необходимо раскрыть следующие моменты:

  а) Возникновение понятия степени.

  б) Применение в III в. Диофантом сокращенного обозначения неизвестного и его  степени, введение им  своих терминов для названия степеней и особых символов для их обозначения.

  в) Замена в отдельных случаях корней из чисел дробными показателями степени в XIV в. французским епископом Н.Оремом (или Орезмом, 1323-1382), введение им символических  обозначений степени с дробными показателями.

  г) Открытие дробных показателей бухгалтером из Брюгге, а впоследствии военным инженером  С. Стевиным (1548-1620).

  д) Применение знака « SHAPE  \* MERGEFORMAT 


» для обозначения неизвестной Стевиным и Жираром (1595-1632).
2. Нулевой показатель.

Здесь уместно рассказать об использовании степени с нулевым показателем самаркандским ученым ал-Каши (в начале XV в.), а также о применении  нулевого и отрицательного показателей Н. Шюке в работе «Наука о числах в трех книгах» (1484 г.).

3. О записях степени разными учеными.

  а) запись ААА вместо современной записи А3 у М. Штифеля (ок. 1486-1567).

  б) Использование символической записи в «Полной арифметике» (1544 г.) Ф. Виета: для первой степени – N (число), для второй степени – Q (квадрат), для третьей степени – C (куб), для четвертой степени – QQ.

  в) Обозначение степени «Курсе математики» французским математиком Эригоном (a2, a3, a4 вместо a2,  a3,  a4).

  г) Запись степени англичанином Оутредом в 1631г. (Aq и Ac   вместо ныне принятого A2 и A3,  Aqc  - вместо A5).

  д) Современные обозначения степени, введенные Декартом в своей  «Геометрии» (за исключением второй степени, которую он записывал как произведение двух множителей).

(В качестве комментария следует отметить, что такую же запись сохранил и Гаусс, считая, по – видимому, что записи АА и  А2 равнозначны по своей сложности написания).

  е) Завершение введения современного изображения степени англичанами Дж. Валлисом и И. Ньютоном. Рассмотрение ими вопроса о целесообразности употребления отрицательных и дробных показателей.

4. О значении понятий нулевой, дробной и отрицательной степени (сообщение ученика).

5. Изучение работы Л. Эйлера «Ведение в анализ бесконечных» (Т. I гл. VI-VII) – описание Эйлером «показательных и логарифмических количеств».

«Показательные количества разнообразны, смотря по тому, будет ли переменным количеством один только показатель или, кроме того, еще и само возвышаемое количество; к первому роду относится az , ко второму yz, даже и сам показатель может быть показательным количеством, как в выражениях  
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. Мы не будем останавливаться на дальнейшем подразделении этих количеств, так как природа их  может быть понята достаточно ясно, если мы разберем первый вид   az».

Необходимо обратить внимание на то, что замечательным достижением Эйлера в этой области было открытие связи между показательной и тригонометрическими функциями. Он установил: 
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6. О значении показательной функции (сообщение ученика).

При рассмотрении вопроса «Логарифмическая функция» необходимо рассмотреть следующие моменты:

  1). Предыстория логарифмов.

Здесь необходимо объяснить, для чего были придуманы логарифмы;

Раскрыть условия создания логарифмов (почву для развития логарифмов):

    а) Действия над степенями одного и того же основания у древнегреческого ученого Диофанта (в зачаточной форме).

    б) Введение дробных показателей французским ученым Орезмом (XIV в.).
    в) Введение нулевого и отрицательного показателя   французским ученым Шюке (XV в.).
    г) Принятие a0 =1 при a
[image: image468.wmf]¹

0 узбекским ученым   XVI в. ал-Каши.

    д) Введение названия «Exponenten» (показатель) и принятие за единицу а0 (независимо от ал-Каши) немецким ученым Штифелем  (XVI в.).
   е) Составление таблицы процентных расчетов Стевиным.

   ж) Установление единой математической символики и завершение развития десятичных дробей.

 2). Кто изобрел логарифмы.

   а) Идея логарифма, т.е. идея выражать числа в виде степени одного и того же основания М.Штифеля.

В качестве комментария следует отметить, что предвосхищение этой идеи можно видеть у Архимеда.

   б) Шотландский любитель математики Джон Непер (1550-1617) и его изобретение логарифмов, название их и таблицы логарифмов.

   в) Первые таблицы логарифмов любителя математики – часовщика и мастера астрономических приборов, швейцарца И. Бюрги (1552-1632), работавшего вычислителем с астрономом И.Кеплером.

   г) Две замечательные системы логарифмов: с иррациональным основанием e  -  натуральные и системы логарифмов с основанием 10 - десятичные логарифмы.

    д) Десятичные таблицы Генри Бриггса (1561-1630) – профессора геометрии Оксфордского университета.

   е) О знаке логарифма «log».
  ж) Некоторые натуральные логарифмы Райта, «Новые логарифмы» Дж. Спейделя.

   з) Дополнение трудов Непера и Бриггса голландским математиком Андрианом Влакком (1628 г.)

   и) Об издании в 1703 г. первых таблиц на русском языке благодаря педагогам Андрею Фархварсону, Стефану Гвину и Леонтию Магницкому.

   к) О логарифмической линейке, сконструированной на основе таблицы логарифмов Оутредом.

Тема 6. Ряды

Занятие № 6

I
 На данном занятии  - семинаре целесообразно использовать следующие методы  работы: сообщение учителя (вступительная часть), сообщения учащихся, изучение работы Эйлера  «Ведение в анализ бесконечных» (гл. VII «О выражении показательных и логарифмических количеств при помощи рядов»).

II
На занятии по данной теме с сообщением «Понятие ряда, его история. Арифметический, геометрический и гармонический ряды» выступает учитель.

Сообщение «Учение о рядах» желательно разбить на несколько частей и каждую часть поручить отдельному учащемуся.

1. «Появление логарифмического ряда. Роль в этом Н. Меркатора».

2. «Открытие замечательной связи, существующей между логарифмами и площадью гиперболы фламандским математиком Г. Санкт-Винцентом».

3. «О новом способе вычисления логарифмов с желанной точностью Н. Меркатором (основанного на результаты Санкт – Винцента) с помощью ряда.

ln (1+x) = x - 
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4. О представлении числа 
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 в виде бесконечного произведения рациональных чисел Валлисом».

5. «Разложение в ряд ln 2 Вильяма Броункера».

6. «Разложение функций в степенные ряды».

  а) О получении Ньютоном формулы бинома для натурального показателя.

  б) О биномиальном ряде, связанном с именем Ньютона

(1 + x)m = 1 + m x + 
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 xn + …, при этом m – любое, отличное от нуля вещественное число.

  в) Об одном из способов разложения в ряды, применявшемся Ньютоном – об обращении ряда (например, получение показательного ряда из логарифмического:

 (1)   1+ y = ex = 1
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  г) Ряд Тейлора

f(x) = f(x0) +  
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7. «Учение Эйлера о  степенных и других бесконечных рядах».

В этом сообщении необходимо выделить следующие моменты:

  1) Эйлер не только  определил суммы большого числа бесконечных рядов, но и получил, важнейшие результаты в теории рядов, открыв так называемую «формулу суммирования Эйлера-Маклорена» и преобразование рядов, носящее его имя, и ввел новые типы рядов, например, тригонометрические.

  2) Он широко применил ряды к исследованию свойств функции, а также к вопросам алгебры и теории чисел.

  3) Для разложения рациональных функций Эйлер, как и Ньютон, делил числитель на знаменатель или применял метод неопределенных коэффициентов.

  4) Он широко пользовался биномом Ньютона и рядом Тейлора для представления бесконечными рядами иррациональных, тригонометрических и других функций.

  5) Эйлер занимался также рядами с комплексными членами.

Следует отметить, что, исходя из показательного ряда (1) и вводя степень с мнимым показателем x = i y, он получил:

(*)   eyi = (1 - 
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  6) Сравнивая ряд (*) с разложением в ряд синуса и косинуса

sin x = x - 
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cos x = 1-
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Эйлер и пришел к знаменитым своим формулам:
eyi = cos y +i sin y

Заменяя здесь y на  -y , имеем:
e-yi = cos y – i sin y

Почленное сложение и вычитание этих двух соотношений дают:

cos y = 
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При изучении работы Эйлера «Ведение в анализ бесконечных» (Т. I) следует обратить внимание на то, что в главе VI вводятся экспоненциальная функция и логарифмы, а в главе VII экспоненциальная функция и логарифмическая раскладываются в ряды.

Пусть w есть малое число. Тогда, имеем  aw = 1 + kw, поэтому             ahw = (1 + kw)h, и если  устремить  h к бесконечности, а  w, напротив, устремить к нулю, то путем применения биномиального ряда получаем экспоненциальный ряд, расположенный по возрастающим степеням  kZ, где  Z =wh.
Теперь положим  ahw = (1 + kw)h =1+ х. 

Тогда будем иметь log (1+x) = hw, где   log обозначает при основании  a. С другой стороны,  мы получаем   kw = (
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log (1+x) = hw + 
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Если теперь развернуть последнее выражение в биномиальный ряд и устремить h к бесконечности, то получим ряд   log (1+x) = 
[image: image486.wmf])
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Здесь обратить внимание школьников на то, что для выяснения, что собой представляет k, подставим  1+x = a  и выберем в качестве основания  a , так что  loga  становится единицей;

Тогда находим, что   k = 
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Если в частности, выбрать k = 1, то в качестве основания имеем  l, и ряд становится рядом для натуральных логарифмов.

В сообщении «Число e» остановиться на вычислении числа e с любой степенью точности с помощью ряда

(*)  e = 1+ 
[image: image488.wmf]K

+

+

+

+

!

4

1

!

3

1

!

2

1

!

1

1

,

раскрыть в этом роль Л.Эйлера, познакомить учащихся с замечательным свойством графика функции y = ex  (график пересекает ось Oy под углом 45
[image: image489.wmf]o

), рассмотреть вопрос «Число e – иррационально», где уместно использовать следующий план ответа:

1) О доказательстве Эйлером формулы exi = cos x + i sin x и высказывании предположения о том, что числа e и 
[image: image490.wmf]p

 - трансцендентны.

2) О доказательстве И. Ламбертом иррациональности чисел 
[image: image491.wmf]p

 и e.

3) О доказательстве трансцендентности числа e Эрмитом (1873 г.). 

В заключительной части сообщения необходимо познакомиться с                ролью чисел e и 
[image: image492.wmf]p

 в математическом анализе.

III
 В качестве домашнего задания учащимся можно предложить составить программу вычисления числа e, используя ряд (*) на компьютере.

Тема 7. Применения определителей к решению систем уравнений 
Занятие № 7 
I
 На данном комбинированном тематическом занятии  целесообразно использовать следующие методы  работы: сообщения учащихся «О возникновении теории определителей (XVII в.)», «Развитие теории определителей», «О разработке теории матриц»;

лекционное изложение учителем темы «Определитель»;

решение систем уравнений с применением определителей.

II
  На занятии по данной теме учащиеся знакомятся с определителями:

Для системы двух уравнений с двумя неизвестными 

(*)      a11x1 + a12x2 = a13,
          a21x1 + a22x2 = a23
выражение, состоящее из разности произведений для системы (*)        a11a22  - a21a12  называют определителем или детерминантом второго порядка.

Символическая запись в виде матрицы (в данном случае в виде квадратной матрицы): 
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Значение такой матрицы находят крестообразным умножением элементов и последующим вычитанием одного произведения из другого:

a11                a12

         a21               a22

При вычитании со знаком «плюс» берут произведение со стрелкой, направленной вправо.

Учащимся следует пояснить, что решение приведенной системы посредством определителей выразится так:

x = 
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В качестве комментария следует сказать, что при решении системы из n уравнений применяют определители n-го порядка.

После лекционного изложения материала учителем с сообщениями выступают учащиеся:

1. «О возникновении теории определителей (XVII в.)».

2. «Развитие теории определителей».
В этом сообщении весьма желательно обратить внимание на следующие моменты:

   1). Итальянский математик Дж. Кардано и его книга «О великом искусстве»(1545 г.) о механическом правиле решения систем двух линейных уравнений.

   2). Об использовании древнекитайского метода фан-чен для изложения своеобразного учения об определителях японским математиком Секи Кова Шинсуке в одной из рукописей 1683 г.

   3). Об употреблении индексов в виде 2c, 3c в латинском издании «Геометрии» Декарта (1649 г.), опубликованной нидерландским математиком Ф. ван Скоотеном.

   4). Об употреблении индексов в виде  C1,  C2 в работах Ньютона.

   5). О введении Лейбницем в 1693 г. не только индексов, которые пишет ниже строки, но и двойных индексов.

   6). О заложении теории определителей швейцарским математиком Г. Крамером – другом и учеником И. Бернулли. «Правила Крамера».

   7). О вкладе в развитие теории определителей французского математика А. Вандермонда (1735-1796).

   8). Представление Лапласом определителя  в виде суммы произведений миноров и адъюнкт (алгебраическое дополнение).

   9). О доказательстве Лагранжа того, что сумма произведений элементов ряда на соответствующие адъюнкты равна определителю, а сумма произведений ряда на адъюнкты элементов параллельного ряда равна нулю.

   10). О введении термина «детерминант» (иначе говоря «определитель») Коши в 1815 г. О нахождении О. Коши всех главных свойств определителя.

   11). Карл Густав Якоби, брат знаменитого русского физика Б.С. Якоби и его ряд фундаментальных работ по теории определителей.

   12). Труды по теории определителей английского математика А.Кэли и Дж. Сильвестера. Введение им и употребляемого поныне знака определителя.

В сообщении «О разработке теории матриц» обратить внимание на введение английским математиком Дж. Сильвестером понятия матрицы и ее ранга, на труды Бине, Коши и К.Якоби, в которых имеются зачатки теории матриц, рассказать о построении А Кэли теории алгебры матриц.

При рассмотрении вопроса «Применение определителей к решению системы уравнений. («Решение систем уравнений методом Крамера») необходимо выделить теоретическую часть и практическую часть.

Теоретическая часть включает в себя исследование системы уравнений (использовать (*) и (**).

Случай 1. Определитель системы не равен нулю: 
[image: image500.wmf]D



 EMBED Equation.3 [image: image501.wmf]¹

0.
Тогда система имеет единственное решение:   
  (3)    х1 = 
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Вывод. Прямые 
(1)   a11x1 + a12x2 = a13

         (2)   a21x1 + a22x2 = a23
пересекаются, формулы (3) дают координаты точки пересечения.

Случай 2. Определитель системы равен нулю:  
[image: image504.wmf]D

 = 0 (т.е. коэффициенты при неизвестных пропорциональны).

Пусть при этом один из определителей 
[image: image505.wmf]D

x1
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0   (т.е. свободные члены не пропорциональны коэффициентам при  неизвестных). В этом случае система не имеет решений.

Вывод. Прямые (1) и (2) параллельны, но не совпадают.

Случай 3. 
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(т.е. и коэффициенты, и свободные члены пропорциональны).

Тогда одно из уравнений (1), (2) есть следствие другого, и система сводится к одному уравнению с двумя неизвестными и имеет бесчисленное множество решений.

Вывод. Прямые (1)и (2) не совпадают.

III
 Практическая часть вопроса «Применение определителей к решению систем уравнений» включает в себя решение систем уравнений  по каждому из 3-х рассмотренных случаев.
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Система имеет единственное решение

x = 
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При этом 
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Коэффициенты пропорциональны, а свободные члены не подчинены той же пропорции. Система не имеет решений.

3. 
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Одно из уравнений есть следствие другого (например, второе получается из первого умножением на 2). Система сводится к одному уравнению и имеет бесчисленное множество решений, содержащихся в формуле 

y = - 
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 (или  x = - 
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После закрепления алгоритма решения системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными весьма желательно предложить учащимся разработать программу для компьютера. (Это может стать  домашним практическим заданием  для всего класса).

Тема 8. Метод Крамера и метод Гаусса 
Занятие № 8 
I
 Это занятие предлагается посвятить в основном работе учащихся на компьютере: решение систем уравнений методом Крамера и методом Гаусса. 

II
 На занятии по данной теме учитель кратко напоминает учащимся метод Крамера для решения систем двух уравнений с двумя неизвестными (можно использовать конкретный пример).

Учителю следует сделать следующее пояснение: небольшое изменение коэффициентов системы уравнений может значительно изменить величину искомых корней. Проверить это с помощью компьютера, решив системы

1)  
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При рассмотрении метода Гаусса можно ограничиться демонстрацией решения конкретной системы из трех или четырех уравнений, можно подробно рассмотреть каждую строку предложенной учащимся программы  и главным считать технику подготовки таких программ. В этом случае учителю рекомендуется разработать схему алгоритма.

 Учителю необходимо коснуться  сути метода Гаусса: метод Гаусса решения системы – это метод последовательного исключения неизвестных.

1-е уравнение системы умножаем на - 
[image: image536.wmf]11
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  и прибавляем ко второму.

Затем 1-е уравнение умножаем на - 
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  и прибавляем к 3-ему и т.д. В результате система приводится к виду, когда под главной диагональю стоят «0». То, что описано, называется прямым ходом метода Гаусса. Далее из последнего уравнения находится xn , в предпоследнее подставляется, находится  xn-1 и т.д. Эти действия называются обратным ходом метода Гаусса.

Учителю необходимо отметить и то, что при решении методом Гаусса систем линейных уравнений могут встретиться такие  особенности:

1) могут появляться уравнения вида 0 = 0. Их просто вычеркивают из системы уравнений;

2) иногда для получения на диагонали коэффициента 1 приходится менять порядок расположения переменных;

3) может получиться уравнение вида 0 = b, где  b
[image: image538.wmf]¹

0. Это значит, система вообще не имеет решений.

К занятию по данной теме целесообразно выпустить математическую газету, где поместить сообщения о Крамере и Гауссе.

III
 Решение систему уравнений методом Крамера и методом Гаусса.   
Геометрия 
Тема 1. Многогранники 
Занятие № 1 
I
Данное занятие предлагается посвятить сообщениям учащихся «История многогранников», «Планиметрические понятия и предложения, их стереометрические аналоги», «Геометрия Лобачевского и метод Фузионизма». Затем изучить теорему Эйлера о многогранниках.
II
  На занятии предлагается рассмотреть следующие вопросы:

1. «История многогранников».

Этот вопрос целесообразно разбить на 3 части и каждую часть поручить ученику:

а) Призма и пирамида.

В этом сообщении необходимо рассказать:
 об определении призмы Евклидом (телесная фигура, заключенная между двумя равными и параллельными плоскостями (основаниями) и с боковыми гранями – параллелограммами);
 об определении призмы Тейлором (XVIII в.): это многогранник, у которого все грани, кроме двух, параллельны одной прямой; 
об определении пирамиды Евклидом: телесная фигура, ограниченная плоскостями, которые от одной  плоскости (основания) сходятся к одной точке (вершине); 
об определении пирамиды Героном: это фигура, ограниченная  треугольниками, сходящимися в одной точке, и основанием, которой служит многоугольник; 
об определении пирамиды Тейлором: многогранник, у которого все грани, кроме одной, сходятся в одной точке; 
об определении пирамиды Лежандром в «Элементах геометрии»: телесная фигура, образованная треугольниками, сходящимися в одной точке и заканчивающаяся на различных сторонах  плоского основания;
 об определении, фигурировавшем в учебниках XIX в.: пирамида – телесный угол, пересеченный плоскостью; о двух путях определения геометрических понятий.

б) Параллелепипед.

Здесь план ответа может быть таким:

1) О теореме, в которой утверждается, что все диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке О, в которой они делятся пополам, напоминающей аналогичное предложение из планиметрии: диагонали параллелограмма пересекаются в точке О, являющейся их серединой. Точка О – это центр симметрии.

2) О понятии пространственной оси симметрии в 38-м предложении XI книги «Начал» Евклида.

3) О теореме Клавиуса (XVI в.), в которой впервые встречается понятие центра симметрии.  Формулировка теоремы: если параллелепипед рассекается плоскостью, проходящей через центр, то он разбивается пополам              и, наоборот, если параллелепипед  рассекается пополам, то плоскость проходит через центр.

4) Определение Лежандра: две точки A и  B симметричны относительно плоскости  
[image: image539.wmf]a

, если последняя перпендикулярна к AB в середине этого отрезка.

5) Более полное учение о симметрии в учебниках наглядной геометрии (например, Бореля).

в) История правильных многоугольников.

Рекомендуется следующий план:

1). Учение о 5 правильных многогранника – венец «Начал» Евклида.

(тетраэдр – 4 грани, 4 вершины, 6 ребер; гексаэдр – 6 граней, 8 вершин, 12 ребер; октаэдр – 8 граней, 6 вершин, 12 ребер; додекаэдр – 12 граней, 20 вершин, 30 ребер; икосаэдр – 20 граней, 12 вершин, 30 ребер).

2). Роль пифагорейцев в открытии многогранников.

3). Роль Т. Афинского (IV в. до н.э.) в открытии многогранников.

4). О математической теории многогранников древнегреческого философа – идеалиста Платона.

5). О 13 полуправильных многогранниках Архимеда («архимедовых тел»), каждый из которых ограничен неодноименными правильными многоугольниками и в котором равны  многогранные углы и одноименные многоугольники, причем в каждой вершине сходится одно и то же число одинаковых граней в одинаковом порядке.

6). Возрождение в эпоху Ренессанса интереса к правильным многогранникам в кругах архитекторов и художников.

7). О мнимом открытии И. Кеплера, для которого правильные многогранники были любимым предметом изучения.

8). О доказательстве теоремы о единственности пяти правильных многогранников в 1794 г. А. Лежандром.

9). О топологическом выводе этого предложения. Роль в этом французского математика Люилье.

10). Об открытии существования еще 2- х видов правильных невыпуклых многогранников французским математиком Л.Пуансо.

11). О доказательстве в 1812г. О Коши того, что других правильных звездчатых многогранников не существует.

2. «Планиметрические понятия и предложения, их стереометрические аналоги».

В этом сообщении рекомендуется использовать следующую таблицу.

	На плоскости
	В пространстве

	1. Прямая

2. Треугольник

3. Параллелограмм

4. Прямоугольник

5. Квадрат

6. Круг

7. Из данной точки можно провести только одну прямую, параллельную данной и т.д.
	Плоскость, а иногда прямая

Тетраэдр

Параллелепипед

Прямоугольный параллелепипед

Куб

Шар

Из данной точки можно провести только одну плоскость, параллельную данной.

	Примеры

	Ax + By + C = 0 – уравнение прямой

x2 + y2 = r2  - уравнение окружности и т.д.
	Ax + By + CZ + D = 0 – уравнение плоскости

x2 + y2 + Z2 = r2 – уравнение сферы.


3. «Геометрия» Лобачевского и метод фузионизма».

Здесь следует обратить внимание на два основных момента:

1). Учебное руководство «Геометрия» (1823 г.) Н.И. Лобачевского, где впервые со всей четкостью отражена  так называемая теперь  фузионистская точка зрения, согласно которой планиметрию не следует по евклидовой манере отрывать от стереометрии.

2). Идея фузионизма в учебных руководствах по элементарной геометрии итальянского математика Г. Веронезе.

Перед изучением теоремы Эйлера в качестве  комментария следует  раскрыть исторический момент: за 100 лет до Эйлера теорема о многогранниках была сформулирована Декартом, но не доказана.

Как известно, целью математического образования является не только усвоение определенного  набора фактов, но и развитие мышления. Важнейшей же его стороной является синтез индуктивного и дедуктивного этапов движения мысли.

При обучении математике индуктивный этап своей основной педагогической задачей имеет оказание помощи учащимся в совершении ими самостоятельного перехода с чувственного уровня восприятия действительности на рациональный уровень ее отображения. Рассмотрим этот этап на примере подготовки к изучению формулы Декарта – Эйлера.

Первая стадия – эмпирическая, ее составляют четыре основных шага:

а) Учащиеся изготовляют и приносят на занятие модели треугольной, четырехугольной и пятиугольной пирамид. Ставится цель – открыть закономерности, связывающие основные параметры этой группы объектов.

б) Отыскиваются и фиксируются устно признаки, наиболее общие для всех трех фигур. Очевидно, все пирамиды имеют грани, ребра, вершины.

в) Составляется таблица таких признаков.
Общие признаки пирамид 
	Вид пирамиды
	Грани
	Вершины
	Ребра

	Треугольная 
	+
	+
	+

	Четырехугольная 
	+
	+
	+

	пятиугольная
	+
	+
	+


г) Итак, у всех трех различных пирамид имеются одинаковые признаки. Естественна постановка индуктивной задачи, которая, возможно, и приведет к открытию закона: отыскать связь именно между этими признаками. Ставя эту задачу, учитель не высказывает каких – либо гипотез относительно  содержания закона, который должен явиться на занятии как результат мысли обучающихся.

Вторая стадия – формирование суждений, ее составляют 3 основные этапа.

а) Отмечается, что, хотя у всех трех пирамид имеются одноименные элементы, число их каждый раз различно. Естественен соответствующий подсчет

б) Подсчет приводит к составлению второй таблицы, являющейся обобщением предыдущей.
Числовые характеристики  признаков пирамиды 
	Вид пирамиды 
	Число

	
	Граней
	Вершин
	Ребер

	Треугольная 
	4
	4
	6

	Четырехугольная 
	5
	5
	8

	пятиугольная
	6
	6
	10


в) Исследуются эти характеристики. Сразу видно, во-первых, что число граней каждой из пирамид оказалось равным числу вершин.

Во-вторых, с переходом  от пирамиды к пирамиде это число это число увеличивается на единицу. В-третьих, это можно установить, испытывая различные комбинации арифметических действий с полученными числами,- выполняется что – то аналогичное «правилу треугольника»: сумма двух чисел одной строки больше третьего. В-четвертых,  сумма числа граней, как и число вершин, не просто больше числа ребер,  а больше на одинаковое  во всех случаях число – на два. 

Здесь необходимо отметить, что эти суждения получаются  не просто наблюдением, но уже с элементами рационального подхода.

Третья стадия – построение индуктивного умозаключения.

Полученные арифметические суждения справедливы лишь для  каждой из пирамид в отдельности. Возникает вопрос: нельзя ли пойти дальше – обобщить эти три частных суждения и построить одно справедливое для всех трех пирамид? К такому результату приводит  индуктивное умозаключение, которое  состоит из нескольких частных суждений и обобщающего их заключения. Построение индуктивного умозаключения также состоит из нескольких шагов.

1) Приведение арифметических суждений к строго изоморфному виду – в рассматриваемом примере в этом нет необходимости, так как все три строчки «устроены» одинаково.

2) Запись наиболее важных для нас частных суждений в удобной и хорошо обозримой форме

4 + 4 = 6 + 2

5 + 5 = 8 + 2

  6 + 6 = 10 + 2

3) Обобщение частных арифметических суждений путем построения буквенного суждения и его риторического (словесного) эквивалента.

В данном случае                   4 + 4 = 6 + 2

                                                   5 + 5 = 8 + 2

 6 + 6 = 10 + 2

                                                  Г + В = Р + 2

«Сумма числа граней и вершин пирамиды равна числу ее ребер, увеличенному на два».

Необходимо отметить, что учащиеся должны осознать, что полученное суждение не просто замена чисел буквами или словами, это именно обобщение. С педагогической точки зрения важно, что сейчас происходит переход с арифметического уровня мышления на алгебраический. В еще большей степени важно понимание внутренней двойственности, диалектичности заключительного суждения. Будучи достоверным применительно к суждениям, на основе которых оно было образовано, оно в тоже время гипотетично относительно аналогичных суждений о любой n-угольной пирамиде. Т.О. индуктивные заключения нельзя характеризовать как только достоверные или как только гипотетичные.

Четвертая стадия – индуктивное определение областей приложения открытого закона. В качестве примера можно построить индуктивное умозаключение для призм.

Действуя по аналогии,  составляется соответствующая таблица.

Числовые характеристики  общих признаков призм

	Вид пирамиды 
	Число

	
	Граней
	Вершин
	Ребер

	Треугольная 
	5
	6
	9

	Четырехугольная 
	6
	8
	12

	Пятиугольная 
	7
	10
	15


 Рассуждая, как и в предыдущем случае, получим ту же буквенную и словесную формулировку закона, иначе говоря, открытый на занятии закон применим не только к пирамидам, но и к призмам.

Пятая стадия – отыскание алгоритма построения формулы,  выражающей найденный закон для конкретных фигур. По существу  такое построение есть возврат от абстрактного алгебраического равенства к конкретному арифметическому. Необходимо отметить один  из возможных вариантов такого  алгоритма – построение формулы по одному из признаков.

Оказывается, достаточно знать число ребер (вершин) у основания пирамиды или призмы, чтобы найти все интересующие нас параметры. Алгоритм находится индуктивно. Представим числа, записанные в предыдущих таблицах, как функцию числа n углов при основании соответствующих  пирамид и сделаем обобщающее заключение.

Выражение формулы Декарта - Эйлера через число углов при основании пирамиды

	Вид пирамиды
	Формула Декарта - Эйлера

	
	Г
	+
	В
	=
	Р
	+
	2

	Треугольная
	3+1
	+
	3+1
	=
	3
[image: image540.wmf]´

2
	+
	2

	Четырехугольная
	4+1
	+
	4+1
	=
	4
[image: image541.wmf]´

2
	+
	2

	Пятиугольная
	5+1
	+
	5+1
	=
	5
[image: image542.wmf]´

2
	+
	2

	n-угольная
	n + 1
	+
	n + 1
	=
	n 
[image: image543.wmf]´

2
	+
	2


Решение этой задачи для призм. 
Выражение формулы Декарта – Эйлера через число  углов при основании призмы
	Вид пирамиды
	Формула Декарта  - Эйлера

	
	Г
	+
	В
	=
	Р
	+
	2

	Треугольная
	3+2
	+
	3
[image: image544.wmf]´

2
	=
	3
[image: image545.wmf]´

3
	+
	2

	Четырехугольная
	4+2
	+
	4
[image: image546.wmf]´

2
	=
	4
[image: image547.wmf]´

3
	+
	2

	Пятиугольная
	5+2
	+
	5
[image: image548.wmf]´

2
	=
	5
[image: image549.wmf]´

3
	+
	2

	n-угольная
	n + 2
	+
	n 
[image: image550.wmf]´

2
	=
	n 
[image: image551.wmf]´

3
	+
	2


Построены соответствующие формулы, однако теперь выражение одного и того же знака для пирамид и призм оказалось различным. Нетождественность формул подсказывает разумную педагогическую рекомендацию – не надо заучивать формулы, их всегда можно найти, владея индуктивными умозаключениями.

Отысканием алгоритма обращения абстрактного выражения  в конкретное завершается индуктивный этап движения математической мысли и открывается возможность перехода к дедуктивному этапу.

Обычно этому этапу, понимаемому как применение на практике следствий из закона, открытого индуктивно, предшествует дедуктивное его обоснование (доказательство). Идея доказательства формулы Декарта-Эйлера:

1). Представим себе, что многогранник изготовлен из тонкой резины. Надо доказать, что Г + В = Р + 2.

2).  Вырежем одну грань, число ребер и вершин при этом не изменится. Надо будет доказать, что  Г + В = Р + 1.

3). Растянем поверхность многогранника на плоскость, при этом (хотя сами грани и ребра могут существенно изменить свою форму) их число не изменится.

4). Во всех гранях  - многоугольниках, не являющихся треугольниками (пусть их будет m), проведем по одной диагонали.

5). Каждая из m граней разобьется на две, т.е. появится m новых граней.

6). Диагоналей – они играют роль ребер – тоже будет m, и, хотя числа Г и Р изменятся, равенство  Г + В = Р + 1 не нарушится.

7). Будем продолжать аналогичные действия до тех пор, пока все грани не превратятся в треугольники.

8). Если теперь удалить один треугольник, то исчезнут одно ребро и одна грань, а доказываемое равенство не нарушается.

9) Удалим второй треугольник…, третий…, четвертый…, пока не останется только один треугольник. В нем очевидно, три вершины, три стороны – «ребра» и одна грань, т.е. 1+ 3 = 3 + 1 или в общем виде Г + В = Р + 1.

Важно отметить, что,  проведя  доказательство или просто утверждая истинность закона, мы обращаемся к дедуктивному этапу. Теперь, используя формулу, можно для любого выпуклого многогранника без обращения к чувственному опыту, без подсчета указать числовые характеристики в каждом конкретном случае.

Полезно обратить внимание учащихся на следующие важные обстоятельства: весьма высокую общность, абстрактность закона, взятого безотносительно к исходным посылкам, и обратное движение мысли на дедуктивном этапе. Если на первом этапе мысль шла от конкретного (трех пирамид) к абстрактному – формула, то на этом этапе мысль идет в противоположном направлении – от формулы закона к конкретным фактам действительности.

Тема 2. Объемы многогранников 
Занятие № 2 
I
 Данное семинарское занятие предлагается посвятить в основном сообщениям учащихся, их анализу и комментариям к ним.

II
  На занятии учащиеся выступают с сообщениями:

1. «Из истории вычисления объемов. Объем тел». 

В этом сообщении обратить внимание на теорему П. Гервина: любые два равновеликих многоугольника равносоставлены; 
рассказать о Давиде Гильберте и его выступлении на II Международном конгрессе математиков, состоявшемся в 1900 г. в Париже, о  немецком математике М. Дене и русском геометре В.Ф. Кагане и их доказательстве того, что  не любые два равновеликих многогранника можно разложить на одинаковое число соответственно равных между собой частей.

2. «Из истории вычисления объема пирамиды».
План выступления ученика может быть таким:

1) о вычислении объема пирамиды древними вавилонянами;
2) о формуле объема любой пирамиды (и конуса), впервые найденной Демокритом из Абдеры;
3) Евдокс и доказательство им теорем о конусе и пирамиде;
4) о строгом геометрическом доказательстве Архимеда – методе исчерпывания с применением доказательства от противного, которым впервые пользовался Евдокс Книдский для вывода формулы объема пирамиды;
5) основная теорема в учении о пирамидах: трехгранные пирамиды, имеющие равные высоты и равновеликие основания, равновелики (пятое предложение XII книги «Начал» Евклида);
6) о «чертовой лестнице» (основанной на теории пределов), введенной в элементарную геометрию Лежандром;
7) принцип Кавальери: если при пересечении двух тел плоскостями, параллельными одной и той же плоскости, в сечении всегда получаются равновеликие между собой фигуры, то объемы этих тел равны;
8) о применении метода интегрирования:
а) Пусть требуется найти объем V пирамиды  UABCDE, зная площадь ее основания(S) и ее высоту  U0 = h.
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б) Пусть F (x) – площадь произвольного сечения  A1B1C1D1E1 , парал-

лельного основанию и находящегося на расстоянии  x от вершины.
в) В силу подобия фигур  ABCDE  и A1B1C1D1E1      F (x) связана с переменной x соотношением  
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г) Объем части тела можно представить в виде F(x) dx .

д) Тогда искомый объем  V  как предел соответствующей интегральной суммы объемов всех частей тела представится в виде следующего определенного интеграла


[image: image556.wmf]ò

ò

=

´

=

=

H

H

SH

H

H

S

dx

x

H

S

dx

x

F

0

3

2

0

2

2

3

1

3

)

(

,

т.е. объем пирамиды равен одной трети  произведения площади ее основания на высоту.

3. «Об одной усеченной пирамиде в Московском папирусе».

В этом сообщении необходимо разобрать 14-ю задачу Московского папируса – самую интересную из известных задач Древнего Египта:

«Определить объем квадратной усеченной пирамиды, если ее высота равна 6, сторона нижнего основания 4, верхнего 2» и познакомиться с формулой, которой соответствуют вычисления древнеегипетской задачи:

(*)V = 
[image: image557.wmf]3

H

(a2 + ab + b2), где  h – высота усеченной пирамиды,   a и  b  - стороны верхнего и нижнего оснований.

III
В качестве самостоятельной работы учащимся можно предложить несколько задач на применение формулы (*).

Тема 3. Тела вращения 
Занятие № 3 
I
 На данном занятии целесообразно использовать  следующие методы работы: сообщения учащихся о телах вращения, о поверхностях;

разбор и решение исторических задач.

Форма работы  - коллективная, при которой каждый член коллектива принимает активное участие в обучении все других ее членов.

II
 На занятии по данной теме во вступительной части учителю необходимо кратко раскрыть историю тел вращения, коснувшись египтян и вавилонян, занимавшихся телами вращения и рассказав о вкладе в изучение тел вращения Архимеда.

На занятии с сообщениями выступают учащиеся. (Каждое сообщение готовит несколько человек).

1. «О телах вращения и центре тяжести».

В сообщении необходимо раскрыть происхождение понятий: тела вращения и центр тяжести фигур, рассказать о развитии учения о телах вращения и вопросах, связанных с определением центра тяжести, а также рассмотреть теоремы Паппа - Гульдина:

1) «Если  линия Z лежит в одной плоскости с осью  d  и по одну сторону от нее, то площадь поверхности, образованной вращением  Z вокруг d, равна произведению длины линии  l на длину окружности, описанной   центром тяжести  l».
  Пусть l – длина линии Z, и  - радиус окружности, описанной при полном обороте ее барицентром, т.е. центром тяжести. Тогда площадь S поверхности вращения выразится формулой

S = 2
[image: image558.wmf]p

ul.

2) «Объем V тела, образованного вращением некоторой плоской фигуры F, площадь которой равна S, вокруг оси, лежащей в плоскости F и не пересекающей ее, выражается формулой  V = 2 
[image: image559.wmf]p

uS, где  u – радиус окружности, описанной при  полном обороте центром тяжести фигуры  F».

Здесь следует разобрать доказательство И. Кавальери, принадлежавшее одному из его друзей – Антонио Рокка.

 а) Пусть имеется тело и поверхность ABB|A| , образованные вращением кривой линии   AB, уравнение которого y = f(x), около оси абсцисс.

 б) Пусть абсциссы точек A и B соответственно равны a  и b.

 в) Разбиваем поверхность на пояса плоскостями, параллельными оси y, и каждый пояс MNN|M| заменяем боковой поверхностью усеченного конуса с такими же основаниями.

 г) Площадь поверхности усеченного конуса, как известно, равна
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S, где 
[image: image567.wmf]D

S – элемент дуги  AB.

д) При   
[image: image568.wmf]D

S
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0   площадь S боковой поверхности этого тела вращения будет:

(1)   S = 
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е) Для получения V тела вращения достаточно учесть, что площадь сечения (круга) равна 
[image: image572.wmf]2
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, объем пояса равен 
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 EMBED Equation.3 [image: image574.wmf]x
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, а объем всего тела выразится определенным интегралом V = 
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2. «Цилиндр и цилиндрические поверхности».

В этом сообщении предлагается следующий план выступления:

а) Определение цилиндра, исходя из вращения прямоугольника около одной его стороны в XI книге «Начал» Евклида.

б) Понятие цилиндрической поверхности у Серена из Антинои (Египет), жившего в IV в.

в) Общее понятие цилиндрической поверхности, получаемой движением образующей, пересекающей все точки некоторой направляющей у Б. Какальери (XVII в.).

г) Формула боковой поверхности цилиндра у Архимеда(13 предложение произведения «О шаре и цилиндре»)

д) О выводе формулы для площади боковой поверхности цилиндра, используя (1/) и (2) из п.1.

3. «Конус и конические поверхности».
а) Введение понятия конической поверхности Аполлонием в его «Конических сечениях»

б) О воспроизведении определения конической поверхности Аполлония в современных школьных учебниках с существенной заменой круга на любую линию, так называемую направляющую.

в) Теорема Архимеда о площади боковой поверхности конуса (14 предложение  «О шаре и цилиндре»).

О выводе Архимедом (в 16 предложении) формулы для площади боковой поверхности усеченного конуса

(*) S =  
[image: image576.wmf]2
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l (r + R).
д) О применении другого вида формулы (*) S = 2
[image: image578.wmf]pr

l , получаемой введением радиуса 
[image: image579.wmf]r

=(R+r)/2.
4 «Об одной древнеегипетской криволинейной поверхности».
В этом сообщении рассказать о десятой задаче Московского папируса – древнейшего  в истории примера вычисления площади кривой поверхности, познакомить учащихся с различными мнениями ученых по поводу этой задачи.
5 «Шар и сферическая поверхность».

В этом сообщении рекомендуется рассмотреть определение шара, данное в «Началах» Евклида, разобрать «механическое» доказательство Архимеда, при котором масса тела, как бы помещенная вся в одном конце равноплечного рычага, уравновешивается массами, распределенными вдоль другого плеча и разобрать два предложения Архимеда, для доказательства которых был применен вышеуказанный метод:

1) каждый шар в четыре раза больше конуса, основание которого равно большому кругу шара, а высота – радиусу последнего;
2) Цилиндр, основание которого равно большому кругу шара, а высо-  та - диаметру последнего, в полтора раза больше шара.
Обратить внимание учащихся на доказательство предложений Архимеда.

1)  а) Пусть ABCD будет большой круг шара и два взаимно перпендикулярных диаметра.
      б) На   BD, как на диаметре, опишем круг в плоскости  
[image: image580.wmf]^

 AC, и на этом круге, как на основании, построим конус с вершиной   A.

      в) Продолжим боковую поверхность этого конуса до пересечения с плоскостью, проведенной через  C параллельно его основанию. Сечение будет кругом с диаметром EF.

      г) На этом круге как на основании построим цилиндр, высота и ось которого будет AC, продолжим  CA до  H так, чтобы  AH было равно CA.

        д) Будем  рассматривать CH как равноплечий рычаг,  A -  его середина.

      е) В плоскости  круга ABCD проведем какую-нибудь прямую   MN, параллельную  BD. Пусть она пересечет окружность в точке O и   P, диаметр   AC в точке    S и прямые  AE,  AF  - в точке  Q, R. Соединим A с O.

      ж) Проведем через   MN перпендикулярную  AC плоскость. Эта плоскость пересекает цилиндр по кругу с диаметром MN, шар – по кругу с диаметром OP и конус – по кругу с диаметром QR.

        з) Т.к.  MS = AC и QS = AS, то следует: 

MS 
[image: image581.wmf]´

SQ = CA 
[image: image582.wmf]´

 AS = AO2 = OS2 + SQ2
И т.к. HA = AC, то получится:
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Что согласно стоящему выше равно:
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Это значит:
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        и). Поэтому круговое сечение цилиндра в занимаемом им положении будет в равновесии с круговым сечением шара вместе с круговым сечением конуса, если оба последних круга будут перенесены с их центрами тяжести в Н.

        к). То же самое имеет место для трех соответствующих сечений плоскостью, которая будет перпендикулярна АС и проходит через любую другую прямую, находящуюся в параллелограмме EG и параллельную EF.

        л).  Если мы таким образом рассмотрим все группы по три круга, по которым плоскости, перпендикулярные АС, пересекают цилиндр, шар и конус и в которых складываются эти три тела, то следует, что цилиндр в занимаемом им положении будет относительно А в равновесии с вместе взятым шаром и конусом, если последние перенесены центрами своей тяжести в Н.

        м). Т.к. К – есть центр тяжести цилиндра, то, следовательно,
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Но HA = 2AK,следовательно, цилиндр =  2(шар + конус AEF). Но цилиндр = 3 конусам AEF (Евклид,  XII, 10), следовательно,  конус AEF = 2 шарам. Но т.к.   EF = 2BD, то имеем: конус  AEF  = 8 конусам ABD, следовательно, шар = 4 конусам  ABD.

  2)    а) Через BD проведем VBW,   XDY  параллельно  AC и представим себе цилиндр, имеющий ось  AC, а основаниями - круги с диаметрами   VX,   WY.     
                  б) В таком случае  цилиндр VY = 2 цилиндрам, VD = 6 конусам,
ABD = 
[image: image587.wmf]2
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 шара согласно доказанному выше.

            в) При помощи предложения 1) Архимед получил тот результат, что поверхность шара будет в 4 раза больше его большого круга.

           г)  Исходя из того обстоятельства, что каждый круг равен треугольнику, основания которого есть периметр, а высота - радиус круга и каждый шар будет равен конусу, основание которого равно поверхности шара, а высота равна радиусу.

Тема 4. Объёмы тел вращения
Занятие № 4 

I 
На данном занятии целесообразно использовать следующие методы работы: 

  - вступительная часть учителя «О теореме 2 Паппа – Гульдина»;

  - сообщения учащихся «Объем цилиндра и конуса», «Объем шара»;

  - разбор вывода формулы объема шара, данного Мордухай – Болтовским на основе принципа Кавальери.

II
На  занятии по данной теме учитель кратко напоминает основные моменты доказательства теоремы 2 Паппа – Гульдина (V = 2 
[image: image588.wmf]p

uS) - см. занятие № 3.

      Затем с сообщениями выступают учащиеся:

1. «Объем цилиндра и конуса». Примерный план выступления:

       а)   О выводе формулы для объема цилиндра, используя (2)  - см. занятие №  3.

       б)   Роль Евдокса Книдского в строгом доказательстве теорем, служащих для вывода формулы объема конуса и изложенных в пяти предложениях (10-14) XII книги «Начал» Евклида.

      в)   О выводе формулы для объема конуса, используя  2 -см. занятие № 3.

2.  «Объем шара». Примерный план выступления:

        а)  Профессор Д.Д. Мордухай – Болтовский (1876-1952) – видный советский ученый, историк математики, которому принадлежит самый совершенный русский перевод «Начал» Евклида с обстоятельными комментариями.  

      б) Разбор вывода формулы объема шара, данного Мордухай – Болтовским на основе принципа Кавальери:

1)  Поместим между двумя параллельными плоскостями полусферу ABC  и цилиндр A|B|C|D|  с основанием того же радиуса R, что и шар, и с высотой, равной радиусу, с входящим в него конусом C|D|O|, который имеет своим основанием верхнее основание цилиндра,  а вершиной – центр нижнего основания. 
[image: image589.jpg]



2)  На основании принципа Кавальери можно сделать заключение, что объем шара равен объему тела, получаемого вырезанием конуса из цилиндра.

3)   В самом деле, круг ab, полученный в сечении сферы плоскостью abа|b| ||  ABA|B|, равновелик с кольцом a|c|d|b|;  получаемым в сечении вышеуказанного тела той же самой плоскостью. 

4) На основании теоремы Пифагора в полусфере 

рb = r = 
[image: image590.wmf]2
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, где  h = ор, и, следовательно, площадь сечения  ab  равна  S = 
[image: image591.wmf]p

(R2 – h2)

5) С другой стороны, площадь круга a|b|

S| = 
[image: image592.wmf]p

R2
6) А т.к., очевидно, радиус круга 

c|d| = h, то площадь круга

c|d| : S|| = 
[image: image593.wmf]p

h2.

7) Следовательно, площадь кольца a|c|d|b| 

S| - S|| = 
[image: image594.wmf]p

(R2 – h2) = S
8) Замечая далее, что объем цилиндра равен 
[image: image595.wmf]p

R2 R = 
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 R3,

а объем конуса 
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 EMBED Equation.3 [image: image599.wmf]3
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 R = 
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[image: image601.wmf]p

R3, мы получаем для объема полусферы величину 
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2


[image: image603.wmf]p

 R3, а для объема всей сферы V = 
[image: image604.wmf]3
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[image: image605.wmf]p

 R3.

9) Для нахождения объема V шара с помощью определенного интеграла можно применить формулу (2) - см. занятие № 3:
V = 
[image: image606.wmf]ò
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 EMBED Equation.3 [image: image607.wmf]dx

y

2

p


10) Поместив начало координат в центр вращающегося около неподвижной прямой, совпадающей с осью x, полукруга радиуса R (см. рис.), заметим, что уравнение вращающейся линии можно представить так:   
 y2 + x2 = R2 
[image: image608.wmf]Þ

 y2 = R2 – x2

Итак, V =2
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