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Учебник «Математика: алгебра и начала матема-
тического анализа, геометрия. Алгебра и начала
математического анализа. Углубленный уровень.
10 класс», к преподаванию по которому написано
это методическое пособие, может быть использован
в 10 классах после изучения курса основной школы
по различным учебникам алгебры (лучше, конечно,
если по учебникам Г. К. Муравина, К. С. Муравина,
О. В. Муравиной).

Разработка содержания учебника была подчине-
на следующим  ц е л я м:  развитие личности школь-
ника средствами математики, подготовка его к про-
должению обучения и к самореализации в современ-
ном обществе.

Обучение математике строится на основе систем-
но-деятельностного подхода, принципов разделения
трудностей, укрупнения дидактических единиц,
опережающего формирования ориентировочной ос-
новы действий, принципов позитивной педагогики.

Системно-деятельностный подход предполагает
ориентацию на достижение цели и основного резуль-
тата образования — развитие личности обучающе-
гося на основе освоения универсальных учебных
действий, познания и освоения мира, активной
учебно-познавательной деятельности, формирова-
ние его готовности к саморазвитию и непрерывному
образованию; разнообразие индивидуальных образо-
вательных траекторий и индивидуального развития
каждого обучающегося.

Предисловие
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Принцип разделения трудностей. Математиче-
ская деятельность, которой должен овладеть школь-
ник, является комплексной, состоящей из многих
компонентов. Именно эта многокомпонентность яв-
ляется основной причиной испытываемых школь-
никами трудностей. Концентрация внимания на
обучении отдельным компонентам делает материал
доступнее.

Для осуществления принципа необходимо пра-
вильно и последовательно выбирать компоненты
для обучения. Если некоторая математическая де-
ятельность содержит в себе творческую и техниче-
скую компоненту, то, согласно принципу разделе-
ния трудностей, они изучаются отдельно, а затем ин-
тегрируются. 

Когда изучаемый материал носит алгоритмиче-
ский характер, для отработки и осознания каждого
шага алгоритма в учебнике составляется система
творческих заданий. Каждое следующее задание в
системе опирается на результат предыдущего, при-
меняется сформированное умение, новое знание.
Так постепенно формируется весь алгоритм дейст-
вия.

Принцип укрупнения дидактических единиц. Ук-
рупненная дидактическая единица (УДЕ) — это кле-
точка учебного процесса, состоящая из логически
различных элементов, обладающих в то же время
информационной общностью. Она обладает качест-
вами системности и целостности, устойчивостью во
времени и быстрым проявлением в памяти. Прин-
цип УДЕ предполагает совместное изучение взаимо-
связанных действий, операций, теорем. Принцип
укрупнения дидактических единиц весьма эффекти-
вен, например, при изучении логарифмической
функции и ее свойств.

Принцип опережающего формирования ориен-
тировочной основы действия (ООД) заключается в
формировании у обучающегося представления о це-
ли, плане и средствах осуществления некоторого
действия. Полная ООД обеспечивает систематиче-
ски безошибочное выполнение действия в некотором
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диапазоне ситуаций. ООД составляется учениками
совместно с учителем в ходе выполнения системы за-
даний. Отдельные этапы ООД включаются в опере-
жающую систему упражнений, что дает возмож-
ность подготовить базу для изучения нового матери-
ала и увеличивает время на его усвоение.

Принципы позитивной педагогики заложены в
основу педагогики сопровождения, поддержки и со-
трудничества учителя с учеником. Создавая интел-
лектуальную атмосферу гуманистического образова-
ния, учителя формируют у обучающихся критич-
ность, здравый смысл и рациональность. В процессе
обучения учитель воспитывает уважением, свободой,
ответственностью и участием. В общении с учителем
и товарищами по обучению передаются, усваиваются
и вырабатываются приемы жизненного роста как
цепь процедур самоидентификации, самоопределе-
ния, самоактуализации и самореализации, в резуль-
тате которых формируется творчески-позитивное
отношение к себе, к социуму и к окружающему миру
в целом, вырабатывается жизнестойкость, расширя-
ются возможности и перспективы здоровой жизни,
полной радости и творчества.

Образовательные результаты, через которые обес-
печивается достижение сформулированных выше
целей, включают в себя личностные, метапредмет-
ные и предметные результаты. 

В личностных результатах сформированность:
— целостного мировоззрения, соответствующего

современному уровню развития науки математики
и общественной практики ее применения;

— основ саморазвития и самовоспитания в соот-
ветствии с общечеловеческими ценностями и идеала-
ми гражданского общества; готовность и способность
к самостоятельной, творческой и ответственной де-
ятельности с применением методов математики;

— готовности и способности к образованию, в том
числе самообразованию, на протяжении всей жиз-
ни; сознательного отношения к непрерывному обра-
зованию как условию успешной профессиональной
и общественной деятельности на основе развитой мо-
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тивации учебной деятельности и личностного смыс-
ла изучения математики, заинтересованности в при-
обретении и расширении математических знаний
и способов действий, осознанности в построении ин-
дивидуальной образовательной траектории;

— осознанного выбора будущей профессии, ори-
ентированной в применении математических мето-
дов и возможностей реализации собственных жиз-
ненных планов; отношение к профессиональной де-
ятельности как возможности участия в решении
личных, общественных, государственных, общена-
циональных проблем;

—логического мышления: критичности (умение
распознавать логически некорректные высказыва-
ния), креативности (собственная аргументация, оп-
ровержения, постановка задач, формулировка проб-
лем, работа над исследовательским проектом и др.).

В метапредметных результатах сформирован-
ность:

— способности самостоятельно ставить цели учеб-
ной, исследовательской и проектной деятельности,
планировать, осуществлять, контролировать и оце-
нивать учебные действия в соответствии с постав-
ленной задачей и условиями ее выполнения;

— умения самостоятельно планировать альтерна-
тивные пути достижения целей, осознанно выбирать
наиболее эффективные способы решения учебных
и познавательных задач;

— умения находить необходимую информацию,
критически оценивать и интерпретировать инфор-
мацию в различных источниках (в справочниках,
литературе, Интернете), представлять информацию
в различной форме (словесной, табличной, графиче-
ской, символической), обрабатывать, хранить и пе-
редавать информацию в соответствии с познаватель-
ными или коммуникативными задачами;

— навыков осуществления познавательной, учеб-
но-исследовательской и проектной деятельности,
навыками разрешения проблем; способность и го-
товность к самостоятельному поиску методов реше-
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ния практических задач, применению различных
методов познания;

— умения продуктивно общаться и взаимодейст-
вовать в процессе совместной деятельности, учиты-
вать позиции других участников деятельности, эф-
фективно разрешать конфликты;

— владения языковыми средствами — умение яс-
но, логично и точно излагать свою точку зрения, ис-
пользовать адекватные языковые средства;

— владение навыками познавательной рефлексии
как осознания совершаемых действий и мыслитель-
ных процессов, их результатов и оснований, границ
своего знания и незнания, новых познавательных
задач и средств их достижения. 

В предметных результатах сформированность:
— представлений о математике как части миро-

вой культуры и о месте математики в современной
цивилизации, о способах описания на математиче-
ском языке явлений реального мира;

— представлений о математических понятиях
как о важнейших математических моделях, позво-
ляющих описывать и изучать разные процессы и яв-
ления; понимание возможности аксиоматического
построения математических теорий;

— умений применения методов доказательств
и алгоритмов решения; умение их применять, про-
водить доказательные рассуждения в ходе решения
задач;

— стандартных приемов решения рациональных
и иррациональных, показательных, степенных, три-
гонометрических уравнений и неравенств, их сис-
тем; использование готовых компьютерных про-
грамм, в том числе для поиска пути решения и ил-
люстрации решения уравнений и неравенств;

— представлений об основных понятиях, идеях
и методах математического анализа; 

— представлений о процессах и явлениях, имею-
щих вероятностный характер, о статистических
закономерностях в реальном мире, об основных по-
нятиях элементарной теории вероятностей; умений
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находить и оценивать вероятности наступления со-
бытий в простейших практических ситуациях и ос-
новные характеристики случайных величин;

— навыков использования компьютерных про-
грамм при решении задач;

— представлений о необходимости доказательств
при обосновании математических утверждений;

— понятийного аппарата по основным разделам
курса математики; знаний основных теорем, фор-
мул и умения их применять; умения доказывать тео-
ремы и находить нестандартные способы решения
задач;

— умений моделировать реальные ситуации, ис-
следовать построенные модели, интерпретировать
полученный результат;

— представлений об основных понятиях матема-
тического анализа и их свойствах, владение умени-
ем характеризовать поведение функций, использо-
вание полученных знаний для описания и анализа
реальных зависимостей;

— умений составления вероятностных моделей по
условию задачи и вычисления вероятности наступ-
ления событий, в том числе с применением формул
комбинаторики и основных теорем теории вероят-
ностей; исследования случайных величин по их рас-
пределению.

Наши методические рекомендации рассчитаны
на 4 часа в неделю.

Общая характеристика учебников
Скажем несколько слов о нашем УМК для

10—11 классов.
Во-первых, заметим, что изучение элементов ма-

тематического анализа отнесено к последнему году
обучения. Такое распределение вызвано недосказан-
ностью материала элементарной математики в ос-
новной школе, создающей опасность разрыва основ-
ных содержательных линий элементами высшей ма-
тематики, имеющими совершенно иную идеологию.
Кроме того, дойдя в 10 классе до границ приме-
нимости элементарных методов, предлагается один-
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надцатиклассникам естественная мотивация изуче-
ния элементов математического анализа.

Учебник 10 класса начинается с главы, содержа-
щей повторительный материал по функциям и гра-
фикам, изученным в основной школе. Это повторе-
ние, с одной стороны, систематизирует имеющиеся
знания, с другой — обогащает новыми для учеников
идеями. Вопросы непрерывности и монотонности
функций находят применение в решении неравенств
методом интервалов и в подборе корней уравнений.
Большое внимание уделяется преобразованиям гра-
фиков функций.

Во второй главе продолжается развитие функцио-
нальной линии, рассматриваются свойства четности
и нечетности функций. Монотонность функций ис-
пользуется в решении иррациональных уравнений
и неравенств. В связи с введением понятия корня
n-й степени появляется обратная функция. Естест-
венный переход от корней к степеням с рациональ-
ным показателем подводит школьников к третьей
главе учебника, в которой рассматриваются показа-
тельная и логарифмическая функции.

Четвертая, самая объемная глава учебника посвя-
щена тригонометрии. В первой ее части школьники
знакомятся в основном с функциональными (пери-
одичность, формулы приведения, графики, простей-
шие уравнения), а во второй — с алгебраическими
(тригонометрические тождества и преобразования,
основные типы тригонометрических уравнений) ас-
пектами тригонометрии. Такая последовательность
изучения материала наиболее компактна.

В пятой главе учебника школьники изучают эле-
менты теории вероятностей и комбинаторики. Зна-
комство с этим материалом началось в основной
школе. В зависимости от УМК, который там исполь-
зовался, школьники должны быть знакомы с поня-
тиями: вероятность события, достоверное и невоз-
можное события. Они учились применять классиче-
скую схему вычисления вероятности в несложных,
как правило одноходовых, задачах, а также нахо-
дить число перестановок из n элементов. Практи-
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чески весь материал главы уже был рассмотрен
в нашем курсе алгебры 7—9 классов. Тем не ме-
нее, повторение полезно десятиклассникам, осо-
бенно с учетом обновления задачного материала.
В 11 классе знакомство с вероятностью обогащает-
ся понятиями суммы и произведения событий,
школьники учатся находить условную вероятность.
В 11 класс также отнесено изучение некоторых по-
нятий статистики.

Завершает учебник 10 класса глава, в которой
систематизируется материал функциональной ли-
нии, в частности, рассматриваются обратные триго-
нометрические функции (при решении уравнений
выражения arcsin a, arccos a, arctg a и arcctg a рас-
сматривались как числа), а также анализирует-
ся проблема равносильности уравнений и нера-
венств. Здесь же происходит знакомство с возмож-
ностями использования математической символики
при оформлении решений. Вопросы равносильности
рассматриваются в конце учебника, когда ученики
уже умеют решать широкий круг уравнений и нера-
венств, в которых равносильность и следование хотя
и не назывались, но использовались.

Понятия и символы следования и равносильности
затем используются в 11 классе при формулировке
основных понятий математического анализа.

В 10 классе не предполагается изучение школь-
никами сложных («специальных») приемов реше-
ния некоторых видов уравнений, систем и нера-
венств, которые встречаются среди трудных заданий
ЕГЭ. Этому материалу в нашем курсе выделено мес-
то в 11 классе, после рассмотрения вопросов матема-
тического анализа. Там же обобщается и развивает-
ся линия задач с параметрами.

Особое внимание при создании учебников 10 и
11 классов уделено выстраиванию системы упраж-
нений. Все задачи курса алгебры можно разделить
на стандартные, умение решать которые в процес-
се обучения стараются довести до уровня навыков,
и нестандартные, в решении которых ученикам не-
обходимо проявлять элементы творчества, где про-
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цесс поиска решения, пожалуй, даже более важен,
чем правильный ответ. Понятно, что такое деление
задач зависит от программы и целей соответствую-
щего курса, так, некоторые задачи, стандартные при
углубленном изучении математики, для общеобра-
зовательного курса заведомо являются нестандарт-
ными. В наших учебниках практически нет серий
однообразных стандартных заданий, отличающихся
только коэффициентами. Понятно, что это предпо-
лагает отказ от натаскивания учащихся на решение
простейших типовых заданий, которое не оставляет
времени для содержательных математических за-
дач. При использовании наших учебников стандарт-
ные навыки, в основном, формируются в процессе
выполнения более сложных заданий.

Задания в учебнике дифференцированы по своей
дидактической и методической направленности.
Система упражнений сплетена из заданий, представ-
ляющих три основные группы. К стандартным уп-
ражнениям относятся первые две. Номера заданий
первой группы не имеют специальных обозначе-
ний — эти задания определяют как бы нижнюю
границу умений, которые необходимо выработать
у школьников. Задания второй группы, отмеченные
значком «○», хотя и несколько сложнее, чем зада-
ния первой группы, однако в своей массе не требуют
от школьников особых интеллектуальных усилий.
Эти задания должны обеспечить формирование обя-
зательных умений.

Обычно задания первых двух групп выполняются
школьниками самостоятельно с немедленным разбо-
ром полученных ими результатов.

Значительную часть системы упражнений состав-
ляют задания третьей группы, отмеченные значком
« ». Эти задания нестандартные, их дидактическая
функция — активизация мыслительной деятельнос-
ти школьников. Перед выполнением многих из них
в классе вырабатывается и обсуждается план реше-
ния. После чего они становятся посильными для
большинства школьников.
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В системе упражнений имеются и задания, адре-
сованные только сильным учащимся. Эти задания
отмечены значком «*» и их массовое выполнение
или даже разбор их решений со всем классом не
предполагается.

Во всех случаях мы стремились разгрузить зада-
ния от усложнений, не связанных с идеями реше-
ния. Так, в частности, большинство квадратных
уравнений, которые приходится решать школьни-
кам, имеют корнем числа 1, –1 или допускают не-
сложный подбор корней по формулам Виета. Понят-
но, что за счет технической разгрузки заданий до-
стигается значительная экономия времени.

В системе упражнений имеются также задания,
которые следует выполнять с калькулятором. Они
отмечены значком « ». Если у большинства школь-
ников имеются инженерные калькуляторы, эти за-
дания можно включить в уроки. Поскольку в учеб-
нике рассматриваются вычисления на калькуля-
торе, предоставляемом компьютерным пакетом
«Windows», полезно изыскать возможность проведе-
ния одного-двух уроков математики в школьном
компьютерном классе. На эти уроки можно вынести
весь соответствующий материал учебника.

Использование компьютера не исчерпывается
калькулятором. Важную роль в обучении имеют
специализированные компьютерные программы.
В первую очередь мы рекомендуем использовать
GeoGebra — программу, которую можно бесплатно
скачать из Интернета. Эта программа позволяет со-
здавать динамические чертежи для использования
на разных уровнях обучения алгебры и геометрии.

Программа предоставляет широкие возможности
работы с функциями: построение графиков, вычис-
ление корней, экстремумов, интегралов и т. д. Geo-
Gebra оптимально сочетает графические и числовые
представления. Легкость получения графиков функ-
ций по вводимым формулам, опции изменения пара-
метров и задаваемая автоматическая анимация де-
лают эту программу удобным инструментом для по-
иска и иллюстрации решения задач с параметрами.
Программа существенно повышает наглядность изу-
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чения свойств функций, а геометрическая часть про-
граммы находит широкое применение при изучении
как планиметрии, так и стереометрии.

На уроках программа GeoGebra обычно использу-
ется учителями, проектирующими изображения на
интерактивную доску или экран мультимедийного
проектора. А ученики используют компьютеры, вы-
полняя домашние задания и создавая слайд-шоу, ко-
торые потом демонстрируют в классе. Набрав в
Интернете в поисковой строке слово «GeoGebra»,
можно подробно ознакомиться со свойствами этой
программы, отзывами пользователей и решениями
различных задач, выполненных в этой программе.

В учебнике задания, в которых полезно приме-
нить компьютерную программу, отмечены специ-
альным значком. Конечно, преподавать математику
без использования Интернета и компьютера можно
и сейчас. Просто нужно иметь в виду, что такое пре-
подавание менее эффективно и неинтересно школь-
никам.

Некоторые задания третьей группы могут пока-
заться непривычно трудными по сравнению с обыч-
ным для большинства других учебников набором уп-
ражнений. Дело в том, что задания, при выполнении
которых ученики не испытывают затруднений, ока-
зываются практически бесполезными в плане разви-
тия мышления — приоритетном аспекте обучения
математике. Важно только, чтобы эти затруднения
были преодолимы, и ученикам вовремя предостав-
лялась помощь, особенно, если задания выполняют-
ся в домашней работе. В наших рекомендациях мы
во многих случаях предлагаем учителю подводящие
к идее решения вопросы, а дома им помогут доволь-
но содержательные разделы «Ответы», «Советы»,
«Решения», об использовании которых говорится
в начале учебника в обращении к ученикам. В этом
разделе учтены практически все случаи, в которых
ученики могут испытать затруднения. Разделы
служат дополнительными консультациями по изу-
чаемому материалу, и, что особенно важно, учащие-
ся могут получить их именно в тот момент, когда
они им нужны. Конечно, некоторые ученики вместо
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самостоятельного выполнения заданий предпочтут
просто разобрать и переписать их решения. Однако
даже в этом случае они, вероятно, чему-то научатся.
Учитель должен продемонстрировать школьникам
бессмысленность простого списывания решений, от-
казавшись от выставления оценок за факт наличия
(или отсутствия!) выполненного в тетради домашне-
го задания. Главное, чтобы школьники умели ре-
шать те задания, которые были заданы.

Технология обучения
Технология обучения строится на базе двух форм

организации работы с классом. Одна из них фрон-
тальная беседа, которая используется, в основном,
при изучении нового материала и при работе с не-
стандартными задачами. Вторая — самостоятель-
ная письменная работа, которая применяется, как
правило, для формирования навыка решения стан-
дартных задач.

1. Фронтальная беседа. Работа проводится в
виде диалога учителя с классом, при этом учитель
старается с помощью системы вопросов вовлечь в не-
го как можно больше учащихся. Понятно, что наи-
более простые вопросы адресуются ученикам посла-
бее.

Фронтальная беседа ни в коем случае не должна
сводиться к работе с сильными учениками, когда
большая часть класса не успевает следить даже за
развитием сюжета. Поэтому желательно заранее
планировать, кому и какой вопрос задать, или, по
крайней мере, заготовить достаточное количество
простых вопросов.

При работе с новым материалом учитель часто
делает записи на классной доске, однако ученики
не всегда должны их дублировать в своих тетрадях.
В большинстве случаев, когда рассматривается но-
вый тип задач, аналогичный материал есть в учебни-
ке. Но главная причина заключается в том, что уче-
ники не в состоянии разделять свое внимание меж-
ду несколькими видами деятельности, поэтому в
каждый момент урока ученик должен заниматься
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чем-то одним: внимательно слушать, обдумывать,
устно вычислять, сравнивать, переписывать с доски
или что-то записывать в тетради. Учитель же дол-
жен своевременно переключать школьников с одно-
го вида деятельности на другой, зная, что они, как
правило, не могут больше 5—7 минут концентриро-
ваться на одном виде деятельности.

Вернемся к проблеме переписывания с доски. Ес-
ли учитель считает, что какие-то записи должны
оказаться в ученических тетрадях, то после объясне-
ния логически законченного блока ему следует спе-
циально выделить для этого время.

За активное участие в работе учеников необхо-
димо стимулировать отметками или похвалой.

2. Письменная самостоятельная работа.
Непременное требование, которому должна удовлет-
ворять организация самостоятельной работы, — ин-
формация о ее продолжительности до начала работы
и анализ результатов непосредственно после ее окон-
чания. Конечно, глубина анализа может быть раз-
личной, однако каждый ученик, закончив работу,
как минимум, должен узнать, какую ее часть он
выполнил верно и в чем допустил ошибку.

Крайне желательно, чтобы в классе была доста-
точно большая классная доска, оборудованная
«крыльями». Можно вызывать одного или двух
школьников выполнять самостоятельную работу за
крыльями доски скрытно от остальных учащихся,
а после ее выполнения использовать эти решения
для проверки и обсуждения результатов решения.
Можно также использовать мультимедийный проек-
тор или интерактивную доску.

Требование немедленного контроля заставляет
несколько иначе взглянуть на домашнюю работу
школьников, а также на организацию контрольных
работ. Так, в частности, не следует задавать на дом
материал алгоритмического характера, пока уче-
никами не усвоены соответствующие алгоритмы,
поскольку даже констатация расхождения получен-
ного ответа с ответом в учебнике может оказаться
недостаточной для отыскания ошибочного шага ре-
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шения. Можно предложить простое и эффективное
решение проблемы домашнего задания (хотя в на-
ших методических рекомендациях этому совету мы
не следуем). Всем ученикам полезно дома вернуться
к разобранным в классе заданиям самостоятельных
работ и постараться повторно выполнить те, в кото-
рых ими были допущены ошибки.

Понятно, что проверять следует не переписыва-
ние этих заданий, а умение их решать. Проверку вы-
полнения домашнего задания иногда полезно осу-
ществлять с помощью самостоятельной работы в
двух вариантах, задания которых аналогичны тем,
которые должны были быть разобраны школьника-
ми дома. Такие самостоятельные работы выборочно
или тотально оцениваются.

Заметим, что школьники, которые научились ре-
шать задачи того или иного типа на уроке, могут за-
няться дома чем-нибудь для себя более полезным.
Можно время от времени дополнительно предлагать
школьникам различные нестандартные, творческие
задания, выполнение которых должно поощряться,
а отказ от выполнения этих заданий не наказывает-
ся.

Количество упражнений к пунктам учебника до-
статочно для изучения и закрепления материала
и полностью обеспечивает учебный процесс, однако
в нашем пособии есть дополнительные задания для
устной работы, математических диктантов, само-
стоятельных и контрольных работ, а также зачетов.
В качестве дополнительного дидактического мате-
риала можно использовать различные пособия для
подготовки к ЕГЭ.

Мы советуем учителю перейти при контроле зна-
ний школьников на форму дифференцированного за-
чета (зачета с выставлением отметки). Зачет сдает-
ся по материалу главы, причем зачетные вопросы и
задания могут быть составлены из контрольных воп-
росов и заданий, которыми завершается каждый
пункт учебника, а допуском к зачету может являть-
ся выполненная школьником домашняя контроль-
ная работа к главе. Кстати, выполнение домашней



контрольной работы ученик не должен оттягивать
на последний день изучения материала главы, на-
оборот, домашняя контрольная работа является по-
стоянным (пока не будет выполнена) домашним за-
данием, контроль за выполнением которого осу-
ществляет учитель.

В нашем планировании указывается время, отво-
димое либо на зачет, либо на контрольную работу.
При зачетной форме контроля можно разрешить же-
лающим вместо зачета написать контрольную рабо-
ту. Кроме того, учитель может по одним главам про-
вести зачет, а по другим — контрольную работу.

Контрольные работы составлены из заданий трех
уровней. Первый уровень содержит тест, в котором
ученики должны выбрать один из вариантов ответа.
Выполнение заданий первого уровня соответствует
оценке «3». Второй уровень соответствует отметке
«4», а третий — отметке «5».

И последнее. В этой книге мы постарались под-
робно рассмотреть вопросы организации и проведе-
ния конкретных уроков, что сэкономит учителю
время на подготовку к ним. Не забывайте, однако,
что методические рекомендации — это не более чем
советы авторов. Мы надеемся, что они будут способ-
ствовать творческой инициативе учителей.

Вообще учителям мы советуем предварительно
обсудить с нами свои идеи в гостевой книге на сайте:
http://muravin2007.narod.ru. На этом же сайте лю-
бой учитель может задать вопрос.
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Примерное тематическое планирование
Тематическое планирование реализует один из

возможных подходов к распределению изучаемого
материала. Оно не носит обязательного характера и
не исключает возможности иного распределения со-
держания.

В примерном тематическом планировании разде-
лы основного содержания разбиты на темы в поряд-
ке их изучения.

Особенностью примерного тематического плани-
рования является то, что в нем содержится описание
возможных видов деятельности учащихся в про-
цессе усвоения соответствующего содержания, на-
правленных на достижение поставленных целей
обучения. Это ориентирует учителя на усиление де-
ятельностного подхода в обучении, на организацию
разнообразной учебной деятельности, отвечающей
современным психолого-педагогическим взглядам,
на использование современных технологий.
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бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

2
.П

р
я

м
ая

, г
и

п
ер

бо
л

а,
 п

ар
аб

ол
а 

и
 о

к
ру

ж
н

ос
ть

К
он

ст
ан

та
. 

Л
и

н
ей

н
ая

 ф
у

н
к

ц
и

я
 

и
 е

е 
гр

аф
и

к
. 

У
р

ав
н

ен
и

е 
п

р
я

м
ой

, 
п

р
ох

од
я

щ
ей

 ч
ер

ез
 д

ве
 т

оч
к

и
. 

К
ва

д
р

ат
и

ч
н

ая
 ф

у
н

к
ц

и
я

, 
ф

у
н

к
-

ц
и

я
 y

 =
 

. 
В

ер
ти

к
ал

ьн
ая

 и
 г

ор
и

-

зо
н

та
л

ьн
ая

 а
си

м
п

то
ты

. 
О

п
р

ед
е-

л
ен

и
я

 п
р

я
м

ой
, 

ги
п

ер
бо

л
ы

, 
п

ар
а-

бо
л

ы
 к

ак
 г

ео
м

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 м
ес

т 
то

ч
ек

5
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
я

 п
р

я
м

ой
, г

и
п

ер
бо

л
ы

, 
п

ар
аб

ол
ы

, 
ок

р
у

ж
н

ос
ти

 ч
ер

ез
 с

оо
тв

ет
ст

ву
ю

щ
и

е 
ге

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

е 
м

ес
та

 т
оч

ек
. 

З
ап

и
сы

ва
ть

 у
р

ав
н

е-
н

и
е 

п
р

я
м

ой
, 

гр
аф

и
к

 к
от

ор
ой

 п
р

ох
од

и
т 

ч
ер

ез
 д

ве
 

то
ч

к
и

 с
 з

ад
ан

н
ы

м
и

 к
оо

р
д

и
н

ат
ам

и
. 

С
тр

ои
ть

 г
р

а-

ф
и

к
 к

ва
д

р
ат

и
ч

н
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 

. 

С
тр

ои
ть

 в
ер

ти
к

ал
ьн

у
ю

 и
 г

ор
и

зо
н

та
л

ьн
у

ю
 а

си
м

п
-

то
ты

 к
 г

р
аф

и
к

у
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 
. 

З
ап

и
сы

ва
ть

 у
р

ав
-

н
ен

и
е 

п
р

я
м

ой
, 

п
ар

ал
л

ел
ьн

ой
 д

ан
н

ой
 и

 п
р

ох
од

я
-

щ
ей

 ч
ер

ез
 д

ан
н

у
ю

 т
оч

к
у

. 
З

ап
ол

н
я

ть
 т

аб
л

и
ц

ы
 з

н
а-

ч
ен

и
й

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

В
ы

п
ол

н
я

ть
 з

ад
ан

и
я

 с
 п

ар
ам

ет
р

а-
м

и
. 

Н
ах

од
и

ть
 т

оч
к

и
 п

ер
ес

еч
ен

и
я

 г
р

аф
и

к
ов

 
ф

у
н

к
ц

и
й

 г
р

аф
и

ч
ес

к
и

 и
 а

н
ал

и
ти

ч
ес

к
и

. 
З

ад
ав

ат
ь 

ок
р

у
ж

н
ос

ть
 у

р
ав

н
ен

и
ем

. 
Н

ах
од

и
ть

 о
ш

и
бк

и
 в

 т
аб

-
л

и
ц

ах
, 

н
а 

сх
ем

ат
и

ч
ес

к
и

х
 ч

ер
те

ж
ах

, 
в 

р
еш

ен
и

я
х

. 
С

р
ав

н
и

ва
ть

 г
р

аф
и

к
и

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
  

к
ом

п
ью

те
р

н
ы

е 
п

р
ог

р
ам

м
ы

 д
л

я
 п

ос
тр

ое
н

и
я

 г
р

а-
ф

и
к

ов
. 

П
р

и
во

д
и

ть
 п

р
и

м
ер

ы
 р

еа
л

ьн
ы

х
 я

вл
ен

и
й

 
(п

р
оц

ес
со

в)
, 

к
ол

и
ч

ес
тв

ен
н

ы
е 

х
ар

ак
те

р
и

ст
и

к
и

 

k x---

k x---

k x---
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к
от

ор
ы

х
 о

п
и

сы
ва

ю
тс

я
 с

 п
ом

ощ
ью

 л
и

н
ей

н
ой

, 

к
ва

д
р

ат
и

ч
н

ой
 ф

у
н

к
ц

и
й

 и
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 
.

О
п

и
сы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 с
 о

п
ор

ой
 н

а 
ее

 г
р

а-
ф

и
к

. 
П

ер
еч

и
сл

я
ть

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 и
 и

л
л

ю
ст

р
и

-
р

ов
ат

ь 
и

х
 с

 п
ом

ощ
ью

 г
р

аф
и

к
а

3
.Н

еп
р

ер
ы

вн
ос

ть
 и

 м
он

от
он

-
н

ос
ть

 ф
ун

к
ц

и
й

П
он

я
ти

я
 н

еп
р

ер
ы

вн
ос

ти
, 

м
он

о-
то

н
н

ос
ти

 и
 р

аз
р

ы
ва

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

К
у

со
ч

н
о-

за
д

ан
н

ы
е 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

О
к

-
р

ес
тн

ос
ть

 т
оч

к
и

. Ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 [

x
] 

и
 y

 =
 {

x
}.

 Т
ео

р
ем

а 
о 

п
р

ом
еж

у
то

ч
-

н
ом

 з
н

ач
ен

и
и

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

В
оз

р
ас

-
та

н
и

е 
и

 у
бы

ва
н

и
е 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

П
р

о-
м

еж
у

тк
и

 м
он

от
он

н
ос

ти
. Р

еш
ен

и
е 

н
ер

ав
ен

ст
в 

м
ет

од
ом

 и
н

те
р

ва
л

ов

5
Н

ах
од

и
ть

 н
еп

р
ер

ы
вн

ы
е 

и
 р

аз
р

ы
вн

ы
е 

ф
у

н
к

ц
и

и
, 

ес
л

и
 ф

у
н

к
ц

и
и

 з
ад

ан
ы

 а
н

ал
и

ти
ч

ес
к

и
 и

л
и

 г
р

аф
и

-
ч

ес
к

и
. 

П
р

и
во

д
и

ть
 п

р
и

м
ер

ы
 н

еп
р

ер
ы

вн
ы

х
 и

 р
аз

-
р

ы
вн

ы
х

 ф
у

н
к

ц
и

й
. Н

ах
од

и
ть

 з
н

ач
ен

и
я

 к
у

со
ч

н
о-

за
-

д
ан

н
ы

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

 и
 с

тр
ои

ть
 и

х
 г

р
аф

и
к

и
. 

Ф
ор

м
у

-
л

и
р

ов
ат

ь 
те

ор
ем

у
 о

 п
р

ом
еж

у
то

ч
н

ом
 з

н
ач

ен
и

и
 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Ф
ор

м
у

л
и

р
ов

ат
ь 

оп
р

ед
ел

ен
и

е 
во

зр
ас

-
та

ю
щ

ей
 и

 у
бы

ва
ю

щ
ей

 ф
у

н
к

ц
и

й
. 

Н
ах

од
и

ть
 п

р
ом

е-
ж

у
тк

и
 м

он
от

он
н

ос
ти

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Р
еш

ат
ь 

н
ер

ав
ен

-
ст

ва
 м

ет
од

ом
 и

н
те

р
ва

л
ов

. 
Р

еш
ат

ь 
у

р
ав

н
ен

и
я

 с
 и

с-
п

ол
ьз

ов
ан

и
ем

 м
он

от
он

н
ос

ти
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
Д

ок
аз

ы
ва

ть
, 

ч
то

 з
ад

ан
н

ая
 ф

у
н

к
ц

и
я

 я
вл

я
ет

ся
 н

е-
п

р
ер

ы
вн

ой
 н

а 
п

р
ом

еж
у

тк
е.

 С
тр

ои
ть

 г
р

аф
и

к
 

ф
у

н
к

ц
и

и
 п

о 
ее

 о
п

и
са

н
и

ю
. 

Р
еш

ат
ь 

у
р

ав
н

ен
и

я
 с

 п
а-

р
ам

ет
р

ом
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
е 

п
р

ог
р

ам
м

ы
 

д
л

я
 п

ос
тр

ое
н

и
я

 г
р

аф
и

к
ов

. 
О

п
и

сы
ва

ть
 с

во
й

ст
ва

 
к

у
со

ч
н

о-
за

д
ан

н
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
 с

 о
п

ор
ой

 н
а 

ее
 г

р
а-

ф
и

к
. 

П
ер

еч
и

сл
я

ть
 с

во
й

ст
ва

 ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 и
л

л
ю

ст
р

и
-

р
ов

ат
ь 

и
х

 с
 п

ом
ощ

ью
 г

р
аф

и
к

а 

k x---
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

4
.К

ва
др

ат
и

чн
ая

 и
 д

р
об

н
о-

л
и

н
ей

-
н

ая
 ф

ун
к

ц
и

и
. П

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
е 

гр
аф

и
к

ов
Г

р
аф

и
к

и
 к

ва
д

р
ат

и
ч

н
ой

 и
 д

р
об

н
о-

 
л

и
н

ей
н

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
Н

ах
ож

д
ен

и
е 

н
аи

бо
л

ьш
ег

о 
и

 н
аи

м
ен

ьш
ег

о 
зн

а-
ч

ен
и

й
 ф

у
н

к
ц

и
и

 н
а 

п
р

ом
еж

у
тк

е.
 

Г
р

аф
и

ч
ес

к
ое

 р
еш

ен
и

е 
н

ер
ав

ен
ст

-
ва

 и
 с

и
ст

ем
ы

 н
ер

ав
ен

ст
в 

с 
д

ву
м

я
 

п
ер

ем
ен

н
ы

м
и

6
С

тр
ои

ть
 г

р
аф

и
к

и
 к

ва
д

р
ат

и
ч

н
ой

 и
 д

р
об

н
о-

л
и

н
ей

-
н

ой
 ф

у
н

к
ц

и
й

 с
 п

ом
ощ

ью
 п

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
й

. 
С

тр
о-

и
ть

 г
р

аф
и

к
 ф

у
н

к
ц

и
и

 с
 м

од
у

л
я

м
и

. 
Н

ах
од

и
ть

 н
а-

и
бо

л
ьш

ее
 и

 н
аи

м
ен

ьш
ее

 з
н

ач
ен

и
я

 ф
у

н
к

ц
и

и
 н

а 
п

р
ом

еж
у

тк
е.

 Р
еш

ат
ь 

гр
аф

и
ч

ес
к

и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
 

и
 с

и
ст

ем
ы

 н
ер

ав
ен

ст
в 

с 
д

ву
м

я
 п

ер
ем

ен
н

ы
м

и
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
  к

ом
п

ью
те

р
н

ы
е 

п
р

ог
р

ам
м

ы
 д

л
я

 п
о-

ст
р

ое
н

и
я

 г
р

аф
и

к
ов

. 
Р

еш
ат

ь 
у

р
ав

н
ен

и
я

 с
 п

ар
ам

ет
-

р
ом

П
р

ое
к

ты
1

.
П

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
я

 г
р

аф
и

к
ов

 
ф

у
н

к
ц

и
й

: 
п

ар
ал

л
ел

ьн
ы

й
 п

ер
е-

н
ос

, 
р

ас
тя

ж
ен

и
е 

(с
ж

ат
и

е)
. 

П
он

я
-

ти
е 

о 
к

ом
п

оз
и

ц
и

и
  ф

у
н

к
ц

и
й

.
2

.
У

р
ав

н
ен

и
я

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
 с

 м
о-

д
у

л
я

м
и

 и
 п

ар
ам

ет
р

ам
и

. 
П

он
я

ти
е 

о 
п

л
ос

к
ом

 м
ет

од
е 

и
н

те
р

ва
л

ов
 и

 
ег

о 
п

р
и

м
ен

ен
и

е 
к

 р
еш

ен
и

ю
 у

р
ав

-
н

ен
и

й
 и

 н
ер

ав
ен

ст
в 

с 
м

од
у

л
я

м
и

 
и

 п
ар

ам
ет

р
ам

и

И
ск

ат
ь,

 о
тб

и
р

ат
ь,

 а
н

ал
и

зи
р

ов
ат

ь,
 с

и
ст

ем
ат

и
зи

-
р

ов
ат

ь 
и

 к
л

ас
си

ф
и

ц
и

р
ов

ат
ь 

и
н

ф
ор

м
ац

и
ю

. 
И

с-
п

ол
ьз

ов
ат

ь 
р

аз
л

и
ч

н
ы

е 
и

ст
оч

н
и

к
и

 и
н

ф
ор

м
ац

и
и

 
д

л
я

 р
аб

от
ы

 н
ад

 п
р

ое
к

то
м
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З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 р
аб

от
а 

№
1

1
К

он
тр

ол
и

р
ов

ат
ь 

и
 о

ц
ен

и
ва

ть
 с

во
ю

 р
аб

от
у

. 
С

та
-

ви
ть

 ц
ел

и
 н

а 
сл

ед
у

ю
щ

и
й

 э
та

п
 о

бу
ч

ен
и

я

Г
л

ав
а

2.
 С

те
п

ен
и

 и
 к

ор
н

и
1

7

5
.С

те
п

ен
н

ая
 ф

ун
к

ц
и

я
 y

 =
 x

n
 п

р
и

 
н

ат
ур

ал
ьн

ом
 з

н
ач

ен
и

и
 n

Ф
у

н
к

ц
и

я
 y

 =
 x

n
 д

л
я

 п
р

ои
зв

ол
ьн

о-
го

 н
ат

у
р

ал
ьн

ог
о 

зн
ач

ен
и

я
 n

 и
 е

е 
св

ой
ст

ва
. 

Ч
ет

н
ос

ть
 и

 н
еч

ет
н

ос
ть

 
ф

у
н

к
ц

и
и

. 
С

и
м

м
ет

р
и

ч
н

ос
ть

 г
р

а-
ф

и
к

а 
от

н
ос

и
те

л
ьн

о 
ос

и
 о

р
д

и
н

ат
 и

 
н

ач
ал

а 
к

оо
р

д
и

н
ат

. 
Т

ео
р

ем
а 

Б
ез

у
 

и
 с

х
ем

а 
Г

ор
н

ер
а

2
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
я

 с
те

п
ен

н
ой

 ф
у

н
к

-
ц

и
и

, 
ч

ет
н

ой
 и

 н
еч

ет
н

ой
 ф

у
н

к
ц

и
й

. 
Н

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
-

ст
ва

 с
те

п
ен

н
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Н
ах

од
и

ть
 з

н
ач

ен
и

я
 

ф
у

н
к

ц
и

й
 y

 =
 x

n
 с

 п
ом

ощ
ью

 и
н

ж
ен

ер
н

ог
о 

м
и

к
р

о-
к

ал
ьк

у
л

я
то

р
а.

 С
тр

ои
ть

 г
р

аф
и

к
и

 ф
у

н
к

ц
и

й
  y

 =
 x

n
 

в 
те

тр
ад

и
 и

 с
 п

р
и

м
ен

ен
и

ем
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
х

 п
р

о-
гр

ам
м

. 
О

п
р

ед
ел

я
ть

 ч
ет

н
ос

ть
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
П

од
би

р
ат

ь 
ц

ел
ы

е 
к

ор
н

и
 м

н
ог

оч
л

ен
ов

, 
и

сп
ол

ьз
у

я
 с

х
ем

у
 Г

ор
-

н
ер

а.
 П

р
и

во
д

и
ть

 п
р

и
м

ер
ы

 р
еа

л
ьн

ы
х

 я
вл

ен
и

й
 (

п
р

о-
ц

ес
со

в)
, к

ол
и

ч
ес

тв
ен

н
ы

е 
х

ар
ак

те
р

и
ст

и
к

и
 к

от
ор

ы
х

 
оп

и
сы

ва
ю

тс
я

 с
 п

ом
ощ

ью
 с

те
п

ен
н

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

6.
П

он
я

ти
е 

ко
рн

я
 n

-й
 с

те
п

ен
и

П
он

я
ти

е 
к

ор
н

я
 n

-й
 с

те
п

ен
и

. 
П

од
-

к
ор

ен
н

ое
 в

ы
р

аж
ен

и
е 

и
 п

ок
аз

а-
те

л
ь 

ст
еп

ен
и

 к
ор

н
я

. 
В

за
и

м
н

о 
об

-

р
ат

н
ы

е 
ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 
 и

 y
 =

 x
n

  
и

 и
х

 с
во

й
ст

ва
. 

О
бр

ат
и

м
ая

 ф
у

н
к

-
ц

и
я

. 
И

р
р

ац
и

он
ал

ьн
ое

 у
р

ав
н

ен
и

е 
и

 н
ер

ав
ен

ст
во

5
С

р
ав

н
и

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 в

за
и

м
н

о 
об

р
ат

н
ы

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

 

y
 =

 
 и

 y
 =

 x
n
. 

З
ад

ав
ат

ь 
и

 н
ах

од
и

ть
 н

а 
гр

аф
и

к
е 

ф
у

н
к

ц
и

ю
, 

об
р

ат
н

у
ю

 д
ан

н
ой

. 
Н

ах
од

и
ть

 з
н

ач
ен

и
я

 

ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 

 с
 п

ом
ощ

ью
 и

н
ж

ен
ер

н
ог

о 
м

и
к

р
о-

к
ал

ьк
у

л
я

то
р

а.
 С

тр
ои

ть
 г

р
аф

и
к

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 

 в
 

те
тр

ад
и

 и
 с

 п
р

и
м

ен
ен

и
ем

 к
ом

п
ью

те
р

н
ы

х
 п

р
о-

гр
ам

м
. 

Р
еш

ат
ь 

и
р

р
ац

и
он

ал
ьн

ы
е 

у
р

ав
н

ен
и

я

x
n

x
n

x
n

x
n
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
. 

Н
ах

од
и

ть
 о

бл
ас

ть
 о

п
р

ед
ел

ен
и

я
 и

р
-

р
ац

и
он

ал
ьн

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
П

р
и

во
д

и
ть

 п
р

и
м

ер
ы

 р
е-

ал
ьн

ы
х

 я
вл

ен
и

й
 (

п
р

оц
ес

со
в)

, 
к

ол
и

ч
ес

тв
ен

н
ы

е 
х

а-
р

ак
те

р
и

ст
и

к
и

 к
от

ор
ы

х
 о

п
и

сы
ва

ю
тс

я
 с

 п
ом

ощ
ью

 

ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 

. 
О

п
и

сы
ва

ть
 с

во
й

ст
ва

 ф
у

н
к

ц
и

и
 

с 
оп

ор
ой

 н
а 

ее
 г

р
аф

и
к

. 
П

ер
еч

и
сл

я
ть

 с
во

й
ст

ва
 

ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 и
л

л
ю

ст
р

и
р

ов
ат

ь 
и

х
 с

 п
ом

ощ
ью

 
гр

аф
и

к
а

7.
С

во
й

ст
ва

 а
р

и
ф

м
ет

и
че

ск
и

х
 

к
ор

н
ей

Д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
а 

св
ой

ст
в 

ар
и

ф
м

е-
ти

ч
ес

к
и

х
 к

ор
н

ей
. 

Т
ож

д
ес

тв
ен

-
н

ы
е 

п
р

ео
бр

аз
ов

ан
и

я
 в

ы
р

аж
ен

и
й

, 
со

д
ер

ж
ащ

и
х

 к
ор

н
и

. 
С

и
ст

ем
ы

 и
р

-
р

ац
и

он
ал

ьн
ы

х
 у

р
ав

н
ен

и
й

5
П

р
и

м
ен

я
ть

 т
ож

д
ес

тв
ен

н
ы

е 
п

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
я

 в
ы

р
а-

ж
ен

и
й

, 
со

д
ер

ж
ащ

и
х

 к
ор

н
и

. 
Р

еш
ат

ь 
и

р
р

ац
и

о-
н

ал
ьн

ы
е 

у
р

ав
н

ен
и

я
, 

н
ер

ав
ен

ст
ва

 и
 с

и
ст

ем
ы

 у
р

ав
-

н
ен

и
й

8
.С

те
п

ен
ь 

с 
р

ац
и

он
ал

ьн
ы

м
 п

ок
а-

за
те

л
ем

С
те

п
ен

ь 
с 

д
р

об
н

ы
м

 и
 р

ац
и

он
ал

ь-
н

ы
м

 п
ок

аз
ат

ел
я

м
и

. 
С

во
й

ст
ва

 с
те

-

4
В

ы
ч

и
сл

я
ть

 с
те

п
ен

ь 
ч

и
сл

а 
с 

р
ац

и
он

ал
ьн

ы
м

 п
ок

а-
за

те
л

ем
 с

 п
ом

ощ
ью

 и
н

ж
ен

ер
н

ог
о 

м
и

к
р

ок
ал

ьк
у

-
л

я
то

р
а.

 Д
ок

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 с

те
п

ен
ей

 с
 р

ац
и

о-
н

ал
ьн

ы
м

 п
ок

аз
ат

ел
ем

. 
П

р
ео

бр
аз

ов
ы

ва
ть

 в
ы

р
аж

е-

x
n
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п
ен

ей
 с

 р
ац

и
он

ал
ьн

ы
м

 п
ок

аз
ат

е-
л

ем
н

и
я

, 
в 

к
от

ор
ы

е 
вх

од
я

т 
ст

еп
ен

и
 с

 д
р

об
н

ы
м

и
 п

ок
а-

за
те

л
я

м
и

. 
П

р
ед

ст
ав

л
я

ть
 ч

и
сл

о 
в 

ви
д

е 
ст

еп
ен

и
 с

 р
а-

ц
и

он
ал

ьн
ы

м
 п

ок
аз

ат
ел

ем
. 

Р
еш

ат
ь 

у
р

ав
н

ен
и

я
 и

 
у

р
ав

н
ен

и
я

 с
 п

ар
ам

ет
р

ом
, 

со
д

ер
ж

ащ
и

е 
ст

еп
ен

и
 с

 
р

ац
и

он
ал

ьн
ы

м
 п

ок
аз

ат
ел

ем
 

З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 
р

аб
от

а 
№

2
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

-
ви

ть
 ц

ел
и

 н
а 

сл
ед

у
ю

щ
и

й
 э

та
п

 о
бу

ч
ен

и
я

Г
л

ав
а

3.
 П

ок
аз

ат
ел

ьн
ая

 и
 л

ог
а-

р
и

ф
м

и
че

ск
ая

 ф
ун

кц
и

и
22

9.
 Ф

ун
к

ц
и

я
 y

 =
 a

x

П
ок

аз
ат

ел
ьн

ая
 ф

у
н

к
ц

и
я

, 
ее

 с
во

й
-

ст
ва

 и
 г

р
аф

и
к

. 
О

сн
ов

ан
и

е 
и

 п
ок

а-
за

те
л

ь 
ст

еп
ен

и
. 

С
те

п
ен

ь 
с 

д
ей

ст
-

ви
те

л
ьн

ы
м

 п
ок

аз
ат

ел
ем

 и
 е

е 
св

ой
ст

ва
. 

П
ок

аз
ат

ел
ьн

ы
е 

у
р

ав
н

е-
н

и
я

, 
н

ер
ав

ен
ст

ва
 и

 и
х

 с
и

ст
ем

ы

6
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
е 

п
ок

аз
ат

ел
ьн

ой
 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Н
аз

ы
ва

ть
 с

во
й

ст
ва

 п
ок

аз
ат

ел
ьн

ой
 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Д
ок

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 с

те
п

ен
ей

 с
 о

д
и

н
а-

к
ов

ы
м

и
 о

сн
ов

ан
и

я
м

и
. 

Н
ах

од
и

ть
 з

н
ач

ен
и

я
 п

ок
а-

за
те

л
ьн

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

 п
о 

гр
аф

и
к

у
 и

 с
 п

ом
ощ

ью
 м

и
к

-
р

ок
ал

ьк
у

л
я

то
р

а.
 С

тр
ои

ть
 г

р
аф

и
к

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 a

x
 

в 
те

тр
ад

и
 и

 с
 п

р
и

м
ен

ен
и

ем
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
х

 п
р

о-
гр

ам
м

. 
С

р
ав

н
и

ва
ть

 з
н

ач
ен

и
я

 п
ок

аз
ат

ел
ьн

ы
х

 
ф

у
н

к
ц

и
й

. 
Р

еш
ат

ь 
п

ок
аз

ат
ел

ьн
ы

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

, 
н

е-
р

ав
ен

ст
ва

 и
 и

х
 с

и
ст

ем
ы

. 
Р

еш
ат

ь 
п

ок
аз

ат
ел

ьн
ы

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

 с
 п

ар
ам

ет
р

ом
. 

П
р

и
во

д
и

ть
 п

р
и

м
ер

ы
 

эк
сп

он
ен

ц
и

ал
ьн

ы
х

 з
ав

и
си

м
ос

те
й

 в
 б

и
ол

ог
и

и
, 

ф
и

-
зи

к
е 

и
 э

к
он

ом
и

к
е.

 Р
еш

ат
ь 

те
к

ст
ов

ы
е 

за
д

ач
и

 н
а 

вы
ч

и
сл

ен
и

е 
п

р
оц

ен
та

 и
н

ф
л

я
ц

и
и
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

1
0.

П
он

я
ти

е 
л

ог
ар

и
ф

м
а

П
он

я
ти

е 
л

ог
ар

и
ф

м
а 

ч
и

сл
а.

 О
с-

н
ов

н
ое

 л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

ое
 т

ож
д

е-
ст

во
. 

Л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

ая
 ф

у
н

к
ц

и
я

, 
ее

 
св

ой
ст

ва
 и

 г
р

аф
и

к
. 

Л
ог

ар
и

ф
м

и
-

ч
ес

к
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

7
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
е 

л
ог

ар
и

ф
м

а.
 З

ап
и

сы
-

ва
ть

 ч
и

сл
о 

в 
ви

д
е 

л
ог

ар
и

ф
м

а 
с 

за
д

ан
н

ы
м

 о
сн

ов
а-

н
и

ем
. 

Р
еш

ат
ь 

л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

и
е 

у
р

ав
н

ен
и

я
, 

н
ер

а-
ве

н
ст

ва
. 

С
р

ав
н

и
ва

ть
 з

н
ач

ен
и

я
 л

ог
ар

и
ф

м
и

ч
ес

к
и

х
 

ф
у

н
к

ц
и

й
. 

Н
ах

од
и

ть
 о

бл
ас

ть
 о

п
р

ед
ел

ен
и

я
 л

ог
а-

р
и

ф
м

и
ч

ес
к

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
С

тр
ои

ть
 г

р
аф

и
к

 л
ог

ар
и

ф
-

м
и

ч
ес

к
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
 к

ак
 ф

у
н

к
ц

и
и

, 
об

р
ат

н
ой

 к
 п

о-
к

аз
ат

ел
ьн

ой
, 

в 
те

тр
ад

и
 и

 с
 п

р
и

м
ен

ен
и

ем
 к

ом
п

ью
-

те
р

н
ы

х
 п

р
ог

р
ам

м
. 

Ф
ор

м
у

л
и

р
ов

ат
ь 

св
ой

ст
ва

 
л

ог
ар

и
ф

м
и

ч
ес

к
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
. 

П
р

и
во

д
и

ть
 п

р
и

м
ер

ы
 

р
еа

л
ьн

ы
х

 я
вл

ен
и

й
 (

п
р

оц
ес

со
в)

, 
к

ол
и

ч
ес

тв
ен

н
ы

е 
х

ар
ак

те
р

и
ст

и
к

и
 к

от
ор

ы
х

 о
п

и
сы

ва
ю

тс
я

 с
 п

о-
м

ощ
ью

 л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
О

п
и

сы
ва

ть
 

св
ой

ст
ва

 л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

 с
 о

п
ор

ой
 н

а 
ее

 г
р

аф
и

к
. 

П
ер

еч
и

сл
я

ть
 с

во
й

ст
ва

 л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

е-
ск

ой
 ф

у
н

к
ц

и
и

 и
 и

л
л

ю
ст

р
и

р
ов

ат
ь 

и
х

 с
 п

ом
ощ

ью
 

гр
аф

и
к

а

1
1.

С
во

й
ст

ва
 л

ог
ар

и
ф

м
ов

О
сн

ов
н

ы
е 

св
ой

ст
ва

 л
ог

ар
и

ф
м

ов
. 

Л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

и
е 

у
р

ав
н

ен
и

я

8
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
и

 д
ок

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 л

ог
ар

и
ф

-
м

ов
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
 л

ог
ар

и
ф

м
и

ч
ес

к
и

е 
то

ж
д

ес
тв

а,
 

вк
л

ю
ч

ая
 ф

ор
м

у
л

у
 п

ер
ех

од
а 

от
 о

д
н

ог
о 

ос
н

ов
ан

и
я



27

и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
. 

Д
ес

я
ти

ч
н

ы
е 

и
 н

а-
ту

р
ал

ьн
ы

е 
л

ог
ар

и
ф

м
ы

. 
Х

ар
ак

те
-

р
и

ст
и

к
а 

и
 м

ан
ти

сс
а 

д
ес

я
ти

ч
н

ог
о 

л
ог

ар
и

ф
м

а.
 И

ст
ор

и
я

 п
оя

вл
ен

и
я

 
л

ог
ар

и
ф

м
и

ч
ес

к
и

х
 т

аб
л

и
ц

л
ог

ар
и

ф
м

а 
к

 д
р

у
го

м
у

 п
р

и
 п

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
я

х
 л

ог
а-

р
и

ф
м

и
ч

ес
к

и
х

 в
ы

р
аж

ен
и

й
, 

р
еш

ен
и

и
 л

ог
ар

и
ф

м
и

-
ч

ес
к

и
х

 у
р

ав
н

ен
и

й
 и

 н
ер

ав
ен

ст
в.

 П
ол

ьз
ов

ат
ьс

я
 л

о-
га

р
и

ф
м

и
ч

ес
к

и
м

и
 т

аб
л

и
ц

ам
и

 и
 м

и
к

р
ок

ал
ьк

у
л

я
то

-
р

ом
 д

л
я

 в
ы

ч
и

сл
ен

и
я

 з
н

ач
ен

и
й

 л
ог

ар
и

ф
м

и
ч

ес
к

ой
 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

Р
еш

ат
ь 

п
ок

аз
ат

ел
ьн

ы
е 

и
 л

ог
ар

и
ф

м
и

ч
е-

ск
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
 о

тн
ос

и
те

л
ьн

о 
сл

ож
н

ы
х

 в
и

д
ов

, 
в 

то
м

 ч
и

сл
е 

с 
п

ар
ам

ет
р

ам
и

 и
 м

о-
д

у
л

я
м

и
, 

с 
н

еи
зв

ес
тн

ы
м

и
 к

ак
 в

 о
сн

ов
ан

и
и

, 
та

к
 

и
 п

од
 з

н
ак

ом
 л

ог
ар

и
ф

м
а

З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 
р

аб
от

а 
№

3
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

-
ви

ть
 ц

ел
и

 н
а 

сл
ед

у
ю

щ
и

й
 э

та
п

 о
бу

ч
ен

и
я

Г
л

ав
а

4.
 Т

ри
го

н
ом

ет
р

и
че

ск
и

е 
ф

ун
к

ц
и

и
46

1
2.

У
го

л
 п

ов
ор

от
а

О
бщ

и
й

 в
и

д
 у

гл
а 

п
ов

ор
от

а.
 П

ол
о-

ж
и

те
л

ьн
ое

 и
 о

тр
и

ц
ат

ел
ьн

ое
 н

а-
п

р
ав

л
ен

и
я

 п
ов

ор
от

а 
у

гл
а

1
Р

еш
ат

ь 
п

р
ак

ти
ч

ес
к

и
е 

за
д

ач
и

: 
н

а 
н

ах
ож

д
ен

и
е 

у
г-

л
ов

ой
 с

к
ор

ос
ти

 в
р

ащ
ен

и
я

 б
ар

аб
ан

а 
ст

и
р

ал
ьн

ой
 

м
аш

и
н

ы
; 

ср
ав

н
ен

и
я

 у
гл

а 
п

ов
ор

от
а 

ч
ас

ов
; 

н
ап

р
ав

-
л

ен
и

е 
вр

ащ
ен

и
я

 к
ол

ес
 в

ел
ос

и
п

ед
а.

 З
ап

и
сы

ва
ть

 
об

щ
и

й
 в

и
д

 у
гл

а 
п

ов
ор

от
а.

 П
ол

ьз
ов

ат
ьс

я
 т

р
ан

с-
п

ор
ти

р
ом

 д
л

я
 п

ос
тр

ое
н

и
я

 к
он

еч
н

ы
х

 т
оч

ек
 п

ов
о-

р
от

а
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

1
3.

Р
ад

и
ан

н
ая

 м
ер

а 
уг

л
а

И
ст

ор
и

я
 и

зм
ер

ен
и

я
 у

гл
ов

 и
 е

д
и

-
н

и
ц

 и
х

 и
зм

ер
ен

и
я

. 
Р

ад
и

ан
. 

Л
и

-
н

ей
н

ая
 и

 у
гл

ов
ая

 с
к

ор
ос

ти

2
П

ер
ев

од
и

ть
 у

гл
ы

 и
з 

гр
ад

у
сн

ой
 м

ер
ы

 в
 р

ад
и

ан
н

у
ю

 
и

 и
з 

р
ад

и
ан

н
ой

 в
 г

р
ад

у
сн

у
ю

. 
В

ы
п

ол
н

я
ть

 з
ад

ан
и

я
 

н
а 

п
ос

тр
ое

н
и

е 
у

гл
ов

 п
ов

ор
от

а.
 Р

еш
ат

ь 
п

р
ак

ти
ч

е-
ск

и
е 

за
д

ач
и

 с
 м

ор
ск

и
м

 к
ом

п
ас

ом
, 

со
 с

к
ор

ос
ть

ю
 

вр
ащ

ен
и

я
 З

ем
л

и
, 

со
 с

к
ор

ос
ть

ю
 в

р
ащ

ен
и

я
 э

л
ек

-
тр

од
ви

га
те

л
я

. 
О

бъ
я

сн
я

ть
 с

м
ы

сл
 ф

р
аз

 «
р

ад
и

ал
ь-

н
ая

 л
и

н
и

я
 м

ет
р

о»
, 

«
р

ад
и

ал
ьн

ая
 п

л
ан

и
р

ов
к

а 
го

р
о-

д
а»

1
4.

С
и

н
ус

 и
 к

ос
и

н
ус

 л
ю

бо
го

 у
гл

а
П

он
я

ти
я

 с
и

н
у

са
, 

к
ос

и
н

у
са

 у
гл

а 
в 

п
р

я
м

оу
го

л
ьн

ом
 т

р
еу

го
л

ьн
и

к
е,

 
п

р
ои

зв
ол

ьн
ог

о 
у

гл
а.

 Т
аб

л
и

ч
н

ы
е 

зн
ач

ен
и

я
 с

и
н

у
са

 и
 к

ос
и

н
у

са
 н

е-
к

от
ор

ы
х

 о
ст

р
ы

х
 у

гл
ов

3
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
я

 с
и

н
у

са
, 

к
ос

и
н

у
са

 
п

р
ои

зв
ол

ьн
ог

о 
у

гл
а.

 Н
ах

од
и

ть
 у

гл
ы

, 
си

н
у

сы
 и

л
и

 
к

ос
и

н
у

сы
 к

от
ор

ы
х

 и
зв

ес
тн

ы
. 

О
п

р
ед

ел
я

ть
 к

оо
р

д
и

-
н

ат
н

у
ю

 ч
ет

ве
р

ть
, 

в 
к

от
ор

ой
 н

ах
од

и
тс

я
 у

го
л

 п
ов

о-
р

от
а.

 О
п

р
ед

ел
я

ть
 з

н
ак

и
 с

и
н

у
са

 и
 к

ос
и

н
у

са
 п

р
ои

з-
во

л
ьн

ы
х

 у
гл

ов
 п

ов
ор

от
а.

 З
ап

ол
н

я
ть

 т
аб

л
и

ц
ы

 з
н

а-
ч

ен
и

й
 с

и
н

у
са

 и
 к

ос
и

н
у

са
 н

ек
от

ор
ы

х
 у

гл
ов

. 
Р

еш
ат

ь 
п

р
ос

те
й

ш
и

е 
ви

д
ы

 т
р

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 
у

р
ав

н
ен

и
й

. 
С

р
ав

н
и

ва
ть

 з
н

ач
ен

и
я

 с
и

н
у

са
 и

 к
ос

и
-

н
у

са
 н

ек
от

ор
ы

х
 в

и
д

ов
 у

гл
ов

. 
О

бн
ар

у
ж

и
ва

ть
 з

ак
о-

н
ом

ер
н

ос
ти

 и
 п

р
од

ол
ж

ат
ь 

и
х
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1
5.

Т
ан

ге
н

с 
и

 к
от

ан
ге

н
с 

л
ю

бо
го

 
уг

л
а

П
он

я
ти

я
 т

ан
ге

н
са

 и
 к

от
ан

ге
н

са
 

л
ю

бо
го

 у
гл

а.
 О

сь
 т

ан
ге

н
со

в 
и

 о
сь

 
к

от
ан

ге
н

со
в.

 У
го

л
 н

ак
л

он
а 

п
р

я
-

м
ой

 

3
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
я

 т
ан

ге
н

са
 и

 к
от

ан
-

ге
н

са
 п

р
ои

зв
ол

ьн
ог

о 
у

гл
а.

 О
п

р
ед

ел
я

ть
 з

н
ак

и
 т

ан
-

ге
н

са
 и

 к
от

ан
ге

н
са

 п
р

ои
зв

ол
ьн

ы
х

 у
гл

ов
 п

ов
ор

от
а.

 
З

ап
ол

н
я

ть
 т

аб
л

и
ц

ы
 з

н
ач

ен
и

й
  т

ан
ге

н
са

 и
 к

от
ан

-
ге

н
са

 н
ек

от
ор

ы
х

 у
гл

ов
. 

Р
еш

ат
ь 

п
р

ос
те

й
ш

и
е 

ви
д

ы
 

тр
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

х
 у

р
ав

н
ен

и
й

. 
С

р
ав

н
и

ва
ть

 з
н

а-
ч

ен
и

я
 т

ан
ге

н
са

 и
 к

от
ан

ге
н

са
 н

ек
от

ор
ы

х
 в

и
д

ов
 у

г-
л

ов

1
6.

П
р

ос
те

й
ш

и
е 

тр
и

го
н

ом
ет

р
и

-
че

ск
и

е 
ур

ав
н

ен
и

я
П

р
ос

те
й

ш
и

е 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

е-
ск

и
е 

у
р

ав
н

ен
и

я
. 

П
он

я
ти

я
 а

р
к

си
-

н
у

са
, 

ар
к

к
ос

и
н

у
са

, 
ар

к
та

н
ге

н
са

 
и

 а
р

к
к

от
ан

ге
н

са
 ч

и
сл

а

3
З

ап
ол

н
я

ть
 т

аб
л

и
ц

ы
 з

н
ач

ен
и

й
 а

р
к

си
н

у
са

, 
ар

к
к

о-
си

н
у

са
, 

ар
к

та
н

ге
н

са
 и

 а
р

к
к

от
ан

ге
н

са
 з

ад
ан

н
ы

х
 

ч
и

се
л

. 
С

тр
ои

ть
 у

гл
ы

 п
о 

зн
ач

ен
и

я
м

 о
бр

ат
н

ы
х

 т
р

и
-

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

. 
П

р
ео

бр
аз

ов
ы

ва
ть

 в
ы

-
р

аж
ен

и
я

, 
со

д
ер

ж
ащ

и
е 

об
р

ат
н

ы
е 

тр
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
е-

ск
и

е 
ф

у
н

к
ц

и
и

. 
Р

еш
ат

ь 
п

р
ос

те
й

ш
и

е 
тр

и
го

н
ом

ет
-

р
и

ч
ес

к
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

. 
У

ст
ан

ав
л

и
ва

ть
 и

ст
и

н
н

ос
ть

 
у

тв
ер

ж
д

ен
и

й
. 

Н
ах

од
и

ть
 з

ак
он

ом
ер

н
ос

ти
 и

 п
р

о-
д

ол
ж

ат
ь 

и
х

1
7.

Ф
ор

м
ул

ы
 п

р
и

ве
де

н
и

я
Ф

ор
м

у
л

ы
 п

р
и

ве
д

ен
и

я
 т

р
и

го
н

о-
м

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 ф
у

н
к

ц
и

й
. 

В
ы

ч
и

сл
е-

н
и

е 
зн

ач
ен

и
й

 т
р

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

е-
ск

и
х

 ф
у

н
к

ц
и

й
 с

 п
ом

ощ
ью

 м
и

к
р

о-
к

ал
ьк

у
л

я
то

р
а

3
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 п

р
и

ве
д

ен
и

я
 т

р
и

го
н

ом
ет

р
и

-
ч

ес
к

и
х

 ф
у

н
к

ц
и

й
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 п

р
и

ве
д

е-
н

и
я

 д
л

я
 у

п
р

ощ
ен

и
я

 в
ы

ч
и

сл
ен

и
й

, 
р

еш
ен

и
я

 у
р

ав
-

н
ен

и
й

. 
Р

еш
ат

ь 
у

р
ав

н
ен

и
я

 н
а 

п
р

ом
еж

у
тк

е.
 В

ы
-

ч
и

сл
я

ть
 з

н
ач

ен
и

я
 т

р
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

 
с 

п
ом

ощ
ью

 м
и

к
р

ок
ал

ьк
у

л
я

то
р

а
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

1
8.

С
во

й
ст

ва
 и

 г
р

аф
и

к
 ф

ун
кц

и
и

 
y

 =
 s

in
 x

О
бл

ас
ть

 о
п

р
ед

ел
ен

и
я

 и
 о

бл
ас

ть
 

зн
ач

ен
и

й
 ф

у
н

к
ц

и
и

, 
гр

аф
и

к
 

ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 
y

 =
 s

in
 x

. 
П

ер
и

од
 ф

у
н

к
ц

и
и

. 
П

ер
и

од
и

ч
е-

ск
ая

 и
 н

еп
ер

и
од

и
ч

ес
к

ая
 ф

у
н

к
-

ц
и

и
.

С
и

н
у

со
и

д
а.

 Ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 s

ec
 x

 
и

 y
 =

 c
os

ec
 x

3
Н

ах
од

и
ть

 о
бл

ас
ть

 о
п

р
ед

ел
ен

и
я

 и
 о

бл
ас

ть
 з

н
ач

е-
н

и
й

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 s

in
 x

. 
П

р
ов

ер
я

ть
, 

я
вл

я
ет

ся
 л

и
 

за
д

ан
н

ое
 ч

и
сл

о 
п

ер
и

од
ом

, 
н

ах
од

и
ть

 п
ер

и
од

 ф
у

н
к

-
ц

и
и

. 
Р

еш
ат

ь 
п

р
ос

те
й

ш
и

е 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
е 

у
р

ав
н

ен
и

я
 и

 н
ер

ав
ен

ст
ва

 с
 п

ом
ощ

ью
 г

р
аф

и
к

а 
ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 s
in

 x
 и

л
и

 е
д

и
н

и
ч

н
ой

 о
к

р
у

ж
н

ос
ти

. 
Н

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 s
in

 x
. С

тр
ои

ть
 

гр
аф

и
к

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 s

in
 x

 в
 т

ет
р

ад
и

 и
 с

 п
р

и
м

ен
е-

н
и

ем
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
х

 п
р

ог
р

ам
м

. 
В

ы
п

ол
н

я
ть

 з
ад

а-
н

и
я

 п
о 

гр
аф

и
к

у
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 s
in

 x
. 

З
ап

и
сы

ва
ть

 
об

щ
и

й
 в

и
д

 о
се

й
 и

 ц
ен

тр
ов

 с
и

м
м

ет
р

и
и

 г
р

аф
и

к
а 

ф
у

н
к

ц
и

и
. 

С
тр

ои
ть

 г
р

аф
и

к
и

 ф
у

н
к

ц
и

й
 с

 м
од

у
л

я
м

и
 

в 
те

тр
ад

и
 и

 с
 п

р
и

м
ен

ен
и

ем
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
х

 п
р

о-
гр

ам
м

. 
И

зо
бр

аж
ат

ь 
эс

к
и

зы
 г

р
аф

и
к

ов
 ф

у
н

к
ц

и
й

 
y

 =
 s

ec
 x

 и
 y

 =
 c

os
ec

 x
. К

л
ас

си
ф

и
ц

и
р

ов
ат

ь 
ф

у
н

к
-

ц
и

и
: 

ч
ет

н
ы

е,
 н

еч
ет

н
ы

е,
 н

и
 ч

ет
н

ы
е,

 н
и

 н
еч

ет
н

ы
е;

 
п

ер
и

од
и

ч
ес

к
и

е 
и

 н
еп

ер
и

од
и

ч
ес

к
и

е.
 П

р
и

во
д

и
ть

 
п

р
и

м
ер

ы
 р

еа
л

ьн
ы

х
 я

вл
ен

и
й

 (
п

р
оц

ес
со

в)
, 

к
ол

и
ч

е-
ст

ве
н

н
ы

е 
х

ар
ак

те
р

и
ст

и
к

и
 к

от
ор

ы
х

 о
п

и
сы

ва
ю

тс
я

 
с 

п
ом

ощ
ью

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 s

in
x

. О
п

и
сы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 

эт
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
 с

 о
п

ор
ой

 н
а 

ее
 г

р
аф

и
к

. 
П

ер
еч

и
с-



31

л
я

ть
 с

во
й

ст
ва

 ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 и
л

л
ю

ст
р

и
р

ов
ат

ь 
и

х
 

с 
п

ом
ощ

ью
 г

р
аф

и
к

а

1
9.

С
во

й
ст

ва
 и

 г
р

аф
и

к
 ф

ун
кц

и
и

 
y

 =
 c

os
 x

О
бл

ас
ть

 о
п

р
ед

ел
ен

и
я

 и
 о

бл
ас

ть
 

зн
ач

ен
и

й
 ф

у
н

к
ц

и
и

, 
гр

аф
и

к
 

ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 
y

 =
 c

os
 x

3
Н

ах
од

и
ть

 о
бл

ас
ть

 о
п

р
ед

ел
ен

и
я

 и
 о

бл
ас

ть
 з

н
ач

е-
н

и
й

 ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 c

os
 x

. С
тр

ои
ть

 г
р

аф
и

к
 ф

у
н

к
ц

и
и

 
y

 =
 c

os
 x

 в
 т

ет
р

ад
и

 и
 с

 п
р

и
м

ен
ен

и
ем

 к
ом

п
ью

те
р

-
н

ы
х

 п
р

ог
р

ам
м

. 
Р

еш
ат

ь 
п

р
ос

те
й

ш
и

е 
тр

и
го

н
ом

ет
-

р
и

ч
ес

к
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва
 с

 п
ом

ощ
ью

 
гр

аф
и

к
а 

ф
у

н
к

ц
и

и
 y

 =
 c

os
 x

 и
л

и
 е

д
и

н
и

ч
н

ой
 о

к
-

р
у

ж
н

ос
ти

. 
Н

аз
ы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 c
os

 x
. 

В
ы

п
ол

н
я

ть
 з

ад
ан

и
я

 п
о 

гр
аф

и
к

у
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 c
os

 x
. 

З
ап

и
сы

ва
ть

 о
бщ

и
й

 в
и

д
 о

се
й

 и
 ц

ен
тр

ов
 с

и
м

м
ет

р
и

и
 

гр
аф

и
к

а 
ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 c
os

 x
. П

р
и

во
д

и
ть

 п
р

и
м

ер
ы

 
р

еа
л

ьн
ы

х
 я

вл
ен

и
й

 (
п

р
оц

ес
со

в)
, 

к
ол

и
ч

ес
тв

ен
н

ы
е 

х
ар

ак
те

р
и

ст
и

к
и

 к
от

ор
ы

х
 о

п
и

сы
ва

ю
тс

я
 с

 п
о-

м
ощ

ью
 ф

у
н

к
ц

и
и

 y
 =

 c
os

 x
. 

О
п

и
сы

ва
ть

 с
во

й
ст

ва
 

эт
ой

 ф
у

н
к

ц
и

и
 с

 о
п

ор
ой

 н
а 

ее
 г

р
аф

и
к

. 
П

ер
еч

и
с-

л
я

ть
 с

во
й

ст
ва

 ф
у

н
к

ц
и

и
 и

 и
л

л
ю

ст
р

и
р

ов
ат

ь 
и

х
 

с 
п

ом
ощ

ью
 г

р
аф

и
к

а

20
.С

во
й

ст
ва

 и
 г

р
аф

и
к

и
 ф

ун
к

ц
и

й
 

y
 =

 t
g

 x
 и

 y
 =

 c
tg

 x
О

бл
ас

ти
 о

п
р

ед
ел

ен
и

я
 и

 о
бл

ас
ти

 
зн

ач
ен

и
й

 ф
у

н
к

ц
и

й
, 

гр
аф

и
к

и
 

и
 с

во
й

ст
ва

 ф
у

н
к

ц
и

й
 y

 =
 t

g
 x

 
и

 y
 =

 c
tg

 x
. 

Т
ан

ге
н

со
и

д
а

2
Н

ах
од

и
ть

 о
бл

ас
ть

 о
п

р
ед

ел
ен

и
я

 и
 о

бл
ас

ть
 з

н
ач

е-
н

и
й

 ф
у

н
к

ц
и

й
 y

 =
 t

g
 x

 и
 y

 =
 c

tg
 x

. 
Р

еш
ат

ь 
п

р
ос

те
й

-
ш

и
е 

тр
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

 и
 н

ер
ав

ен
ст

-
ва

 с
 п

ом
ощ

ью
 г

р
аф

и
к

ов
 ф

ун
к

ц
и

й
 y

 =
 t

g
 x

 и
 y

 =
 c

tg
 x

 
и

л
и

 е
д

и
н

и
ч

н
ой

 о
к

р
у

ж
н

ос
ти

. 
В

ы
п

ол
н

я
ть

 з
ад

ан
и

я
 

п
о 

гр
аф

и
к

ам
 ф

у
н

к
ц

и
й

 y
 =

 t
g

 x
 и

 y
 =

 c
tg

 x
.



32

П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

У
ст

ан
ав

л
и

ва
ть

 и
ст

и
н

н
ос

ть
 у

тв
ер

ж
д

ен
и

й
. 

С
р

ав
н

и
-

ва
ть

 з
н

ач
ен

и
я

 ф
у

н
к

ц
и

й
 y

 =
 t

g
 x

 и
 y

 =
 c

tg
 x

. 
С

тр
о-

и
ть

 г
р

аф
и

к
и

 ф
у

н
к

ц
и

й
 y

 =
 t

g
 x

 и
 y

 =
 c

tg
 x

. 
П

р
и

во
-

д
и

ть
 п

р
и

м
ер

ы
 р

еа
л

ьн
ы

х
 я

вл
ен

и
й

 (
п

р
оц

ес
со

в)
, 

к
о-

л
и

ч
ес

тв
ен

н
ы

е 
х

ар
ак

те
р

и
ст

и
к

и
 к

от
ор

ы
х

 
оп

и
сы

ва
ю

тс
я

 с
 п

ом
ощ

ью
 ф

у
н

к
ц

и
й

 y
 =

 t
g

 x
  и

 
y

 =
 c

tg
 x

. 
О

п
и

сы
ва

ть
 с

во
й

ст
ва

 э
ти

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

 с
 о

п
о-

р
ой

 н
а 

и
х

 г
р

аф
и

к
и

. 
П

ер
еч

и
сл

я
ть

 с
во

й
ст

ва
 ф

у
н

к
-

ц
и

й
 и

 и
л

л
ю

ст
р

и
р

ов
ат

ь 
и

х
 с

 п
ом

ощ
ью

 г
р

аф
и

к
ов

З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 
р

аб
от

а 
№

4
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

-
ви

ть
 ц

ел
и

 н
а 

сл
ед

у
ю

щ
и

й
 э

та
п

 о
бу

ч
ен

и
я

21
.З

ав
и

си
м

ос
ти

 м
еж

ду
 т

р
и

го
н

о-
м

ет
р

и
че

ск
и

м
и

 ф
ун

к
ц

и
я

м
и

 о
дн

о-
го

 и
 т

ог
о 

ж
е 

ар
гу

м
ен

та
О

сн
ов

н
ое

 т
р

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

ое
 

то
ж

д
ес

тв
о.

 З
ав

и
си

м
ос

ти
 м

еж
д

у
 

тр
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

м
и

 ф
у

н
к

ц
и

я
-

м
и

 о
д

н
ог

о 
и

 т
ог

о 
ж

е 
ар

гу
м

ен
та

4
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 з

ав
и

си
м

ос
ти

 м
еж

д
у

 т
р

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

е-
ск

и
м

и
 ф

у
н

к
ц

и
я

м
и

 о
д

н
ог

о 
и

 т
ог

о 
ж

е 
ар

гу
м

ен
та

. 
П

р
и

м
ен

я
ть

 и
зу

ч
ен

н
ы

е 
то

ж
д

ес
тв

а 
д

л
я

 в
ы

ч
и

сл
е-

н
и

я
 з

н
ач

ен
и

й
 в

ы
р

аж
ен

и
й

, 
р

еш
ен

и
я

 у
р

ав
н

ен
и

й
 

и
 н

ер
ав

ен
ст

в 
и

 д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
а 

то
ж

д
ес

тв
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22
.С

и
н

ус
 и

 к
ос

и
н

ус
 с

ум
м

ы
 

и
 р

аз
н

ос
ти

 д
ву

х
 у

гл
ов

Ф
ор

м
у

л
ы

 с
и

н
у

са
 и

 к
ос

и
н

у
са

 с
у

м
-

м
ы

 и
 р

аз
н

ос
ти

 д
ву

х
 у

гл
ов

3
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 с

и
н

у
са

 и
 к

ос
и

н
у

са
 с

у
м

м
ы

 
и

 р
аз

н
ос

ти
 д

ву
х

 у
гл

ов
. 

П
р

и
м

ен
я

ть
 и

х
 д

л
я

 в
ы

ч
и

с-
л

ен
и

я
 з

н
ач

ен
и

й
 в

ы
р

аж
ен

и
й

, 
р

еш
ен

и
я

 у
р

ав
н

ен
и

й
 

и
 н

ер
ав

ен
ст

в 
и

 д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
а 

то
ж

д
ес

тв

2
3

.Т
ан

ге
н

с 
су

м
м

ы
 и

 т
ан

ге
н

с 
р

аз
-

н
ос

ти
 д

ву
х

 у
гл

ов
Ф

ор
м

у
л

ы
 т

ан
ге

н
са

 с
у

м
м

ы
 и

 р
аз

-
н

ос
ти

 д
ву

х
 у

гл
ов

3
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 т

ан
ге

н
са

 с
у

м
м

ы
 и

 р
аз

н
ос

ти
 

д
ву

х
 у

гл
ов

. 
П

р
и

м
ен

я
ть

 и
х

 д
л

я
 в

ы
ч

и
сл

ен
и

я
 з

н
ач

е-
н

и
й

 в
ы

р
аж

ен
и

й
, 

р
еш

ен
и

я
 у

р
ав

н
ен

и
й

 и
 н

ер
а-

ве
н

ст
в 

и
 д

ок
аз

ат
ел

ьс
тв

а 
то

ж
д

ес
тв

2
4

.Т
ри

го
н

ом
ет

р
и

че
ск

и
е 

ф
ун

к
-

ц
и

и
 д

во
й

н
ог

о 
уг

л
а

С
и

н
у

с,
 к

ос
и

н
у

с,
 т

ан
ге

н
с 

д
во

й
н

о-
го

 у
гл

а

3
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 т

р
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

х
 ф

у
н

к
-

ц
и

й
 д

во
й

н
ог

о 
у

гл
а.

 П
р

и
м

ен
я

ть
 и

х
 д

л
я

 в
ы

ч
и

сл
е-

н
и

я
 з

н
ач

ен
и

й
 в

ы
р

аж
ен

и
й

, 
р

еш
ен

и
я

 у
р

ав
н

ен
и

й
 

и
 н

ер
ав

ен
ст

в 
и

 д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
а 

то
ж

д
ес

тв

2
5

.П
р

ео
бр

аз
ов

ан
и

е 
п

р
ои

зв
ед

е-
н

и
я

 т
р

и
го

н
ом

ет
р

и
че

ск
и

х
 ф

ун
к

-
ц

и
й

 в
 с

ум
м

у.
 О

бр
ат

н
ое

 п
ре

об
р

а-
зо

ва
н

и
е

Т
ож

д
ес

тв
ен

н
ы

е 
п

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
я

 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 в
ы

р
аж

ен
и

й

3
Д

ок
аз

ы
ва

ть
 ф

ор
м

у
л

ы
 п

р
ео

бр
аз

ов
ан

и
я

 п
р

ои
зв

ед
е-

н
и

я
 т

р
и

го
н

ом
ет

р
и

ч
ес

к
и

х
 ф

у
н

к
ц

и
й

 в
 с

у
м

м
у

 и
 п

р
е-

об
р

аз
ов

ан
и

я
 с

у
м

м
ы

 в
 п

р
ои

зв
ед

ен
и

е.
 П

р
и

м
ен

я
ть

 
и

х
 д

л
я

 в
ы

ч
и

сл
ен

и
я

 з
н

ач
ен

и
й

 в
ы

р
аж

ен
и

й
, 

у
п

р
о-

щ
ен

и
я

 в
ы

р
аж

ен
и

й
, 

р
еш

ен
и

я
 у

р
ав

н
ен

и
й

 и
 д

ок
аз

а-
те

л
ьс

тв
а 

то
ж

д
ес

тв

2
6

.Р
еш

ен
и

е 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и
че

-
ск

и
х

 у
р

ав
н

ен
и

й
У

р
ав

н
ен

и
я

, 
св

од
и

м
ы

е 
к

 к
ва

д
р

ат
-

н
ы

м
; 

од
н

ор
од

н
ы

е 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и

5
Р

еш
ат

ь 
тр

и
го

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
е 

у
р

ав
н

ен
и

я
 и

зу
ч

ен
-

н
ы

х
 в

и
д

ов
. 

Д
ок

аз
ы

ва
ть

, 
ч

то
 у

р
ав

н
ен

и
я

 н
е 

и
м

ею
т 

к
ор

н
ей

; 
н

ах
од

и
ть

 к
ор

н
и

 н
а 

п
р

ом
еж

у
тк

е;
 н

ах
о-

д
и

ть
 н

аи
м

ен
ьш

и
й

 и
л

и
 н

аи
бо

л
ьш

и
й

 к
ор

ен
ь;
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

 м
ат

ер
иа

ла
уч

еб
ни

ка
Ко

ли
че

ст
во

ча
со

в
Ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

 о
сн

ов
ны

х 
ви

до
в 

уч
еб

но
й 

де
ят

ел
ьн

ос
ти

 у
ча

щ
их

ся

ч
ес

к
и

е 
у

р
ав

н
ен

и
я

; 
у

р
ав

н
ен

и
я

, 
св

од
и

м
ы

е 
к

 о
д

н
ор

од
н

ы
м

 у
р

ав
н

е-
н

и
я

м
, 

и
 д

р
.

р
еш

ат
ь 

у
р

ав
н

ен
и

я
 с

 п
ар

ам
ет

р
ом

 а
н

ал
и

ти
ч

ес
к

и
 и

 
гр

аф
и

ч
ес

к
и

 с
 п

р
и

м
ен

ен
и

ем
 к

ом
п

ью
те

р
н

ы
х

 п
р

о-
гр

ам
м

П
р

ое
к

т 
«

Р
аз

л
и

ч
н

ы
е 

ти
п

ы
 т

р
и

го
-

н
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 у
р

ав
н

ен
и

й
 и

 м
е-

то
д

ы
 и

х
 р

еш
ен

и
я

»

И
ск

ат
ь,

 о
тб

и
р

ат
ь,

 а
н

ал
и

зи
р

ов
ат

ь,
 с

и
ст

ем
ат

и
зи

-
р

ов
ат

ь 
и

 к
л

ас
си

ф
и

ц
и

р
ов

ат
ь 

и
н

ф
ор

м
ац

и
ю

. 
И

с-
п

ол
ьз

ов
ат

ь 
р

аз
л

и
ч

н
ы

е 
и

ст
оч

н
и

к
и

 и
н

ф
ор

м
ац

и
и

 
д

л
я

 р
аб

от
ы

 н
ад

 п
р

ое
к

то
м

З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 
р

аб
от

а 
№

5
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

-
ви

ть
 ц

ел
и

 н
а 

сл
ед

у
ю

щ
и

й
 э

та
п

 о
бу

ч
ен

и
я

Г
л

ав
а

5.
 Э

л
ем

ен
ты

 т
ео

р
и

и
 

ве
р

оя
тн

ос
те

й
 и

 к
ом

би
н

ат
ор

и
к

и
9

27
.П

он
я

ти
е 

ве
р

оя
тн

ос
ти

Ф
ор

м
у

л
а 

ве
р

оя
тн

ос
ти

. 
С

та
ти

ст
и

-
ч

ес
к

и
й

 э
к

сп
ер

и
м

ен
т

2
П

р
и

во
д

и
ть

 п
р

и
м

ер
ы

 с
л

у
ч

ай
н

ы
х

 с
об

ы
ти

й
, 

п
р

от
и

-
во

п
ол

ож
н

ы
х

 с
об

ы
ти

й
. 

И
сп

ол
ьз

ов
ат

ь 
п

р
и

 р
еш

е-
н

и
и

 з
ад

ач
 с

во
й

ст
ва

 в
ер

оя
тн

ос
те

й
 п

р
от

и
во

п
ол

ож
-

н
ы

х
 с

об
ы

ти
й

. 
Р

еш
ат

ь 
за

д
ач

и
 н

а 
н

ах
ож

д
ен

и
е 

ве
-

р
оя

тн
ос

те
й

 с
об

ы
ти

й
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2
8

.В
ы

чи
сл

ен
и

е 
ч

и
сл

а 
ва

ри
ан

то
в

Ф
ор

м
у

л
ы

 к
ом

би
н

ат
ор

и
к

и
. 

П
од

-
сч

ет
 ч

и
сл

а:
 п

ер
ес

та
н

ов
ок

, 
р

аз
м

е-
щ

ен
и

й
, 

со
ч

ет
ан

и
й

 э
л

ем
ен

то
в.

 
Ф

ак
то

р
и

ал
. 

Б
и

н
ом

 Н
ью

то
н

а

6
В

ы
п

ол
н

я
ть

 п
ер

еб
ор

 в
се

х
 в

оз
м

ож
н

ы
х

 в
ар

и
ан

то
в 

д
л

я
 п

ер
ес

ч
ет

а 
об

ъ
ек

то
в 

и
л

и
 к

ом
би

н
ац

и
й

, 
вы

д
е-

л
я

ть
 к

ом
би

н
ац

и
и

, 
от

ве
ч

аю
щ

и
е 

за
д

ан
н

ы
м

 у
сл

ов
и

-
я

м
. 

Р
еш

ат
ь 

за
д

ач
и

 н
а 

п
р

и
м

ен
ен

и
е 

к
ом

би
н

ат
ор

-
н

ы
х

 ф
ор

м
у

л
 и

 ф
ор

м
у

л
ы

 в
ер

оя
тн

ос
ти

П
р

ое
к

ты
 

1
.

П
ер

ес
та

н
ов

к
и

, 
со

ч
ет

ан
и

я
 и

 
р

аз
м

ещ
ен

и
я

 с
 п

ов
то

р
ен

и
ем

. 
О

с-
н

ов
н

ы
е 

ф
ор

м
у

л
ы

. 
Р

еш
ен

и
е 

к
ом

-
би

н
ат

ор
н

ы
х

 з
ад

ач

И
ск

ат
ь,

 о
тб

и
р

ат
ь,

 а
н

ал
и

зи
р

ов
ат

ь,
 с

и
ст

ем
ат

и
зи

-
р

ов
ат

ь 
и

 к
л

ас
си

ф
и

ц
и

р
ов

ат
ь 

и
н

ф
ор

м
ац

и
ю

. 
И

с-
п

ол
ьз

ов
ат

ь 
р

аз
л

и
ч

н
ы

е 
и

ст
оч

н
и

к
и

 и
н

ф
ор

м
ац

и
и

 
д

л
я

 р
аб

от
ы

 н
ад

 п
р

ое
к

то
м

2
.

Г
ео

м
ет

р
и

ч
ес

к
ая

 в
ер

оя
тн

ос
ть

. 
Р

еш
ен

и
е 

за
д

ач
 н

а 
н

ах
ож

д
ен

и
е 

ге
ом

ет
р

и
ч

ес
к

и
х

 в
ер

оя
тн

ос
те

й
.

3
.

Б
и

н
ом

 Н
ью

то
н

а.
 Р

аз
л

и
ч

н
ы

е 
сп

ос
об

ы
 д

ок
аз

ат
ел

ьс
тв

а 
би

н
ом

а 
Н

ью
то

н
а:

 к
ом

би
н

ат
ор

н
ое

, 
и

н
д

у
к

-
ти

вн
ое

. 
Т

р
еу

го
л

ьн
и

к
 П

ас
к

ал
я

. 
Р

еш
ен

и
е 

за
д

ач
 с

 и
сп

ол
ьз

ов
ан

и
ем

 
би

н
ом

а 
Н

ью
то

н
а

З
ач

ет
 и

л
и

 к
он

тр
ол

ьн
ая

 
р

аб
от

а 
№

6
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

-
ви

ть
 ц

ел
и

 н
а 

сл
ед

у
ю

щ
и

й
 э

та
п

 о
бу

ч
ен

и
я
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П
ро
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Начинается учебник с обобщения понятия функ-
ции, повторяются такие свойства функции, как воз-
растание и убывание, и вводятся другие свойства, та-
кие как непрерывность, монотонность, наибольшее и
наименьшее значения функции. Повторяются все из-
вестные графики (прямая, парабола, гипербола, ок-
ружность), вводятся понятия асимптоты и точки раз-
рыва. Систематизируются все виды преобразований
графиков функций. Свойства функций применяются
для решения уравнений и неравенств.

1. Понятие функции (3 ч)
В этом пункте у учащихся формируются понятия

функции, области определения и области значений
функции; умения графически и аналитически зада-
вать функции, находить область определения и об-
ласть значений функции; записывать объединение и
пересечение множеств с помощью специальных сим-
волов.

На первом уроке полезно обратить внимание уча-
щихся на структуру учебника. Можно предложить
им прочитать обращение автора на с. 5—6, а затем по-
говорить об особенностях учебника. Полезно подчерк-
нуть, что ответы, которые приведены в учебнике, мо-
гут отличаться от тех, которые получат учащиеся,
и тогда в этих расхождениях надо обязательно разо-

ГЛАВА

1
ФУНКЦИИ  И  ГРАФИКИ
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браться. Некоторые ученики, увидев в учебнике под-
робные решения, наверное, подумают, что можно бу-
дет сэкономить время и силы на домашней работе,
просто переписывая их из учебника в тетрадь. Им сле-
дует объяснить, что в 10 и 11 классах отметки за нали-
чие или отсутствие домашнего задания выставляться
не будут, так как оцениваются только знания и работа
в классе. Кроме того, можно сообщить им, что глав-
ными оценками являются те, которые ученики полу-
чают за зачет и за письменные самостоятельные рабо-
ты на уроке. На знакомство с учебником выделяется
примерно 15 минут, а затем начинается работа с пер-
вой главой. Сразу после названия главы в учебнике
приводится ее краткое содержание, которое ученики
читают.

Как уже отмечалось в предисловии, наш учебник
может продолжить любой из существующих курсов
алгебры 7—9 классов. Однако центральное понятие
курса — понятие функции в различных учебниках
вводится по-разному. Поэтому в первом пункте учеб-
ника мы приводим то определение функции, кото-
рым будем пользоваться в 10 и 11 классах.

Изложение материала в учебнике предлагает
практически готовый вариант беседы с учениками.
Так, сначала внимание учеников привлекается к су-
ществованию пар величин, значения которых зави-
сят друг от друга. Можно предложить ученикам
выполнить упражнение № 1. Затем вводятся опре-
деления функции, аргумента, областей определения
и значений функции. Фронтально выполняется уп-
ражнение № 2 (1, 2), в котором акцентируется вни-
мание на необходимости единственности значения
функции, соответствующего каждому допустимому
значению аргумента. При объяснении своего ответа
ученик должен привести контрпример (возможно,
с помощью рисунков на доске). Полезно в № 2 (а) до-
полнительно спросить учеников, где могут распола-
гаться вершины В и D прямоугольника ABCD,
имеющего данную диагональ АС. [На окружности
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с радиусом АС.] После этого ученикам предлагается
упражнение № 8 (1).

Домашнее задание. № 4 (1), 6 (рис. 3).

На втором уроке по домашнему заданию предла-
гается самостоятельная работа (5 мин).

Самостоятельная работа

З а д а н и е  1. № 4 (3). Чему равно значение x при
y = 32? При каких еще значениях у значение x то
же самое?

З а д а н и е  2. № 4 (4). Найти значение x, при кото-
ром f(x) = –10.

При проверке самостоятельной работы следует об-
ратить внимание учащихся на квадратное уравнение
x2 + 7x + 6 = 0, к которому приводит задание 2. Пе-
ред тем как применять формулу или подбирать кор-
ни    по обратной теореме Виета, всегда следует прове-
рить, не являются ли числа 1 или –1 корнями данно-
го уравнения. При положительном ответе на вопрос

второй корень находится по формуле x2 = .

Затем рассматривается и обсуждается пример 1
из объяснительного текста пункта с примечаниями
к нему. Учитель может либо продемонстрировать ре-
шение на доске с соответствующими комментария-
ми, либо организовать работу с учебником, так как
все записи там есть. Понятно, что в первом случае
учебники должны быть закрыты и ученики не долж-
ны ничего записывать в тетради. Ко второму приме-
чанию присоединяется фронтальное обсуждение
№ 19 (6).

После обсуждения понятий области определе-
ния и аналитического задания функции ученикам
предлагается № 3 для самостоятельного решения
(4 мин).

c
ax1
----------
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После проверки выполнения этого задания фрон-
тально обсуждаются № 8 и 9. Для каждой функции
в этих номерах ученики должны сказать, какие тре-
бования накладываются на ее область определения,
не решая соответствующих уравнений, неравенств
и их систем.

Затем проводится серия из двух с а м о с т о я-
т е л ь н ы х   р а б о т:

С1: № 8 (2), № 9 (1, б) → проверка → фронтально
№ 8 (5) → С2: № 8 (3), № 9 (1, в) → проверка.

После проверки второй самостоятельной рабо-
ты обсуждается № 18 (2, а—г). В этом задании речь,
по сути дела, идет о сложной функции (или о ком-
позиции функций), однако вводить эти понятия
преждевременно. Вполне достаточно, чтобы учени-
ки понимали, какие значения может принимать х,
когда аргумент функции f, т. е. выражение, стоя-
щее в скобках у f(...), принимает значения из ука-
занного промежутка [–1; 0]. Так, например, когда
–1 � х – 1 � 0, х может принять любое значение из
промежутка [0; 1], который и будет областью опре-
деления функции f(х – 1). A x2 может принять толь-
ко значение 0 из промежутка [–1; 0], значит, область
определения функции f(x2) состоит из единственно-
го числа — нуля. Чтобы подчеркнуть, что речь идет
о множестве, можно взять нуль в фигурные скоб-
ки: {0}.

Перед тем как рассказывать ученикам, что и как
следует делать в № 18, полезно предложить им най-
ти и прочитать совет к этому номеру.

Домашнее задание. № 8 (4), 9 (1, а, г, д), 10 (1),
18 (1, а—г). Ученикам предлагается также по-
смотреть первую домашнюю контрольную работу,
а именно задания 1 и 4, и дается совет: не откла-
дывать надолго их решения. Ученикам объявляет-
ся, что в начале следующего урока будет неболь-
шая самостоятельная работа на оценку.

Третий урок начинается с самостоятельной рабо-
ты по двум вариантам (8 мин).
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Самостоятельная работа
В а р и а н т 1

З а д а н и е  1. Найдите область определения функ-
ции:

а) у = ; б) у = .

З а д а н и е  2. № 18 (4, а, б).

В а р и а н т 2

З а д а н и е 1. Найдите область определения функ-
ции:

а) у = ; б) у = .

З а д а н и е 2. № 18 (3, а, б).

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. а) [–3; 5) ∪ (5; +∞); б) ∪

∪ (1; +∞). 2. а) [–2; –1]; б) [0,5; 1].

Вариант 2. 1. а) (–∞; –6) ∪ (–6; 3]; б) (–∞; –1) ∪

∪ . 2. а) [–2; 1]; б) [–0,5; 1].

Если доска оборудована крыльями, то два учени-
ка вызываются к доске, где за крыльями выполняют
задания. Полученные решения используются для
проверки.

Если такой доски нет, то правильные ответы учи-
тель записывает на доске или показывает через
мультимедийный проектор, чтобы ученики смогли
проверить свои ответы. Для удовлетворительной от-
метки достаточно правильно решить одно задание из
номера 1. Оценка «4» ставится, если задание 1 вы-
полнено полностью. Для «5» нужно решить все зада-
ния. Положительные отметки можно выставить
в журнал.

После проверки самостоятельной работы рассмат-
ривается пример 2 из объяснительного материала

x + 3
x2 – 25
--------------------- 3

17x2 – 11x – 6
-----------------------------------------------

3 – x
36 – x2
--------------------- 5x

19x2 + 11x – 8
------------------------------------------------

–×; –
6

17
-------

8
19
-------; +×
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пункта 1. Здесь ученики также могут использовать
учебник. В этом случае работа ведется по рисунку из
учебника. Новым для учеников может оказаться тер-
мин «нуль функции» — значение аргумента, при ко-
тором значением функции является нуль, т. е. корень
уравнения f(x) = 0. Следует обратить внимание
школьников на обозначение наибольшего и наимень-
шего значений функции. Полезно дополнительно по-
ставить вопрос об области значений функции y = f(x).
Возможны и другие дополнительные вопросы, напри-
мер: чему равно f(3)? При каком x значение f(x) = 0,5?
Важно подчеркнуть, что ответы, которые получены
по графику функции, являются приближенными.

Затем ученикам предлагается самостоятельно вы-
полнить № 6 по рисунку 4 (4 мин). При выполнении
этого номера ученики записывают свои ответы в тет-
радь, а затем эти ответы фронтально проверяются.
В зависимости от успешности выполнения работы
классом можно либо предложить повторить ее для
рисунка 8, либо перейти к более трудному заданию
№ 7 (1). При наличии проектора учитель может ис-
пользовать два заранее приготовленных транспаран-
та, на первом из которых изображен рисунок 4, а на
втором — рисунок 7. Совмещая их так, чтобы совпа-
ли оси координат, покажите, что функции действи-
тельно принимают при некоторых значениях аргу-
мента одни и те же значения.

Сравнивая графики, изображенные на рисунках 3
и 5, ученики сначала должны установить границы
искомых значений х, а затем сузить эти границы.
Так, сначала они замечают, что первый раз графики
должны пересечься между –1 и –0,5, а второй раз
между 2,5 и 3. Затем получают приближенные зна-
чения абсцисс: x1 ≈ –0,75; x2 ≈ 2,7. Работа может
выполняться в парах. После проверки результатов
работы рассматривается пример 3. Обращается вни-
мание на обязательность для графика функции у
иметь не более одной общей точки с любой прямой,
перпендикулярной оси ОХ. Подчеркнем, что этот
график задает функцию x = f(у), аргументом кото-
рой является переменная у.
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Если останется время, полезно устно ответить на
вопросы в № 11, 12.

Домашнее задание. 6 (рис. 6, 7), 7 (2), 10 (2), № 13.
При выполнении № 7 можно предложить учени-
кам использовать кальку или кусок прозрачного
полиэтилена, на который скопировать (обводя)
один рисунок (оси координат и график) и нало-
жить на второй.

2. Прямая, гипербола, парабола
и окружность (5 ч)

Целью изучения пункта является повторение ос-
новных линий: прямой, гиперболы, параболы и ок-
ружности, а также связи между графиками и анали-
тическими выражениями, задающими их. При по-
вторении графика линейной функции дополнительно
вводится задание коэффициента прямой через коор-
динаты двух ее точек и уравнения прямой, проходя-
щей через две данные точки. При построении гипер-
болы обращается внимание учащихся на асимптоты
графика. Выводится уравнение окружности через
формулу расстояний и рассматривается взаимное
расположение двух произвольных графиков.

Первый урок начинается с самостоятельной рабо-
ты на 8 минут по мотивам домашнего задания.

Самостоятельная работа

Вариант 1 Вариант 2

1. Из углов прямоугольника со сторонами а и b см выре-
зают квадраты со стороной х см и сгибают открытую ко-
робку.
а) Выразите объем коробки как функцию от х.
б) Найдите область определения этой функции.
в) Найдите объем коробки, который получится 
при x = 1

a = 10 см, b = 6 см a = 14 см, b = 8 см
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Ответы к самостоятельной работе
Вариант 1. 1. а) V = (10 – 2х)(6 – 2х)х;
б) 0 < x < 3; в) 32 см2. 2. а) (–3; 6); б) 4,5;
в) –1,5; г) –2,5; –1 и 1.

Вариант 2. 1. а) V = (14 – 2х)(8 – 2х)х;
б) 0 < x < 4; в) 72 см2. 2. а) (–3; 4,5); б) –3; в) 2,5;
г) –3; –0,5 и 0,5.

Перед тем как получить задания, ученики гото-
вят листочек со своей фамилией, на котором они
продублируют свои ответы. Листочек сдается, а ра-
бота проверяется.

Затем от графиков произвольных функций пере-
ходим к материалу пункта 2, из которого на этом
уроке рассматриваем только линейную функцию
у = kx + l. Внимание обращается на угловой коэффи-
циент прямой k и на начальную ординату l, а также
на новый термин «постоянная функция» или «конс-
танта». После этого ученикам предлагается выпол-
нить № 20 (1). Перед тем как ученики приступят к
построению графика данной линейной функции, сле-
дует обсудить с ними план его построения. В частнос-
ти, какие две точки удобнее всего выбрать. Понятно,
что одна из них — точка пересечения с осью орди-
нат, ее ордината равна 3. А абсциссу второй точки
целесообразно выбрать так, чтобы она сократилась

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

2. Функция задана своим графиком (рис. 8 учебника). 
Запишите:

а) область определения 
функции;
б) наибольшее значение 
функции;
в) f(–2,5);
г) корни уравнения 
f(x) = –1,5

а) область значений
функции;
б) наименьшее значение 
функции;
в) f(3);
г) корни уравнения 
f(x) = –2,5
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со знаменателем углового коэффициента, например:
x = 7. После короткого обсуждения ученики само-
стоятельно выполняют указанное задание.

Полученные результаты сверяются, и обсуждает-
ся ответ на вопрос о количестве целочисленных коор-
динат точек графика. Полезно дополнительно рас-
смотреть вопрос о наличии на графике точек с нату-
ральными координатами.

Затем фронтально решаются с обсуждением и
изображением соответствующих графиков на доске
№ 22, 23.

После этого рассматривается пример 1 из объясни-
тельного текста пункта с условием параллельности
графиков линейных функций. Подчеркивается, что
точка принадлежит графику функции в том и только
в том случае, когда ее координаты являются соответ-
ственными значениями аргумента и функции. Обыч-
но координаты точки графика должны удовлетво-
рять уравнению, задающему соответствующую функ-
цию. Затем ученики самостоятельно выполняют
№ 21 (2, а). Ответы фронтально проверяются, и уче-
ники получают домашнее задание.
Домашнее задание. № 20 (2), 21 (2, б), 24.

На втором уроке с целью проверки домашнего за-
дания проводится самостоятельная работа, которая
тут же проверяется фронтально.

Самостоятельная работа
В а р и а н т 1. № 21 (1, в), (3, а).

В а р и а н т 2. № 21 (1, г), (3, б).

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. k = 0,3; l = 4,4. 2. k = – ; l = 7.

Вариант 2. 1. k = 0,3; l = 7,5. 2. k = – ; l = .

Устно проверяется № 24 из домашнего задания,
затем разбирается пример 2 из объяснительного

3
7
---

3
7
--- 9

7
---
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текста, на основании которого ученики учатся зада-
вать линейную функцию, график которой проходит
через две точки. Для закрепления материала выпол-
няется № 25 (1, 2).

Продолжается работа с линейной функцией в уп-
ражнениях № 26 (1), 27(1). Выполняя № 26 (1), по-
лезно обсудить дополнительные задания с черной
точкой к заданиям 1 и 2.

Так, например, чтобы найти точку на графике

функции у = х + 9, абсцисса которой равна ее орди-

нате, нужно взять у = х и подставить в уравнение.
Получим x = у = 36.

Полезно спросить учеников: чем отличается пер-
вое дополнительное задание от второго? Как его вы-
полнить?

Домашнее задание. № 25 (3), 26 (2), 27 (2).

Третий урок целесообразно посвятить обратной
пропорциональности. Повторить зависимость меж-
ду переменными, ее аналитическое задание, постро-
ение графика функции, описание ее свойств. Новый
материал будет связан с понятием асимптоты и уточ-

нением коэффициента k графика функции у = .

Сначала в зависимости от уровня подготовки
класса полезно выполнить некоторые задания из
группы № 28—32, в которых повторяется изучен-
ный ранее материал.

Затем перейти к разбору нового материала. На-
чать можно с аналитического задания прямой, ги-

перболы и параболы: у = х, у = , y = х2.

Затем провести б е с е д у  по следующему плану.
1. Что является графиком данной функции?
2. Опишите, как проходит данный график.
3. Назовите область определения и множество

значений функции.

3
4
---

k
x
---

1
x
---
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4. Найдите промежутки возрастания и убывания
функции.

Говоря с учениками о гиперболе, следует ввести
понятие асимптоты и назвать асимптоты данной
функции.

Затем можно обратиться к учебнику и прочитать
выделенные определения прямой, гиперболы и па-
раболы, рассматривая рисунки и их конкретизируя.
Например, если взять две произвольные точки А
и В, то множество точек, равноудаленных от дан-
ных точек, есть прямая, которая перпендикулярна
отрезку АВ и делит этот отрезок пополам (факт,
известный из геометрии, ему соответствует рису-
нок 18).

На рисунке 19 отмечены фокусы, а также точка
на гиперболе, так что понятно, о разности каких рас-
стояний идет речь.

На рисунке 20 нужно объяснить, что точка F —
данная точка, KX — данная прямая, а точки парабо-
лы равноудалены от точки F и прямой Ох. Полезно
предложить это несоответствие обнаружить самим
ученикам.

Затем можно обратиться к функциям у = х, у = х2,

у =  и попытаться определить их, как геометриче-

ские места точек, вспомнив для этого формулу рас-
стояния между двумя точками, заданными коорди-
натами, известную из курса геометрии.

Рассматривая прямую у = х, нужно задать точки,
для которых она является осью симметрии. Это, на-
пример, точки М(3; 0), N(0; 3). Для параболы можно
проверить, что любая точка М параболы у = х2 рав-

ноудалена от точки F 0;  и прямой у = – . Для ги-

перболы у =  разность расстояний от ее точек до то-

чек A( ; ) и В( ; ) равна 2 .
После этого можно обратиться к построению гра-

фиков в № 33 (а, б, в). Ответить на вопрос № 35 (1)
и выполнить № 34.

1
x
---

1
4
--- 1

4
---

1
x
---

2 2 – 2 – 2 2



49

Домашнее задание. № 33 (д, е), 35 (2).

На четвертом и пятом уроках разбирается пример
3 из объяснительного текста и повторяется весь мате-
риал с опорой на задания № 36—43; остальные но-
мера идут на дом. В завершении изучения пункта
можно провести самостоятельную работу по вариан-
там на оценку.

Самостоятельная работа

Ответы к самостоятельной работе
Вариант 1. 1. (–∞; –2) ∪ (3; +∞). 2. (1; 3); (–1; –3).

3. (x + 1)2 + (y – 3)2 = 9.

Вариант 2. 1. (–∞; –3] ∪ [4; +∞). 2. (–1; 1).
3. (x – 2)2 + (y + 1)2 = 4.

3. Непрерывность
и монотонность функций (5 ч)

В данном пункте изучаются разрывные и непре-
рывные функции, заданные графически, формулой,
кусочно-заданные, рассматриваются функции у = [х]
и у = {х}.

Вариант 1 Вариант 2

1. Найдите область определения функции

y = y =

2. Постройте графики функций в одной системе коорди-
нат и найдите их точки пересечения

y = , y = 3x y = – , y = x2

3. Запишите уравнение окружности с центром в точке

A(–1; 3) и касающейся оси 
абсцисс

D(2; –1) и касающейся оси 
ординат

x  – 2

x2 – x  – 6
--------------------------------- x2 – x – 12

3
x
--- 1

x
---
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Вводятся термины «промежутки монотонности»
и «точки разрыва». Повторяются также понятия
возрастания и убывания функций, которые на про-
тяжении всего курса 10—11 классов широко ис-
пользуются при решении уравнений и неравенств.

На первом уроке вводится понятие непрерывнос-
ти функции и рассматриваются примеры непрерыв-
ных и разрывных функций (целая и дробная части
числа, кусочно-заданные функции).

В начале урока можно записать на доске разные
функции, например:

y = x; y = x2; y = ; y =

и предложить учащимся изобразить в тетрадях и на
доске графики этих функций. Затем проанализиро-
вать, чем отличаются первые два графика от осталь-
ных. Обычно школьники замечают, что последние
графики состоят из двух частей, т. е. как бы раз-
рываются в некоторой точке. Говоря о последнем
графике, следует ввести термин «кусочно-заданная
функция». После этого можно ввести термины «не-
прерывность функции» и «точка разрыва». В 10 клас-
се достаточно образного представления о непрерыв-
ности, а со строгим определением школьники встре-
тятся в начале 11 класса. После введения терминов
ученикам предлагается назвать промежутки непре-
рывности и точки разрыва функций, графики кото-
рых они изобразили в начале урока.

Затем вводится понятие целой части числа и рас-
сматривается функция y = [x]. Школьникам предла-
гается назвать целую часть следующих чисел: 3; –2;
5,01; –6,7, при этом на доске делаются следующие
записи: [3] = 3; [–2] = –2; [5,01] = 5; [–6,7] = –7. За-
тем строится график функции у = [х] и, наконец,
ставится вопрос о ее непрерывности.

По аналогичному плану рассматривается функ-
ция у = {х}.

На следующем этапе полезно закрепить полу-
ченные знания при самостоятельном выполнении
№ 46 (3), 47 (1), 48 (1, а). 

1
x
---

x2, при x � 1,
3 – x, при x < 1,
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При проверке ответить на в о п р о с ы:
1. Назовите непрерывные и разрывные функции.
2. Назовите промежутки непрерывности функ-

ций.
3. Назовите точки разрыва, если они есть.

При подведении итогов урока полезно предло-
жить следующие три  з а д а н и я:

1. Приведите пример функции, непрерывной на
всем множестве действительных чисел.

2. Приведите пример функции, разрывной при
х = 2.

3. Приведите пример функции, разрывной при
х � {3; 4; 5}.
Домашнее задание: № 47 (2), 48 (1, в, г).

Второй урок посвящается теореме о промежуточ-
ном значении функции и решению неравенств мето-
дом интервалов.

Урок полезно начать с повторения материала,
изученного на предыдущем уроке.

На доске или с помощью проектора ученикам
предлагаются графики функций (рис. 1).

З а д а н и я  к  у с т н о й  р а б о т е
1. Является ли функция непрерывной на всем

множестве действительных чисел?
2. Является ли функция разрывной? Укажите

точки разрыва. Определена ли функция в точке раз-
рыва?

3. Имеет ли график функции вертикальную, го-
ризонтальную асимптоты?

Затем полезно обратиться к домашнему заданию
и поставить эти же вопросы.

На следующем этапе урока учитель формулиру-
ет теорему о промежуточном значении функции
и предлагает конкретизировать ее условие для одной
из заданных функций, графики которых представ-
лены на доске.

В о п р о с ы  и  з а д а н и я
1. Назовите промежутки, на которых функция не

обращается в нуль.
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2. Что можно сказать о знаках функции на дан-
ных промежутках? [Знак функции сохраняется.]

3. Назовите промежутки знакопостоянства функ-
ции.

На основании теоремы о среднем значении реша-
ются неравенства, разбирается пример 2 из объясни-
тельного текста, затем выполняются самостоятель-
но № 51, 52 (3, 4). Полезно кого-нибудь из учени-
ков пригласить за крыло доски, чтобы потом быстро
проверить и обсудить план решения.

Затем выполняется вторая самостоятельная рабо-
та: № 53 (1), 54 (1).

В домашнее задание можно включить № 52 (1, 2),
53 (2), 54 (2).

На третьем уроке основное внимание уделяется
возрастанию и убыванию функций на промежутках,
отрабатываются понятия монотонности функции и
формируются умения находить промежутки монотон-
ности функций.

Обсуждение строится по следующему плану.
1. Примеры функций, которые возрастают на

всей области определения.
2. Формулировка определения возрастающей

функции.
3. Примеры функций, которые убывают на всей

области определения.
4. Формулировка определения убывающей функ-

ции.
5. Пример функции возрастающей на одних и убы-

вающей на других промежутках [у = 2х2 – 16х + 1].
6. Формулировка определения возрастания (убы-

вания) функции на множестве.
7. Итог беседы и объединяющий термин «моно-

тонность».
Затем выполняется № 55. Для рисунков 3 и 4 про-

межутки монотонности можно называть устно, для
рисунков 6 и 7 письменно.

Фронтально с классом выполняются № 57, 59, 60.

Домашнее задание: № 61, 52 (5), 53 (3).
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На четвертом и пятом уроках рассматривается
теорема о единственности корня на промежутке и ее
использование для решения уравнений способом
подбора корня. В начале урока можно предложить
школьникам решить уравнения:

1) [x] = ; 2) [x] = –3; 3) [x] = –x; 4) [x2] = 16.

Первое уравнение не имеет решений, так как
его левая часть принимает только целые значения,
а правая часть — число дробное. Решением второго
уравнения является промежуток [–3; –2). В треть-
ем уравнении понятно, что –х, а значит, и х — це-
лые числа. Тогда [х] = х, а уравнение х = –х имеет
единственный корень х = 0. Решениями четвер-
того уравнения являются все числа x такие, что

16 � x2 < 17, т. е. 4 � х �  и < х � –4.
Работа проводится фронтально со всем классом по

плану.
1. Формулируется теорема о единственности кор-

ня и разбирается пример 3 из объяснительного текс-
та. Закрепляется материал при выполнении № 64 (1).

2. Доказывается утверждение из № 62 и на его ос-
нове решается уравнение № 65 (1).

3. Доказывается утверждение из № 63 и на его ос-
нове выполняется № 66.

4. Самостоятельно выполняется № 67 (1, 3) с по-
следующим обсуждением.
Домашнее задание. № 64 (2), 65 (2), 67 (2).

4. Квадратичная
и дробно-линейная функции.

Преобразование графиков (6 ч)
В этом пункте повторяются свойства квадратич-

ной функции и рассматривается дробно-линейная
функция, причем акцент делается на построении
их графиков с помощью преобразований. Дополня-
ются и систематизируются знания учащихся о пре-

1
2
---

17 – 17
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образованиях графиков. Сами преобразования ис-
пользуются при решении неравенств.

Первые два урока целесообразно посвятить повто-
рению материала о квадратичной функции, реше-
нию квадратных уравнений и неравенств.

На первом уроке полезно заняться квадратичной
функцией, ее свойствами и графиком.

Сначала ученики самостоятельно выполняют
№ 69 (1, 4, 7).

После проверки ответов ученикам предлагается:
1) записать промежутки возрастания и убывания

функции в каждом задании;
2) записать цепочку преобразований для построе-

ния параболы в первом задании;
3) выделить полный квадрат из квадратного трех-

члена во втором задании, воспользовавшись при этом
найденными координатами вершины параболы;

4) назвать все преобразования графика y = х2, пе-
реводящего его в график функции из третьего зада-
ния.

Затем идет проверка выполнения заданий, обсуж-
дение ответов с рассказом о том, как они получены.

Если все 4 задания выполнены верно, то выстав-
ляется оценка 5, соответственно за 3 задания —
оценка 4 и т. д.

Затем можно выполнить самостоятельно и прове-
рить фронтально № 71 (1—3).
Домашнее задание. № 71 (4), 72 (2).

Второй урок посвящен квадратным уравнениям
с параметрами. Заданиям с параметрами в нашем
курсе уделяется большое внима-
ние. Большинство заданий с пара-
метрами связано с квадратным
трехчленом и, в частности, с его
графиком.

В начале урока следует обсудить
с учениками выполнение домашне-
го задания. Затем предложить им
по рисунку 2, на котором изобра-
жены две параболы, уравнением

y

x0

Рис. 2
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одной из которых является у = ах2 + bх + с, опреде-
лить, какое из следующих уравнений имеет вторая
парабола:

у = – ах2 – bх + с, y = –2ах2 + bx + c,
y = –2ах2 + 2bx + c, y = –2ах2 – 2bx + c,

y = ах2 + bx + c.

Для ответа ученики должны заметить, что у пара-
болы, ветви которой направлены вверх, старший ко-
эффициент по модулю больше, чем у другой пара-
болы. Поскольку модулей старших коэффициентов
только два: |а | и |2а |, становится понятным, что вет-
ви параболы у = ах2 + bx + с направлены вниз. Так
как вершины парабол имеют одну и ту же абсциссу,
отношения второго коэффициента к старшему коэф-
фициенту у трехчленов должны быть равны, значит,
уравнение второй параболы

у = –2ах2 – 2bх + с.

Кроме того, по этому же рисунку можно поставить
вопрос о том, какие знаки имеют числа a, b и с. При
ответе на этот вопрос, во-первых, ученики должны
заметить, что ветви параболы y = ах2 + bx + c направ-
лены вниз, значит, а < 0, во-вторых, парабола пере-
секает ось ординат в верхней полуплоскости, значит,
с > 0, наконец, в-третьих, абсцисса вершины парабо-

лы положительна, т. е. – > 0, что, поскольку а < 0,

позволяет сделать вывод о том, что b > 0.
После этого можно перейти к № 74. Этот номер

выполняется со всем классом фронтально, потому
что возможны разные варианты расположения гра-
фика, которые желательно разобрать со всеми уче-
никами. В тетради ученики могут изображать раз-
ные случаи в одной системе координат, используя
ручки разных цветов, или делать отдельные рисун-
ки. Так, например, в задании № 74 (в) одна парабола
касается положительной части оси абсцисс, другая
проходит через начало координат, а третья пересека-
ет отрицательную часть оси ординат.

b
2a
-------
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В № 74 (д) придется сделать уже четыре рисунка
(рис. 3).

После того как соответствующие параболы изобра-
жены, следует обсудить, какие аналитические усло-
вия соответствуют каждому случаю. При этом можно
использовать следующие обозначения: D, f(–1), f(2),
x0 для дискриминанта, значений трехчлена и абсцис-
сы вершины соответствующей параболы. Так, распо-
ложение параболы на первом рисунке определяет-
ся одновременным выполнением условий: D > 0,
f(–1) > 0, f(2) > 0, –1 < x0 < 2. Условия второго рисун-
ка: D > 0, f(–1) = 0, f (2) > 0, –1 < x0 < 2.

В № 74 (е) достаточно тоже четырех рисунков
(рис. 4): на первом x0 < –1 и f(–1) > 0; на втором:
x0 > 2 и f(2) > 0; на третьем: D < 0; на четвертом:
f(–1) < 0 и f(2) < 0.

Затем рассматривается № 76, где с помощью сове-
та из учебника, подсказывающего, что a – b + c =
= f(–1) > 0, изображается схематический график
квадратного трехчлена, не имеющего корней. По-
скольку его ветви направлены вверх, делается вы-
вод о старшем коэффициенте.

Завершить урок можно № 77, в котором рассмот-
реть на уроке, как может располагаться соответст-
вующий квадратный трехчлен и какими условиями
относительно его коэффициентов и значений в точке
а это определяется. Закончить решение № 74 следу-
ет предложить ученикам дома.

–1 2 –1 2 –1 2 –1 2

Рис. 3

–1 2

–1 2

Рис. 4
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Домашнее задание. № 74 (д, е) — сделать рисунки
и записать условия для интервала (–1, 2), № 77 —
закончить решение.

Третий урок начинается с обсуждения результа-
тов домашнего задания. Затем проводится устная
работа. Школьникам предлагается по готовым ри-
сункам (рис. 5) сформулировать условия, которым
удовлетворяет соответствующий квадратный трех-
член f(x) = ax2 + bx + c. Используются обозначения
f(2), D и x0. Так, например, можно сначала предло-
жить школьникам сравнить рисунки и выявить
свойство, общее для всех трехчленов, графики кото-
рых изображены. [Все эти трехчлены имеют на про-
межутке (2; +∞) единственный корень.] Затем об-
суждаются и выписываются условия для каждого
рисунка.

Затем составляется план выполнения задания
№ 75 (1) и каждый ученик самостоятельно его вы-
полняет.

При обсуждении плана полезно предложить уче-
никам схематически изобразить график квадратич-
ной функции так, чтобы выполнялось условие а),
т. е. чтобы значения трехчлена были положительны-
ми при всех значениях x, и задать классу в о п-
р о с ы:

1. При каких условиях график будет весь распо-
ложен выше оси Ох?

2. Когда коэффициент при старшем члене поло-
жительный, а = 2, а дискриминант меньше нуля?

2 x

2

x

2

x

2

x 2 x 2 x

Рис. 5
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Затем составляется план решения № 75 (1, a):
найти дискриминант;
составить неравенство D < 0 и решить его относи-
тельно k.
Аналогично проходит работа с заданием б).
При обсуждении задания № 75 (1, в) можно не на-

ходить дискриминант. Рассуждения могут быть сле-
дующими.

Ветви параболы направлены вверх, значит, нель-
зя найти такое k, при котором все значения х будут
приводить к неверному неравенству. 

О т в е т:  ни при каком значении k.
Завершается урок выполнением № 79 (1). Жела-

тельно сначала составить и обсудить план решения.
Ученики должны заметить, что, поскольку наиболь-
шее значение квадратный корень принимает при на-
ибольшем значении подкоренного выражения, за-
дача сводится к отысканию наибольшего и наимень-
шего значений квадратного трехчлена на отрезке
[3; 4]. Полезно обобщить задачу и рассмотреть три
принципиальных случая: 1) вершина лежит внутри
промежутка: 3 � x0 � 4; 2) вершина находится слева
от промежутка: x0 < 3; 3) вершина находится справа
от промежутка: x0 > 4. Можно ограничиться рас-
смотрением трехчлена с положительным старшим
коэффициентом. Сделав соответствующие рисунки,
ученики увидят, что в первом случае наименьшее
значение равно f(x0), а наибольшее равно значению
в том из концов промежутка, от которого x0 дальше.
Во втором случае наименьшее значение равно f(3),
а наибольшее — f(4). И, наконец, в третьем случае
наименьшее значение равно f(4), а наибольшее —
f(3). Затем формулируется вывод: чтобы найти на-
ибольшее и наименьшее значения квадратичной
функции на отрезке, нужно найти и сравнить ее
значения на концах отрезка с ординатой вершины
соответствующей параболы.

После этого анализа остается только выяснить,
с каким из случаев мы имеем дело, и провести вычис-
ления. Затем это задание сравнивается с заданиями 3

1

2
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и 4 данного номера. Обсуждается, в чем их особен-
ность, изменится ли план решения.
Домашнее задание. № 75 (2), 79 (2, 4).

Четвертый урок посвящен графику дробно-линей-
ной функции. Начать урок можно с преобразований
квадратичной функции и составления таблицы пре-
образований. Ученикам предлагается назвать преоб-
разования графика произвольной функции f(x), ис-
пользуя известные им преобразования графика квад-
ратичной функции. Таблица выносится на доску.

Затем эта таблица используется для формирова-
ния цепочки преобразований при построении графи-
ков следующих функций:

у = – 3; у = – ; у = ;

у =  из графика функции у = .

y = ; у = – ; y = – ;

у = 2 +  из графика функции у = .

Цепочки преобразований в одних случаях можно
выстроить устно, а в других придется фиксировать
на бумаге. Затем рассматривается пример 1 из объ-
яснительного текста. После этого ученикам предла-
гается назвать асимптоты графиков функций, для
которых строились цепочки их преобразований из

графика у = . Дополнительно можно задать вопрос

о промежутках возрастания и убывания функции.

Исходный 
график

Новый
график

Исходный 
график

Новый
график

Преобра-
зование

у = x2 у = – x2 y = f(x) y = –f(x)

у = x2 у = 2x2 y = f(x) y = kf(x)

у = x2 y = (x – 1)2 y = f(x) y = f(x – a)

у = x2 у = x2 + 3 y = f(x) y = f(x) + a

x 2 x x + 1

3 x – 2 + 4 x

1
x + 1
--------------- 1

2x – 3
------------------ 3

2x + 2
-------------------

4
0,5x – 3
------------------------- 1

x
---

1
x
---
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Затем ученики самостоятельно выполняют
№ 81 (а, г).
Домашнее задание. 79 (3), № 81 (б, в).

Пятый урок посвящается графикам с модулем.
В начале урока можно устно проверить выполне-

ние домашнего задания, предложив рассказать о це-
почках преобразований в № 81 (б, в).

После разбора домашнего задания учащимся
предлагается таблица, которая вынесена на доску.

Со всем классом рассматривается решение приме-
ра 2 из объяснительного текста и заполняются пус-
тые клетки таблицы. Используя эти строки, учени-
ки самостоятельно строят графики функций, задан-
ных в № 83 (а, г).

Затем предлагается пример 3 из объяснительного
текста и № 83 (д) и в конце урока разговор идет
о симметрии графиков в № 84.
В домашнюю работу можно включить № 83 (б, е)

и оставшиеся задания из № 84.

Шестой урок полезно посвятить графическому ре-
шению неравенств и их систем. Начинается урок
с обсуждения домашнего задания:

1. Назовите цепочку преобразований, с помощью
которой был построен график в № 83 (б, е).

2. Какие функции составлены в задании № 84?
Как вы рассуждали при их составлении?

Объяснение нового материала можно начать с
фронтального выполнения № 85 (2). Пример 4, рас-
смотренный в объяснительном тексте, можно дать
ученикам для самостоятельного изучения дома.

Исходный 
график

Новый
график

Исходный 
график

Новый
график

Преобра-
зование

y = x y = |x | y = f(x) y = f(|x |)

y = x3 y = |x3| y = f(x) y = |f(x) |

y = x3 |y | = x3 y = f(x) |y | = f(x)
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Затем учащиеся самостоятельно выполняют
№ 84 (3), после чего фронтально обсуждается № 78,
а № 85 (6) предлагается ученикам выполнить само-
стоятельно.

После этого можно перейти к решению систем
неравенств и вместе с классом выполнить № 86 (2),
самостоятельно ученикам предложите решить
№ 86 (3).

В завершение урока можно предложить ученикам
найти площадь фигуры, координаты точек которой яв-

ляются решением системы неравенств 

Если времени на уроке не осталось, задание мож-
но предложить выполнить дома.

Домашнее задание. № 83 (ж), 85 (1, 4), 86 (1).

На следующем уроке проводится зачет.

ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ 
«ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ»

Инструкция к проведению зачета
Зачет проводится по двум вариантам заданий, ко-

торые могут быть записаны на доске или на карточ-
ках. Ученики, первыми выполнившие все задания,
подходят с работой к учителю. Учитель проверяет
работу и задает по ходу проверки теоретические во-
просы. Ученики, которые правильно решили все за-
дания и ответили на вопросы учителя, считаются
сдавшими зачет и становятся консультантами, кото-
рым выдается таблица и список устных вопросов и
заданий. Из списка вопросов и заданий консультант
задает один вопрос и оценивает ответ на него, так же
как и все задания, знаком «+», если ответ или реше-
ние верно, или знаком «–», если задание не выпол-
нено или выполнено неверно.

Остальные ученики могут сдать зачет учителю
или консультанту.

у � – 2х + 4,
у � 0,
у � 0,8х + 4.
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Учитель просматривает таблицы у консультан-
тов, видит общую картину сдачи зачета, оказывает
индивидуальную помощь ученикам.

Задания к письменной части зачета
В а р и а н т 1

1. Найдите область значений функции y = .

2. Решите неравенство + � 5.

3. 1) Изобразите график функции y = f(x), непре-
рывной на отрезке [1; 4], так, чтобы одновременно
выполнялись условия:
а) x = 3 — нуль функции;
б) функция убывает на отрезке [1; 2] и возрастает
на отрезке [2; 4].
2) Сколько корней имеет уравнение f(x) = 0 на от-
резке [1; 4]?
3) В какой точке функция принимает свое на-
именьшее значение?

4. Запишите уравнение прямой, проходящей через
точки А(–2; 1) и B(6; 3).

№ 
п/п Фамилия, имя 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

8

x2 – 1
x2

-----------------

6
x
--- 6

x + 1
---------------
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5. Закрасьте множество точек, координаты которых
удовлетворяют неравенству (у – 3х)(2у + х) � 0.

В а р и а н т 2

1. Найдите область значений функции у = .

2. Решите неравенство + � 3.

3. 1) Изобразите график функции y = f(x), непре-
рывной на отрезке [–2; 3], так, чтобы одновремен-
но выполнялись условия:
а) x = 1, x = –1 — нули функции;
б) функция убывает на отрезке [0; 3] и возрастает
на отрезке [–2; 0].
2) Сколько корней имеет уравнение f(x) = 0 на от-
резке [1; 4]?
3) В какой точке функция принимает свое на-
ибольшее значение?

4. Запишите уравнение прямой, проходящей через
точки А(4; 1) и B(6; 3).

5. Закрасьте множество точек, координаты которых

удовлетворяют неравенству � 0.

Ответы к письменной части зачета
Вариант 1. 1. (–∞; 1). 2. (–∞; –1) ∪ (–0,6; 0) ∪

∪ [2; +∞). 3. Рис. 6. 4. у = 0,25x + 1,5. 5. Рис. 7.

Вариант 2. 1. (1; +∞). 2. (–∞; –3) ∪ (–2; 0) ∪
∪ [2; +∞). 3. Рис. 8. 4. у = 0,5x – 3. 5. Рис. 9.

Вопросы и задания
для устной части зачета

11. В каких случаях одна переменная является
функцией другой?

12. Что такое естественная область определения
функции?

13. Приведите пример функции, нуль которой боль-
ше, чем f(0).

x2 + 1
x2

------------------

5
x + 3
--------------- 4

x
---

y – x2

y – x
-----------------
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14. Найдите область определения функции:

а) y = ; б) у = ; в) у = .

15. Найдите область значений функции:

а) у = –2х2 + 3х – 4; б) у = ; в) у = 2 + .

16. Какая функция называется константой? Приве-
дите пример такой функции.

17. Даны функции: у = 2х + 3, у = –2х + 3, у = 3х + 2,
у = 2х – 1, у = –2х – 5. Графики каких функций
параллельны?

18. Bce ли уравнения прямых, проходящих через
точку A(1; –2), можно записать в виде            

у + 2 = k(x – 1)?
19. Запишите уравнение прямой, проходящей через

точки М(2; 3) и N(11; –5).

Рис. 6

y

x1

y = f(x)

0
2

3 4

y

x
1

y = f(x)

0

2

3

1
2
3

–1–2

y

x10

2

3

–2

–1

y = f(x)

x10 2–2 –1

y

Рис. 9Рис. 8

Рис. 7

2

x
------- x

16 – x2
--------------------- 2x – 3

1
x
--- x
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10. Запишите уравнение окружности с центром в
точке D(3; –2) и радиусом 4 см.

11. Запишите уравнение окружности с центром в на-
чале координат и радиусом 5 см.

12. В каких четвертях расположен график функции
у = –3х + 5?

13. Запишите уравнение, задающее геометрическое
место точек, равноудаленных от точек A(0; 1)
и B(7; 5).

14. Задайте какую-нибудь функцию, графиком ко-
торой является парабола с вершиной в точке
(2; –1), ветви которой направлены вниз.

15. Задайте аналитически дробно-линейную функ-
цию, асимптотами которой являются прямые
х = 2 и у = –1.

16. Решите неравенство методом интервалов:

а) (х – 1)(x + 3)(x – 5) > 0; б) < 0.

17. Какие из следующих функций:

у = 3х – 1, у = 1 – х2, у = , у = , у = –

являются возрастающими?
18. Задайте цепочку преобразований для постро-

ения графика функции у = 1 – .

19. Задайте цепочку преобразований для построе-
ния графика функции |у | = |х | – 2.

Подведение итогов зачета
и домашней контрольной работы

В этой части урока отмечается, кто сдал зачет на
уроке, а кто будет сдавать в следующий раз, какое
задание вызвало наибольшие трудности. Обращает-
ся внимание учеников на необходимость системати-
ческого выполнения заданий после каждого пункта.

x – 2
x x + 3 )(
-------------------------

1
x
--- x + 4 2

x
---

1
x + 3
---------------
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КОНТРОЛЬНАЯ  РАБОТА  ПО  ТЕМЕ 
«ФУНКЦИИ  И  ГРАФИКИ»

В а р и а н т 1

I уровень

В заданиях 1—5 укажите номер ответа, который
вы считаете верным.

1. Укажите область значений функции у = .

1) (–∞; 0); 3) (0; +∞);
2) (–∞; 1); 4) (1; +∞).

2. Решите неравенство + � 5.

1) –1 < х � 0,6 и 0 < х � 2;
2) х � –0,6 и х � 2;
3) х < –1 и –0,6 � х < 0 и х � 2.

3. Какая из функций, заданных графиком (рис. 10),
возрастает на промежутке [a; b] ?
1);  2);  3);  4).

4. Укажите функцию, областью определения кото-
рой является промежуток (–∞; –2).

1) f(x) =  ; 3) р(х) = ;

2) h(x) = ; 4) y = x – 2.

x2 – 1
x2

-----------------

6
x
--- 6

x + 1
---------------

y

xa 1

1 b

y = f(x)

y

xa

1 b

y = h(x)

0 1
0

y

x1

1
b

y = g(x)

0 a

y

x
1

1

y = p(x)

0a b

1) 2)

3) 4)

Рис. 10

–3
2 + x
--------------- 2 – x

4 + x2
------------------4

1
x + 2 )2(

-----------------------
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5. Найдите наименьшее значение функции

у = 2x2 – 8х + 3,1.

1) 0; 2) –4; 3) –5,1; 4) –4,9.

II уровень

6. 1) Изобразите график функции y = f(x), непре-
рывной на отрезке [1; 4], так, чтобы одновременно
выполнялись условия:
а) х = 3 — нуль функции;
б) функция убывает на отрезке [1; 2] и возрастает
на отрезке [2; 4].
2) Сколько корней имеет уравнение f(x) = 0 на от-
резке [1; 4]?
3) В какой точке функция принимает свое на-
именьшее значение?

7. Запишите уравнение, задающее геометрическое
место точек, равноудаленных от точек A(–2; 1)
и B(6; 3).

8. Закрасьте множество точек, координаты которых
удовлетворяют неравенству (y – 3x)(2y + x) � 0.

III уровень

9. Найдите наименьшее значение функции

у = .

10. Постройте график функции у = |4|x | –3 – х2|.

В а р и а н т 2

I уровень

В заданиях 1—5 укажите номер ответа, который
вы считаете верным.

1. Найдите область значений функции у = .

1) (0; +∞); 3) (–∞; 1);
2) (1; +∞); 4) (–∞; 0).

1

3 + x – 
1
4
---x2

-------------------------------------

x2 + 1
x2

------------------
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2. Решите неравенство + � 3.

1) –3 < х � 2 и 0 <х � 2;
2) x < –3 и –2 � х < 0 и х � 2;
3) х < –3 и х > 0;
4) –3 < x < 0.

3. Какая из функций, заданных графиком (рис. 10),
убывает на промежутке [a; b]?
1); 2); 3); 4).

4. Укажите функцию, областью определения кото-
рой является промежуток (–∞; –2].

1) f(x) = ; 3) p(х) = ;

2) h(x) = ; 4) t(x) = x – 2.

5. Найдите наибольшее значение функции
у = –2x2 + 8x – 3,1.

1) 0; 2) –4; 3) 5,1; 4) 4,9.

II уровень

6. 1) Изобразите график функции у = f(x), непре-
рывной на отрезке [–2; 3], так, чтобы одновремен-
но выполнялись условия:
а) x = 1, x = –1 — нули функции;
б) функция убывает на отрезке [0; 3] и возрастает
на отрезке [–2; 0].
2) Сколько корней имеет уравнение f(x) = 0 на от-
резке [–2; 3]?
3) В какой точке функция принимает свое на-
ибольшее значение?

7. Запишите уравнение, задающее геометрическое
место точек, равноудаленных от точек А(4; 1)
и B(5; 3).

8. Закрасьте множество точек, координаты которых
удовлетворяют неравенству

� 0.

5
x + 3
--------------- 4

x
---

–3
2 + x
--------------- –2 – x

4 + x2
------------------4

1
x + 2 )2(

-----------------------

y – x2

y – x
-----------------



III уровень

9. Найдите наибольшее значение функции

у = .

10. Постройте график функции у = |x2 – 6|х | + 8|.

Ответы к контрольной работе
Вариант 1. 1. б). 2. в). 3. в). 4. а). 5. г). 6. Рис. 6.

7. y = –4x + 10. 8. Рис. 7. 9. 0,5. 10. Рис. 11.
Вариант 2. 1. б). 2. б). 3. б). 4. в). 5. г). 6. Рис. 8.

7. y = –0,5x + 4,25. 8. Рис. 9. 9. . 10. Рис. 12.

1

x2 – 4x + 5,21
-----------------------------------------------

y

x10 2 3

3

–3

y

1
0

2 3

3

–3

8

–4 4–2 x

Рис. 11 Рис. 12

10
11
-------
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Во второй главе повторяются свойства функции
у = хn, вводятся понятия корня n-й степени, обрат-
ной функции, степени с рациональным показателем
и обобщаются свойства степеней для рационального
показателя.

Школьники, которые обучались по нашим учеб-
никам алгебры в 9 классе, изучали значительную
часть материала этой главы. Много внимания уде-
ляли подбору целых корней, применяли схему Гор-
нера для отыскания значений многочленов, а также
для деления многочлена на двучлен. Возможно, од-
нако, что корни n-й степени и степень с рациональ-
ным показателем в основной школе не изучались
и ученики знакомы лишь с квадратными и кубиче-
скими корнями. На последний вариант и рассчитаны
рекомендации к изучению главы.

5. Степенная функция у = хn

при натуральном n (2 ч)
В этом пункте повторяются свойства функции

у = xn, определения четной и нечетной функций.

Первый урок направлен на повторение свойств
функции у = xn.

Начать урок можно с самостоятельного заполне-
ния таблицы с последующим обсуждением резуль-
татов.

ГЛАВА

2
СТЕПЕНИ  И  КОРНИ
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Затем устно выполняются № 87, 88—90.
Предполагается следующая работа с указанными

номерами.
Прочитайте задание из № 87. Как вы будете вы-

полнять данное задание? [Чтобы ответить на воп-
рос о существовании показателя степени п, нужно
либо его найти и тогда такое n существует, либо до-
казать, что такого п не существует.]

Р е ш е н и е. График функции у = хn проходит че-
рез точку А(7; 343) при n = 3, так как 343 = 73.

О т в е т: такое п существует.
Можно выслушать еще несколько ответов относи-

тельно других заданий данного номера. Ученик вы-
бирает любое задание и комментирует его.

Прочитайте задание из № 88. Как вы будете рас-
суждать при выполнении данного задания? [Нам из-
вестно значение у = 4, его нужно представить в виде
степени некоторого целого числа, 4 = 22, следователь-
но, п = 2. Число 16 можно представить в виде степе-
ни целого числа различными способами, например:
16 = 42 = (–4)2 = 24 = (–2)4.]

Задание № 89. Как вы будете рассуждать? [Во
всех случаях задана или степенная функция, или
функция, график которой получается из графика
степенной функции с помощью вертикальных и го-

Свойства
функции y = x2 y = x3

y = xn, n � N

n — четное n — нечетное

1. Область
определения

2. Множество 
значений

3. Симметрия 
графика

4. Возрастание
и убывание

5. Четность
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ризонтальных сдвигов. Расположение графиков за-
висит от четности показателя степени и преобразова-
ний, которые осуществляются над основной функ-
цией у = хn.]

График первой функции расположен в первой и
третьей координатных четвертях, потому что показа-
тель степени нечетный. График шестой функции по-
лучен из основного графика степенной функции с чет-
ным показателем степени смещением влево на 6 еди-
ниц и вверх на 1 единицу, значит, график будет
расположен в первой и второй координатных четвер-
тях.

Ученики могут выходить к доске, комментиро-
вать свой ответ и изображать схематический гра-
фик. Можно вызывать учеников к доске, указывая
каждому задание, однако лучше предложить учени-
кам выбрать задание самостоятельно.

Подвести итог устной работы можно в процессе
обсуждения вопросов № 90.

Графические соображения используются при
фронтальном решении заданий из № 92. Каждое из
неравенств как бы прикладывается к графикам сте-
пенной функции с нечетным или четным показате-
лем. Если неравенство соответствует одному из гра-
фиков и не соответствует другому, то четность или
нечетность п тем самым установлена. Если же нера-
венство подходит к обоим графикам, то четность или
нечетность п определить невозможно. Так, напри-
мер, неравенство 1) f(–5) > f(–3) показывает, что у
степенной функции есть промежуток убывания, зна-
чит, п — четное. В задании 6) неравенство f(5) > f(3)
выполняется и при четном, и при нечетном п.

После этого повторяются определения четной и
нечетной функций и выполняются № 95 (1, 3), 96 (2,
3). Задание № 95 (3), обозначенное как развиваю-
щее, следует выполнить устно. Применив свойство
степеней aman = am + n, получим, что у = х2n + 2 – 4,
и сделаем вывод о том, что эта функция четная, так
как ее график получен из графика четной функции
сдвигом вниз на 4 единицы, который не нарушает
симметрию относительно оси ординат.
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После выполнения этих заданий полезно обсу-
дить вопросы о том, является ли сумма (разность,
произведение, частное) четных (нечетных) функций
четной (нечетной) функцией. Ответы на эти вопросы
определяются тем, сохраняют или меняют знаки со-
ответствующие выражения при перемене знака ар-
гумента. Для частного нечетных функций это можно

записать, например, так: р(–х) =  =  =

= р(x), значит, частное нечетных функций — функ-
ция четная.

Домашнее задание. № 95 (2), 96 (1), 98—100.

Ha втором уроке продолжается закрепление
свойств степенной функции.

Начать урок можно с обсуждения № 100. Учени-
кам предлагается изобразить графики функций, ко-
торые у них получились при выполнении домашнего
задания.

Затем можно провести математический диктант.
Учитель диктует задания и делает на доске некото-
рые записи к ним.

Математический диктант

Вариант 1 Вариант 2

1. Запишите, при каком показателе степени 
(четном или нечетном) функция у = xn является:

возрастающей на проме-
жутке (–∞; 0]

убывающей на промежут-
ке (–∞; 0]

2. При каком показателе степени (четном или нечет-
ном) функция у = xn является:

четной? нечетной?

3. Запишите цепочку преобразований, с помощью кото-
рой из графика степенной функции можно построить 
график функции:

у = (x – 2)5 + 3 у = (х + 1)4 – 2

f –x )(

g –x )(
----------------- –f x )(

–g x )(
-----------------
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Ответы к математическому диктанту
Вариант 1. 1. При нечетном. 2. При четном.

3. x5 → (x – 2)5 → (x – 2)5 + 3. 4. Нечетное. 5. Нечет-
ное. 6. х < 0. 7. Один. 8. х > 0.

Вариант 2. 1. При четном. 2. При нечетном.
3. x4 → x4 – 2 → (x + 1)4 – 2. 4. Четное. 5. Четное.
6. Нет решений. 7. Один, два, ни одного. 8. х ≠ 0.

После устной проверки диктанта с учениками
рассматривается № 93. В процессе обсуждения зада-
ний выявляются важные сравнительные свойства
степенных функций с разными показателями: при
0 < х < 1 увеличение показателя уменьшает значе-
ние функции, a при х > 1 увеличение показателя
увеличивает значение функции.

Следующий этап урока можно начать с разбо-
ра примера 2 из объяснительного текста. Для за-
крепления рассмотренной в нем идеи предлагается
№ 101 (1).

Домашнее задание. 94, 97 (в), № 101 (2).

Окончание табл.

4. Запишите, четным или нечетным числом является 
показатель степени п функции у = хn, если:

5n > (–5 )n 5n = (–5)n

5. Четной или нечетной является функция:

у = –2х – 4x3? у = x2 – x4?

6. Решите неравенство:

xn < 0 , если п — нечетное xп < 0, если п — четное

7. Cколько корней может иметь уравнение хn = а, если:

п — нечетное? n — четное?

8. Решите неравенство:

x5 > 0 x6 > 0
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6. Понятие корня n-й степени (5 ч)
Понятие корня п-й степени вводится по аналогии

с квадратным корнем, т. е. в связи с рассмотрением
операции, обратной возведению в n-ю степень. Целью
изучения данного пункта является формирование
знания учащимися определения корня п-й степени,

представления о графике функции у = , как сим-
метричном графику у = xn относительно прямой
у = х.

Изучение материала пункта распределено по че-
тырем урокам. На первом — вводится понятие кор-
ня и отрабатываются определения корня п-й степе-
ни и арифметического корня п-й степени. На втором
уроке изучаются свойства графика данной функ-
ции. На третьем и четвертом уроках свойства функ-

ции у =  используются при решении уравнений
и неравенств.

Как мы уже говорили, понятие корня п-й степени
могло не рассматриваться в основной школе. В этом
случае ученики знакомы только с понятиями квад-
ратного и кубического корней.

Изложение материала на первом уроке следует
провести в соответствии с объяснительным текстом
учебника. При этом в левой части доски схематиче-
ски изображаются графики функций у = х2 и у = х3,
а в правой — два графика функций у = xn, для чет-
ного и для нечетного показателей. Понятие кор-
ня степени п вводится по аналогии с уже известны-
ми школьникам понятиями квадратного и кубиче-
ского корней. Затем фронтально решаются задания
№ 102 (1, 3, 4), 103 (1, 2, 4), 104. После чего с по-

мощью графиков вводится обозначение  и поня-
тие арифметического корня п-й степени. Понимание
обозначения закрепляется заданиями № 113, кото-
рые выполняются школьниками устно. Устную ра-
боту полезно дополнить следующим заданием.

xn

xn

xn
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Вычислите:

1) ; 3) ; 5) ; 7) ;

2) ; 4) ; 6) ; 8) .

Затем обсуждаются задания № 115, из которых
школьники самостоятельно выполняют 2, 5 и 7.
После проверки ответов ученики устно дают ответы
к заданиям № 114 (2, 3, 5).

При подведении итогов урока ученики отвечают,
как они поняли, что такое корень степени п и что обо-

значает запись .

Домашнее задание. № 103 (3, 5, 6, 8), 107 (1),
108 (1),  114 (1, 6).
На втором уроке на основании симметрии графи-

ков функций у = xn и у =  школьники знакомят-

ся со свойствами функции у =  при х � 0 и раз-
личных n.

После обычной работы с домашним заданием
можно предложить ученикам выполнить само-
стоятельную работу по двум вариантам № 116 (1)
и № 116 (2).

Затем начинается изложение нового материала,
которое лучше провести в соответствии с объясни-
тельным текстом пункта. Понятно, что изложение
не должно стать монологом учителя и его следует
вести в форме беседы. Так, например, можно внача-
ле предложить школьникам выразить х из уравне-

ния у =  и поставить перед ними вопрос о точках,
координаты которых удовлетворяют уравнениям

y =  и х = yn.  Затем задать вопрос о координатах
точек графиков x = yn и y = xn и т. д. В процессе бесе-
ды учитель может использовать рисунки 49 и 50
учебника.

273 1100 050 –
1000

27
--------------3

– 0,00164 –121 1253 211
8

-------3

an

xn

xn

xn

xn
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Поскольку в большинстве случаев используется
симметрия графиков взаимно обратных функций,
именно она в нашем курсе и положена в основу опре-
деления.

С помощью графика, изображенного на рисунке
50, можно сформулировать все три главных свойст-

ва функции у = .  Для их отработки полезно вы-
полнить следующие з а д а н и я.

1. Сравните:

а)  и ; в)  и ; 

б)  и ; г) 1 и .

2. В каких точках пересекаются графики функ-
ций:

а) х3 и ; в) x и ; д) x2 и ?

б) x4 и ; г)  и ;
3. Найдите область определения функции:

а) у = ; в) ; 

б) y = ; г) y = .
4. Укажите какое-нибудь положительное значе-

ние аргумента, при котором значение функции

у = : а) больше 2; б) меньше 10.

О взаимном расположении графиков функций

y =  с различными п позволяет судить рисунок 51
учебника. Закрепляют идею сравнения графиков за-
дания из № 110, устным выполнением которых за-
вершается второй урок.

При подведении итогов урока полезно обратить
внимание школьников на то, что они познакомились
с еще одним видом преобразования графиков: сим-
метрией относительно биссектрисы первого и третье-
го координатных углов, которая переводит график
у = f(х)  в график x = f(y).

Домашнее задание. № 112, 115 (6, 8), 116 (3—6).

xn

75 85 – 2,317 – 2,137

2
7
---6

4
7
---6 1,013

x3 x7 x5

x4 x7 x8

–x38 4x – x24

x + 53 –x – 24

x5

xn



79

В начале третьего урока обсуждается № 112.
В этом номере ученики задали функцию, обратную
данной, графически с помощью симметрии. Вопрос
о том, как задать обратную функцию аналитически,
отрабатывается в № 111 (2).

План выполнения задания состоит из двух пунк-
тов:

 х выражается через у;
 х и у меняются местами.

Так, применяя  этот план к линейной функции
у = k1x + l, получим:

 х = – ;

 у = – .

Значит, k2 = , т. е. k1 и k2 взаимно обратные

числа.
Перед тем как рассматривать с учениками при-

мер 2 из текста учебника, им можно предложить
устно выполнить задания № 117 (1, 2), а затем пись-
менно решить № 118 (3), возводя в квадрат обе час-
ти уравнения. После возведения в квадрат и перено-
са всех членов в левую часть уравнения получится
квадратное уравнение 5x2 + 4x – 9 = 0. Сразу ви-

дим, что один из его корней равен 1, а второй – .

Реализация предложения учителя проверить корни
показывает, что при подстановке второго корня
квадратный корень оказывается равен отрицатель-
ному числу, чего, понятно, быть не может. Естест-
венно вспомнить определение арифметического
квадратного корня, которое содержит два условия:

= b означает, что  Для корня –  первое

требование системы оказалось нарушенным. Отсю-
да следует, что возведение в четную степень может
привести к появлению посторонних корней.

1

2

1
y
k1
------ l

k1
------

2
x
k1
------ l

k1
------

1
k1
------

9
5
---

a
b � 0,

a = b2.
9
5
---
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Можно предложить ученикам решить самостоя-
тельно задание № 118 (2) и после проверки решения
перейти к обсуждению примера 2 объяснительного
текста. Нет нужды выписывать решение на доске,
учитель может просто дать свои комментарии к ре-
шению учебника и ответить на вопросы школьни-
ков. Важно обратить внимание на возможность ре-
шения уравнения подбором корня. Единственность
корня вытекает из монотонности функции

у = +

(большему значению х соответствуют большие зна-
чения подкоренных выражений, большие значения
корней и их суммы).

Затем школьникам предлагается найти среди
уравнений № 118 (5—8) уравнение, левая часть ко-
торого задает убывающую функцию, и решить его
подбором корня. Следует обратить внимание, что ко-
рень подбирается среди целых значений x, которые
делают подкоренные выражения квадратами нату-
ральных чисел.

Домашнее задание. П. 6, пример 2, № 111 (в, г),
117 (3, 4), 118 (4, 7).

Четвертый урок можно посвятить решению ирра-
циональных неравенств.

После проверки домашнего задания рассматри-
вается пример 1 из объяснительного текста учебни-
ка. Последовательность рассуждений может быть
иной, чем в учебнике. Так, например, можно сразу
заметить, что числитель дроби должен быть положи-
тельным, а ее знаменатель отрицательным. Это по-
зволит перейти к системе и решить ее.

–6 � x < –5.

2x + 3 x – 2

x2 – 25 > 0,

x + 6 – 2 < 0;

x2 > 25,

x + 6 < 2;

x < –5 или x > 5,

0 � x + 6 < 4;

x < –5 или x > 5,

–6 � x < –2;
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При таком решении, конечно, нужно сделать ак-
цент на переходе от неравенства с корнем к двойно-
му неравенству, который сделан на основании из-
вестного правила: «Неравенства с положительными
частями можно возводить в квадрат».

После обсуждения примера 1 ученики самостоя-
тельно решают № 119 (1). Затем разбирается реше-
ние иррационального неравенства в примере 3.

Перед тем как предложить школьникам решить
неравенства из № 120, их следует проанализировать
на предмет:

1) возможности для части неравенства без корня
принимать отрицательные значения;

2) необходимости требования неотрицательности
подкоренного выражения.

Так, в № 120 (1) отрицательные значения правой
части делают подкоренное выражение отрицатель-
ным. Требовать отдельно, чтобы подкоренное выра-
жение было не меньше нуля, не обязательно, так как
после возведения обеих частей неравенства в квад-
рат это условие уже будет выполнено. Заметим, что
при записи решения эти нюансы можно и не учиты-

вать, заменяя неравенство > g(x) совокупно-
стью системы (термин «совокупность» вводить не-

обязательно)  и неравенства f(х) > (g(x))2.

В учебнике вместо второго неравенства рассматрива-

ется система  Это сделано, чтобы избе-

жать дублирования в записи решений.
После фронтального анализа неравенств ученики

самостоятельно решают № 120 (2, 4, 7) с обсуждени-
ем результатов после решения каждого задания.

Домашнее задание. П. 6, пример 3, № 118 (6, 8),
119 (2), 120 (3, 5).

На пятом уроке выполняются оставшиеся зада-
ния из пункта.

f x( )

g(x) < 0,

f(x) � 0

g(x) � 0,

f(x) > (g(x))2.
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7. Cвойства арифметических корней 
(5 ч)

В результате изучения пункта у учащихся долж-
ны быть сформированы знания о свойствах корней
п-й степени, умения их формулировать и применять
при вычислениях значений выражений, упрощении
выражений, а также при решении уравнений.

Свойства корней как бы делятся на две группы.
Первая группа позволяет преобразовывать выраже-
ния, содержащие корни с одинаковыми показателя-
ми, а вторая — с разными. В соответствии с этим по-
строено изучение материала.

На первом уроке школьники учатся записывать
свойства умножения и деления арифметических
корней одной степени, свойство возведения корня в
степень, применять свойство возведения корня в сте-
пень при вынесении множителя из-под знака корня,
а также внесения множителя под знак корня.

В начале следует проверить выполнение домаш-
ней работы, затем перейти к у с т н ы м у п р а ж н е-
н и я м,  задания для которых записываются на до-
ске.

1. Представьте число 64 в виде степени с основа-
нием –2, 2, –8. Куб какого числа равен 64? Пред-
ставьте число 64 в виде степени с натуральным пока-
зателем. Заполните таблицу.

2. Решите уравнения:

а) = ; в) = 3; 

б) = 0,1; г) = 0.

64 =

(–2)x 2x (–8)x x3 x6

x = x = x = x = x =

x3 2
3
--- x + 1

x4 x + 35
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3. Вычислите:

a) • ; г) ;

б) ; д) • . 

в) (0,1 )2;
На втором этапе урока рассматриваются первые

три свойства корней. Изложение проводится с опо-
рой на учебник, в котором помещена сравнитель-
ная таблица свойств квадратных корней и корней
n-й степени.

Свойствам можно дать краткие формулировки:

1) = •  — «корень из произведения ра-
вен произведению корней»;

2) =  — «корень из частного равен частно-

му корней»;

3) =  — «корень из степени равен сте-
пени корня».

Обсуждая доказательство третьего свойства, по-
мещенное в учебнике, важно обратить внимание
школьников на необходимость проверки выполне-
ния двух условий, определяющих истинность ра-

венства = у. Именно к проверке этих условий
и сводятся доказательства свойств корней.

Перед тем как предложить школьникам зада-
ния из № 122, следует подчеркнуть, что свойства
корней «работают» в две стороны, так, например,

= •  можно применять не только для пре-
образования корня из произведения в произведение
корней, но и для преобразования произведения кор-
ней в корень из произведения. После чего предло-
жить школьникам проанализировать задания № 122
на предмет того, какое свойство и в какую сторону
следует использовать и не могут ли они устно по-

8
27
------- 2

3
--- 49•121

8

50
----------- 5 – 3 5 + 3

7

abn an bn

a
b
---n

an

bn
--------

amn an )
m

(

xn

abn an bn
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лучить ответ. В заданиях 1, 2, 4, 11 можно непосред-
ственно применить свойства и сказать ответ. В дру-
гих заданиях требуются предварительные преоб-
разования данных выражений. Так, например,
в задании 9 нужно перенести запятые: 1,6•12,1 =
= 16•1,21, а в задании 7 — «перебросить» пятер-
ку из второго множителя в первый: 125•405 =
= 625•81. Работа проводится фронтально.

После решения № 122 рассматривается пример 1
из объяснительного текста, в котором выносится мно-
житель из-под знака корня. Комментируя преобразо-
вания, учитель обращает внимание учащихся на цель
разбиения выражения на множители — один из мно-
жителей должен оказаться кубом некоторого выра-
жения. Понятно, что в него должно войти число
8 = 23 и а в степени, показатель которой делится на 3.
После завершения преобразований следует предло-
жить школьникам назвать переход от последнего вы-
ражения к исходному. [Внесение множителя под
знак корня.]

В завершение урока ученики самостоятельно вы-
полняют № 123 (2, 4, 7). В процессе проверки обсуж-
дается последнее задание. Главным здесь является
вопрос о знаке числа а.

Домашнее задание. П. 7 до конца примера 1, № 121,
122 (8, 12), 123 (1, 5, 8).

Ha втором уроке в процессе проверки домашней
работы можно вызвать ученика к доске для доказа-
тельства свойства 1 (№ 121). Затем рассмотреть при-
мер 3 и перейти к изучению свойств 4 и 5, позволяю-
щих преобразовывать выражения с корнями разных
степеней. Примечание к доказательству второго
свойства в учебнике ориентировано на материал сле-
дующего пункта, поэтому его можно перенести туда.

Полезно дать словесную формулировку свойству

5: =  — «показатель степени корня мож-
но сократить с показателем степени подкоренного
выражения».

amknk amn
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После доказательства свойства 5 обсуждается
пример 4 из объяснительного текста, в котором при-
меняются и внесение множителя под знак корня,
и свойство 4, и сокращение показателей степени
подкоренного выражения и корня (свойство 5).

Затем можно предложить ученикам проанализи-
ровать задания № 124—127. Они должны составить
план решения и указать, какие свойства и в какую
сторону применяются при его реализации. Рабо-
та проводится фронтально. При рассмотрении зада-
ний № 124, обозначенных «•», полезно предложить
школьникам самим догадаться, в чем причина тако-
го обозначения.

После этого можно провести пару самостоятель-
ных работ с обсуждением результатов каждой из
них.

C1: № 124 (2, 4), № 125 (2, 3);
С2: № 124 (6),125 (4), 126 (2), 127 (2, 5).

Домашнее задание. П. 7 до примера 5, № 124 (5),
125 (1), 126 (3), 127 (4).

В устную работу в начале третьего урока можно
включить следующие з а д а н и я.

1. Определить знак разности:

a) – ; б) – ; в) – .
2. Вычислить:

a) • ; в) ;

б) ; г) .

3. Сравнить:

а)  и ; б)  и ; в)  и .
После проверки домашней работы рассмотреть

пример 5 из объяснительного текста и выполнить не-
сколько заданий № 134. Сначала фронтальное об-
суждение планов преобразований, затем самостоя-
тельная их реализация в заданиях 2, 4, 6 с после-
дующей проверкой каждого задания.

Основная часть урока посвящена иррациональ-
ным уравнениям. Сначала в № 128 ученики должны

2 33 33 44 44 55

1213 113 0,315 )
5

(

324

24
------------ 64•273

3 33 2 43 3 2 34 485



86

обнаружить в каждом из уравнений повторяющееся
выражение, затем в тетрадях они записывают урав-
нения, которые получаются из данных с помощью
подстановки, задания 2 и 5 решаются. Решения об-
суждаются фронтально с фиксацией их на доске.

Затем школьникам предлагается составить план
решения № 130 (1). Помочь школьникам могут во-
просы: «Чем отличается искомое выражение от дан-
ного?», «Где вы раньше встречались с суммой и раз-
ностью одних и тех же выражений?», «Чему равна
разность квадратов этих корней?».

В результате получится, что разность квадратов
корней, с одной стороны, равна 14, а с другой —

2( + ). Откуда значение искомого
выражения равно 7.

Школьникам предлагаются  в о п р о с ы к № 130
(2).

1. Какая функция, возрастающая или убываю-
щая, задана левой частью равенства? [При увеличе-
нии значений х возрастает каждый из корней, а зна-
чит, и их сумма.]

2. Чему равно наименьшее значение суммы кор-
ней? [Наименьшее значение возрастающая функция
принимает при наименьшем значении аргумента.
В данном случае, когда 5х = 8, этим значением явля-

ется = .]
В № 131 (1) на помощь приходит другая формула

сокращенного умножения, а именно, формула куба
суммы (а + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b). Подставим в нее
вместо а и b данные кубические корни, получим:

( + )3 =

= 1 + + 1 – + 3 •2 = 2 + 6 .

Далее: 2 + 6 = 23, 3 = 3, = 1,
1 – x = 1, x = 0.

Домашнее задание. П. 7, 128 (3, 6), 131 (2),
№ 134 (1, 3, 5).

26 – x 12 – x

8 + 39 47

1 + x3 1 – x3

x x 1 – x3 1 – x3

1 – x3 1 – x3 1 – x3
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На четвертом уроке после проверки домашней ра-
боты можно предложить школьникам тест.

Тест
1. Найдите значение выражения: 

– + .

а) 6,25; б) 4,6; в) 5,3; г) 5,2.

2. Решите уравнение 2 = 0,2.
а) 2,01; б) 1,0001; в) 1,1; г) 0,001.

3. Выразите радиус R шара из формулы объема ша-

ра V = πR3.

а) ; б) ; в) ; г) .

4. Упростите выражение .

а)  ; б) ; в) ; г) .

Ответы к тесту
1. г); 2. б); 3. а); 4. в).

После проверки ответов теста рассматриваются
уравнения из № 133, подробные решения которых
приведены в учебнике в разделе «Решения». Каж-
дый из случаев необходимо проиллюстрировать ри-
сунком соответствующей параболы. Следует обра-
тить внимание школьников на то, что сам корень на-
ходить не нужно. Решения выполняются на доске
учителем в процессе фронтальной работы с классом.
Можно предложить школьникам, например, сде-
лать в тетради рисунки, а затем воспроизвести  их на
доске. Решения ученики в тетрадях не записывают.

После № 133 анализируются системы уравнений
из № 132 (1, 4). В учебнике имеются подробные ре-
шения заданий 1, 3 и 4, поэтому основной акцент

5 1
16
-------4 0,0273 2

1

4
---

--------

x – 14

4
3
---

3V
4π
--------3

3π
4V
--------3

1
2
--- 3V

π
-------- 4π

3V
--------3

a2• a34

a
------------------------

a37 a6 a12 a76
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следует сделать на предварительном анализе систем.
Так, например, в первой системе естественно поду-
мать о том, как преобразовать левую часть первого
уравнения, нельзя ли заменить какую-либо часть
полученного выражения, используя второе уравне-
ние системы. Во второй системе следует подсказать
школьникам возвести первое уравнение в квадрат,
а возможность замены х + у значением 5 из второго
уравнения они должны заметить сами.

Внимательно посмотрев на первое уравнение по-
следней системы, ученики обнаружат, что оно явля-

ется квадратным относительно переменной z = :
9z2 – 8z – 20 = 0.

Положительный корень уравнения равен 2, а от-
рицательный не подходит, так как z не может быть
отрицательным. Далее понятно, что ху = 4 и, соста-
вив вспомогательное квадратное уравнение, как
в задании 1, t2 – 5t + 4 = 0, найдем его корни. Это 1
и 4.

О т в е т: (1; 4), (4; 1).

В третьем уравнении известны сумма чисел ,

 и сумма их кубов, поэтому легко найти значение
куба их суммы, значит, опять применим формулу

(а + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b).

В эту формулу, записанную на доске с учетом за-
дания 3, школьники предлагают подставить корни:

(  + )3 = x + y + 3 (  + ),

43 = 28 + 3 •4.

2( + ) = 3 ,

x + y = 5;

x y xy 4(x + y + 2 ) = 9xy,

x + y = 5;

xy

4(5 + 2 ) = 9xy,

x + y = 5.

xy

xy

x3

y3

x3 y3 xy3 x3 y3

xy3
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Отсюда = 3 и xу = 27. Дальше можно не ре-
шать, так как ученики уже знают, как составлять
вспомогательное квадратное уравнение.

В процессе фронтального решения систем на до-
ске ученики не должны вести записей в тетрадях,
они должны участвовать в решении, высказывая
свои предложения.

Домашнее задание. П. 7, № 132 (2, 3), 135 (2).

На пятом уроке выполняются оставшиеся зада-
ния пункта.

8. Степень
с рациональным показателем (4 ч)

В этом пункте школьники знакомятся с понятием
степени с дробным показателем и с ее свойствами.
Вместе с новым материалом им предоставляется воз-
можность повторить формулы сокращенного умно-
жения в применении их к степеням с дробными по-
казателями и к корням. В зависимости от уровня
класса учитель сам выбирает, сколько и каких зада-
ний из номеров пункта предлагать школьникам.

На первом уроке после проверки домашнего зада-
ния ученикам предлагается устно упростить выраже-

ния: , , , . Ученики указывают
свойство, которым они воспользовались при преобра-

зованиях: = . У них могут возникнуть за-
труднения с преобразованием последнего выражения.
С учетом возможности отрицательных значений с от-
вет должен быть таким: |с |3. После записи ответов на
доске ученикам предлагается найти общую для всех
этих выражений особенность — показатель степени
подкоренного выражения кратен показателю степени
корня. Как в этом случае (когда т кратно n) запишет-

ся выражение ? = .  Записав на доске
это равенство, учитель обращает внимание на то, что

xy3

3105 a153 b126 c248

akmkn amn

amn amn a
m
n
-----
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в левой его части стоит корень, а в правой — степень,
и говорит о том, что с помощью этого равенства вво-
дится понятие степени с рациональным показателем
и для тех случаев, когда m не кратно n. Чтобы исклю-
чить затруднения, с которыми ученики встретились

при преобразовании выражения , договорились
рассматривать положительные основания степени.
После этого на доске дописывается условие а > 0. Рас-
сматриваются простейшие примеры перехода от кор-
ней к степеням и обратно из № 137 (1—4), 138. Затем
напоминаются известные школьникам свойства степе-
ней (они либо записываются на доске, либо демонстри-
руются с помощью настенной таблицы), одно из них
доказывается, а справедливость других деклариру-
ется.

После этого учитель предлагает школьникам про-
анализировать, какие формулы применяются в зада-
ниях № 139. Умение работать с обыкновенными дро-
бями позволило бы выполнить задания этого номера
устно, однако вполне вероятно, что часть учеников
испытывает затруднения в арифметике. Высказав
сожаление по этому поводу и указав на целесообраз-
ность тренировки, учитель предлагает в каждом за-
дании назвать основание искомой степени и выраже-
ние, значение которого является искомым показате-
лем степени. Предложения учеников фиксируются
на доске и обсуждаются с опорой на свойства степе-
ней. Так, например, в № 139 (3) на доске делается за-

пись: . Достаточно, чтобы на уроке уче-
ники указали наименьший общий знаменатель дро-
бей, а вычисления они смогут выполнить дома.

В № 139 (5), получив запись , можно
предложить школьникам найти ответ устно, предва-
рительно раскрыв скобки.

Похожим образом строится работа с № 140. Здесь,
правда, при формулировке плана решения ученикам
придется представлять данные числа в виде произве-
дения и частного степеней с простыми основаниями.

c248

c
1
6
---  +   –5

9
---   –  –3

4
---

a
  1

3
---  + 1

2
---  – 1

6
---  •3
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Записи ведутся только на доске. Так, например, в за-

дании 10 сначала записывается выражение ,

затем  и, наконец, .

Полезно спросить у школьников, как они будут

умножать число 3 на смешанное число 1 . Здесь ра-

циональнее не переводить смешанное число в обык-
новенную дробь, а умножать отдельно на целую

и дробную части: 3•1 = 3 + 1 = 4.

В заключение урока ученикам следует предло-

жить записать свойство = аx – y сначала при усло-

вии, что х = , а у = , а затем перейти к записи

в виде корней: = , = ... . В этом месте

ученики испытают затруднения, поскольку пока-
затель степени не является дробью. Значит, его надо

представить в виде дроби: – = . Теперь

ясно, что получится равенство =  и,

чтобы убедиться в его справедливости, достаточно
преобразовать его левую часть в корень. Это школь-
никам предстоит сделать дома.

Домашнее задание. П. 8 до черного треугольника,
№ 136, 137 (5, 9), 138 (9, 10), 139 (4, 7), 140 (3, 6,
11).

На втором уроке можно сначала пригласить уче-
ника к доске выполнить доказательство № 136. Вре-
мени, пока он воспроизводит свои домашние записи

23( )
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на доске, достаточно для фронтальной проверки ос-
тальных заданий. После проверки домашнего зада-
ния можно предложить школьникам небольшой ма-
тематический диктант.

Математический диктант
1. Запишите символически определение степени с

дробным показателем.

2. Представьте  в виде корня.

3. Запишите  в виде степени.

4. Вычислите: , , .
5. Запишите свойство возведения частного в сте-

пень.

Ответы к математическому диктанту

1. = , a > 0. 2. . 3. . 4. 1; 27; 0,04. 

5. = .

Взаимопроверка с выставлением положительных
оценок по следующим критериям: за 5 правильных
ответов выставляется оценка «5»; за 4 правильных
ответа — «4»; за 3 правильных ответа — «3».

Затем фронтально рассматриваются № 141, 142.
Выполнение заданий этих номеров сводится к реше-
нию показательных уравнений способом приведе-
ния к одинаковому основанию (можно уже здесь
ввести термин показательное уравнение — уравне-
ние, в котором неизвестные находятся только в по-
казателях степеней). Трудно заранее сказать, сколь-
ко — 2, 3 или 4 — заданий из указанных номеров
следует рассмотреть фронтально перед тем, как пред-
ложить серию небольших самостоятельных работ из
заданий этих номеров (примерно три работы по три
задания). Заданий в них, в любом случае, с избыт-
ком, и все их выполнять не нужно.

5
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Между самостоятельными работами полезно пред-
лагать школьникам устные упражнения из № 143,
144.

После проверки последней самостоятельной рабо-
ты следует предложить школьникам рассмотреть
выражение a – 1 как разность квадратов и как раз-
ность кубов и записать, какой в этом случае будет со-
ответствующая формула сокращенного умножения.
Выражения, которые получатся у школьников, учи-
тель записывает на доске под их диктовку и только
затем с помощью класса устраняет в них ошибки (ес-
ли таковые будут).

Следующий этап урока — работа с заданиями
№ 145. Сначала следует предложить школьникам
просмотреть все задания и найти в них те, которые
представляют собой фрагменты формул сокращен-
ного умножения (левую или правую часть одной из
формул). Это задания 6—9. Их следует выполнить с
учениками устно. Затем в задании 2 предложить вы-

нести из первой скобки множитель . Учащиеся
должны заметить, что образовавшееся выражение
содержит фрагмент формулы разности квадратов.
В задании 3 школьники сами смогут вынести мно-
житель из первой скобки.

После этой работы можно перейти к № 148 (4),
в котором школьники сначала устно выносят в чис-
лителе и в знаменателе а за скобки. Поскольку это
вынесение приводит к отрицательным показателям,
его следует подробно разобрать на доске:

= = .

Завершить урок можно фронтальным анализом
№ 149. В заданиях 1 и 2 ученики должны сказать,
какой множитель можно вынести за скобки в числи-
теле и какой в знаменателе, а также, что останется
после этого в скобках. В заданиях 3—7 они должны

a
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a – a
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обнаружить фрагмент формулы сокращенного умно-
жения, причем в задании 7 еще и сказать, к какому
общему знаменателю следует приводить дроби.

Домашнее задание. П. 8, примеры 1 и 2; № 141 (в),
142 (по два задания, например: 2, в и 3, д),
143 (4, 5), 144 (3—5), 146 (6), 147 (5), 149 (3, 7).

В начале третьего урока рассматриваются домаш-
ние задания, вызвавшие затруднения у школьников.
Затем ученикам предлагаются у с т н ы е у п р а ж-
н е н и я.

1. Вычислите: а) ; б) ; в) .
2. Упростите выражение:

а) ; б) ; в) с1,4•с–0,3•c2,9.

3. Сократите дробь:

а) ; в) ; д) .

б) ; г) ;

Устная работа продолжается анализом № 150 (1).
Перед выполнением каждого задания необходимо
провести его устный анализ. При разборе решения за-
дания г) полезно обратить внимание школьников на
то, что его проще выполнить непосредственной под-

становкой данного значения:  +  =  +

+  =  +  =  = 29. Перед выполнением

задания д) внимание школьников обращают на то,

что произведение ху = 64 =43 = 26, откуда = 4

и = 2. Кроме того, при обсуждении плана пре-
образований следует подчеркнуть, что перед приве-
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дением к общему знаменателю желательно, если
возможно, сократить дроби. Здесь для этого доста-
точно заметить, что числители дробей можно рас-
сматривать соответственно как разность и сумму ку-

бов  и .
После проверки последней самостоятельной рабо-

ты следует вернуться к определению степени с рацио-
нальным показателем и остановиться на принятом
ранее ограничении. Ученикам можно предложить
высказать свои соображения о причине ограничения
на основание степени. Выслушав идеи, предложите
доопределить степень с рациональным показателем
для случая нулевого основания и посоветуйте дома
прочитать в учебнике о причинах отказа от рассмот-
рения степеней с отрицательными основаниями
(текст дан в треугольниках).

В завершение урока можно рассмотреть уравнение
с параметром из № 153 (1). Сначала ученики должны

заметить, что введением новой переменной z =
данное уравнение преобразуется в квадратное. При
этом случай отсутствия корней у исходного уравне-
ния соответствует отсутствию неотрицательных (по-
ложительных или равных нулю) корней у получен-
ного квадратного уравнения.

Ученикам предлагается сделать схематические
рисунки (рис. 13) соответствующих парабол и сфор-
мулировать условия, которые должны выполняться
в каждом случае.
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Заметим, что первое неравенство системы служит
только для облегчения финального объединения от-
ветов, так как позволяет избежать дублирования.

После этого сформулированные условия записы-
ваются для конкретного трехчлена. В учебнике при-
ведено подробное решение задания.

На последнем перед зачетом уроке рассматрива-
ются трудные вопросы и задания главы.

На следующем уроке будет проводиться зачет или
контрольная работа по материалу главы 2.

Домашнее задание. П. 8, № 150 (б, в), 151 (1, 2). Ре-
шить или разобрать по учебнику № 152 (1),
153 (2).

ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ 
«СТЕПЕНИ И КОРНИ»

Зачет предлагается провести по карточкам. Кар-
точки разноуровневые, с увеличением номера увели-
чивается сложность заданий. Полезно предложить
ученикам выбрать самостоятельно номер карточки,
тогда будет виден уровень притязаний, что для учи-
теля очень важно. Иногда учитель даже не догады-
вается, что некоторые из его учеников претендуют
на высокую оценку.

Получив карточки, ученики письменно выполня-
ют задания, а на вопросы готовятся отвечать устно.
После того как ответ готов (подготовка к ответу рас-
считана на 15—20 мин), ученик отдает свою карточ-
ку учителю и отвечает на вопросы. Учитель проверя-
ет, правильно ли выполнены задания, и оценивает
работу ученика. Для ускорения процесса приема за-
чета можно предложить некоторым сильным учени-
кам проверить задания своих товарищей.

К а р т о ч к а 1

1. Дайте определение корня третьей степени из чис-
ла 2.

2. Запишите свойства функций у = xn для четных п.
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3. Сравните, если возможно, натуральные числа т
и п, зная, что 0,9m > 0,9n.

4. Является ли функция у = 5х5 – 3х:
а) четной; б) нечетной; в) ни четной, ни нечетной?

5. Упростите выражение  – • .

6. Сравните  и .

7. Решите уравнение = 0,1.

К а р т о ч к а 2

1. Дайте определение арифметического корня пятой
степени из числа 3.

2. Запишите свойства функций у = хn для нечет-
ных n.

3. Сравните, если возможно, натуральные числа т

и п, зная, что ( )m > ( )n.
4. Является ли функция у = 3x6 – 3x2:

а) четной; б) нечетной; в) ни четной, ни нечетной?

5. Упростите выражение • – .

6. Упростите выражение .

7. Решите уравнение .

К а р т о ч к а 3

1. Запишите свойства, общие для всех функций
у = xn, где п — натуральное число.

2. Можно ли сделать вывод о том, что т > п, зная,
что при некотором положительном значении а
верно неравенство am > аn? Укажите все положи-
тельные значения а, при которых этот вывод ве-
рен.

3. Что означает запись ? Есть ли какие-нибудь
ограничения для значений п и а?

4. Является ли функция у = 2х2n – 3х2n+2:
а) четной; б) нечетной; в) ни четной, ни нечетной?
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5. Сократите дробь .

6. Запишите выражение  без знаков корней

и упростите его.

7. Решите уравнение 3х + 1 = .

К а р т о ч к а 4

1. Запишите свойства функций у = xn, различные
для четных и нечетных п.

2. Можно ли сделать вывод о том, что т > п, зная,
что при некотором положительном значении а
верно неравенство аm < аn? Укажите все положи-
тельные значения а, при которых этот вывод ве-
рен.

3. Почему при решении иррациональных уравнений
необходимо делать проверку корней?

4. Является ли функция у = xnxn+1:
а) четной; б) нечетной; в) ни четной, ни нечетной?

5. Упростите выражение – .

6. Решите систему уравнений 

7. Решите уравнение + = .

Ответы к зачету

Карточка 1. 4. б). 5. –11 . 6. > 2 .
7. х = 0,50005.

Карточка 2. 4. а). 5. 9 . 6. 1. 7. х = –1; х = 1.

Карточка 3. 4. а). 5. – 2. 6. . 7. х = 0.

Карточка 4. 4. б). 5. 1 – . 6. (4; 1). 7. х = 6.

x
1
2
---

 – 8

x
1
3
---

 + 2x
1
6
---

 + 4

--------------------------------------

a23 • a34

a56 • a
---------------------------

1 – x

1 + x
3
4
---

x
1
2
---

 – x
1
4
---

 + 1

--------------------------------- 2x
1
4
---

2 + 3 = 7,

2 – 3 = 1.

x y3

x y3

x – 5 x + 3 2x + 4

33 233 2

5

x
1
6
---

a
1

12
-------

x
1
4
---
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ 
«СТЕПЕНИ И КОРНИ»

В а р и а н т 1

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.

1. Вычислите • .

1) 42; 2) 21; 3) 10; 4) 1.

2. Упростите выражение .

1) ; 2) 1; 3) a3; 4) .

3. Упростите выражение  – .

1) 1 – ; 3) 1 – ; 

2) 1 – – ; 4) 1 + .

4. Укажите промежуток, которому принадлежит

корень уравнения = х + 1.
1) [1; 2]; 3) (–1; 0);   
2) [0; 1]; 4) (–2; –1).

5. Определите четность функции

у = •(x3 – x5).

1) четная; 2) нечетная; 3) ни четная, ни нечетная.

II уровень

6. Упростите выражение , если а < 0
и с � 0.

120,5

7
2
3
---

•80,5

----------------------- 30,5•7
5
3
---

8
–1

6
---

-----------------------

a
3
4
---

? ?
? ?

2

 : a3

a
13
6

-------
a

9
4
---

1 + b

1 – b3  + b23
------------------------------------- 2b

1
6
---

2b
1
2
---

b
1
6
---

?
?

2

2b
1
6
---

b
1
3
---

b
1
6
---

?
?

2

2 – 4x + x2

4 – x2

256a4b8c124
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7. Определите знак разности  – .

8. Решите неравенство 5 – 4х � 1.

III уровень

9. Найдите с, если известно, что

+ = .

10. Решите систему уравнений 

В а р и а н т 2

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.

1. Вычислите • .

1) ; 2) ; 3) ; 4) 8.

2. Запишите выражение  в виде степени чис-

ла а.

1) ; 2) ; 3) ; 4) .

3. Упростите выражение – .

1) ; 3) 1 – ; 

2) 1 – ; 4) .

74 2 34

x

c – c
–1

2
---

c – 1
------------------------ c

–1
2
---

 – 1

1 + c
-------------------- 1

28
-------

+ = –1,

– = –7.

2 x3 3 y3

2 x3 3 y3

51,5•8
1

12
-------

9
1
3
---

------------------------- 80,25

50,5•9
1
6
---

-----------------------

40
9

------- 10
9

------- 10
3

-------

a
5
8
---

? ?
? ?

4

a43
-----------------

a
7
8
---

a
23
6

-------
a

15
8

-------
a

7
6
---

1 + b
3
4
---

1 – b
1
4
---

 + b
1
2
---

-------------------------------- 2b
1
8
---

b
1
4
---

 – 1
? ?
? ?

2

b
1
8
---

2b
1
8
---

b
1
8
---

 – 1
? ?
? ?

2



4. Укажите промежуток, которому принадлежит

корень уравнения = х + 2.
1) [3; 5]; 2) (1; 3); 3) [0; 2]; 4) (–2; 0).

5. Определите четность функции

у = (x4 – x2).

1) четная; 2) нечетная; 3) ни четная, ни нечетная.

II уровень

6. Упростите выражение , если a � 0,
b � 0 и с � 0.

7. Определите знак разности – .

8. Решите неравенство 11 – 4х � 6.

III уровень

9. Найдите с, если известно, что

–  = .

10. Решите систему уравнений 

Ответы к контрольной работе
Вариант 1. 1. 2. 2. 2. 3. 3. 4. 2. 5. 2. 6. –4ab2c3.

7. – > 0. 8. ; 1 . 9. c = 49. 10. (–8; 1).

Вариант 2. 1. 3. 2. 4. 3. 4. 4. 4. 5. 1. 6. 4ab2c4.

7. – > 0. 8. ; 4 . 9. c = 64. 10. (–1; 27).

x2 + 5x + 5

16 + x2

64a3b6c123

53 2 33

x

1 + c
–1

2
---

c – 1
--------------------- c + c

–1
2
---

1 + c
------------------------ 1

28
-------

+ = 3,

– = –9.

3 x3 2 y3

3 x3 2 y3

74 2 34 1
16
------- 1

16
-------

53 2 33 9
16
------- 1

16
-------
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В этой главе изучаются свойства и графики пока-
зательной и логарифмической функций. Системати-
зируются и обобщаются знания учащихся о степе-
нях, формируются умения решать показательные
и логарифмические уравнения и неравенства. Мате-
риал о логарифмах разбит на две части. В первой из
них (п. 10) рассматривается определение логарифма
и свойства логарифмической функции. Во второй
части (п. 11) уделяется внимание логарифмическим
тождествам и их использованию. Такое распределе-
ние материала позволяет наиболее экономно сфор-
мировать у школьников достаточно высокий уро-
вень знаний и умений.

9. Функция у = ax (6 ч)
При изучении материала пункта у учащихся фор-

мируются знания свойств показательной функции,
умения строить график функции у = аx и применять
свойства функции к решению показательных урав-
нений и неравенств.

Изучение нового материала на первом уроке про-
водится с опорой на рисунки учебника. Можно было
бы, конечно, провести с учениками работу по запол-
нению таблицы значений и построению графика
функции y = 2x, однако в условиях дефицита учебно-
го времени такой вариант трудно рекомендовать.

ГЛАВА

3
ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ

И  ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ
ФУНКЦИИ
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Следуя тексту учебника, учитель вводит показатель-
ную функцию у = ax, определенную на множестве
рациональных чисел.

Ограничение на основание степени а ≠ 1 следует
обсудить со школьниками. Здесь мы имеем дело с до-
вольно редкой ситуацией, когда ограничение связано
не с опасностью потери смысла выражения, а с тем,
что при а = 1 получается уже известная и имеющая
свое название функция. Затем рассматривается кон-
кретная показательная функция у = 2x и для зна-
комства с ее свойствами строится график. Схема по-
строения знакома ученикам. Сначала составляется
таблица и отмечаются соответствующие точки на ко-
ординатной плоскости, затем шаг таблицы умень-
шается, точки графика сгущаются, и через них про-
водится непрерывная линия. Можно задать прово-
кационный вопрос о том, является ли кривая,
изображенная на рисунке 52, графиком функции
y = 2x, который строился. Внимание школьников
привлекается к достаточно очевидному факту нали-
чия на кривой точек с иррациональными абсцисса-
ми. После введения понятия степени с иррациональ-
ным показателем учитель на доске строит график
функции у = 2x по нескольким точкам (при х = –1, 0,
1, 2, 3) и предлагает школьникам повторить такое же
построение в своих тетрадях. Затем можно задать
вопрос о поведении графика функции справа и слева
от построенной его части.

После короткого обсуждения можно предложить
школьникам самостоятельно выполнить ряд зада-
ний из № 154. Ответы ученики записывают в тет-
радь. Можно организовать и работу по вариантам.
Например, первый вариант работает с графиком,
а второй — записывает результат, затем роли меня-
ются.

Следующее задание — построить график функ-
ции y = 0,5x. Если ученики предложат повторить тот
же путь, которым был получен график функции
y = 2x, учитель может записать на доске равенство

с вопросительным знаком = 2?. После замены1
2
---

? ?
? ?

x
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вопросительного знака на –х задается наводящий
вопрос о взаимном расположении графиков функ-
ций у = 2–x и у = 2x. Построить график функции
у = 2–x ученикам предлагается в той же системе ко-
ординат, что и график у = 2x, но другим цветом.

Затем следует предложить ученикам первого ва-
рианта по графику функции у = 2x, а ученикам вто-
рого — по графику функции y = 2–x самостоятельно
ответить на следующие в о п р о с ы.

1. Какова область определения и множество зна-
чений функции?

2. Является ли функция непрерывной?
3. Является функция возрастающей или убываю-

щей?
4. Имеет ли график горизонтальную асимптоту?
После завершения этой короткой самостоятель-

ной работы ученикам предлагается выяснить, какие
ответы у них совпали, а какие отличаются.

Затем внимание школьников привлекается к ри-
сунку 53, на котором изображены графики показа-
тельных функций с разными основаниями, больши-
ми 1. Ученики должны, во-первых, заметить, что
все эти функции обладают такими же свойствами,
как и функция у = 2x. Во-вторых, полезно, чтобы,
сравнивая, например, значения функций при х = 1,
ученики сделали выводы о взаимном расположении
точек графиков в зависимости от а (ниже или выше)
при положительных и отрицательных значениях х.

После этого ученикам можно предложить поду-
мать и сказать, какими свойствами обладают пока-
зательные функции при 0 < а < 1. При ответе учени-
ки должны в уме представить себе симметричные от-
носительно оси ординат графики.

После установления факта совпадения основных
свойств со свойствами графика у = 0,5x, ученики пе-
реходят к № 157. Большинство заданий этого номе-
ра выполняется устно. Ответ ученик должен начать
с установления факта возрастания или убывания
соответствующей показательной функции, затем
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сравнить показатели и наконец сделать окончатель-
ный вывод. Начиная с задания 5, для сравнения по-
казателей их придется возводить в степень. Здесь
ученикам можно разрешить делать некоторые запи-
си в тетрадях, а затем воспроизводить их на доске.

В завершение урока ученикам предлагаются
в о п р о с ы.

1. Как вы думаете, почему функцию вида у = ax

называют показательной?
2. Что происходит с графиком функции у = аx

с увеличением числа а?
3. Может ли а принять значение 0? Может ли а

принять значение 1?
4. Каково множество значений функции:

а) у = 2x – 3; в) у = –2 x; 

б) у = + 2; г) у = – 1?

5. Какое из чисел больше:

a)  и 1; в)  и 1; 

б)  и 1; г)  и 1?

6. Какие функции являются возрастающими, а ка-
кие — убывающими:

а) y = πx; в) y = (π – 3)x;

б) y = ; г) y = (π – 1)x?

Домашнее задание. № 155 (1, 4), 156 (2, 5, 6),
159 (1), 162 (а, в).

Второй урок следует начать с проверки домашне-
го задания, так как в учебнике не приведены ответы
к № 156 и 162. Графики № 162 (г) ученики могут
изобразить на доске.

Затем полезно провести  у с т н у ю  р а б о т у
с  классом.

1
2
---

? ?
? ?

x
–

1
2
---

? ?
? ?

x

2,1 2 0,2– 3

3–0,2 1
π
---

? ?
? ?

2

π

3
---

? ?
? ?

x
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З а д а н и е  1. Зрительно представляя график функ-
ции, перечислите свойства функции:
а) y = 0,4x; б) y = 2,7x.

З a д а н и е  2. В какой точке данные графики пересе-
каются?

Устная работа продолжается выполнением № 161.
По сути дела это такое же задание, как в № 159 из
домашней работы, только координаты точки надо
«снять» с соответствующего графика. Конечно, самое
простое — взять точку с абсциссой 1, однако здесь воз-
никает проблема точности. Поэтому лучше брать точ-
ки, которые имеют натуральные координаты. Так, на-
пример, график с наименьшим значением а проходит
через точку (2; 4), значит, а2 = 4, отсюда a = 2.

После выполнения заданий № 159 следует сфор-
мулировать вывод о том, что из равенства степе-
ней с одинаковыми ненулевыми показателями сле-
дует равенство их оснований (когда основания
больше 0).

Затем обсуждается план решения № 158. Здесь все
задания сводятся к равенству степеней с равными ос-
нованиями, отличными от 1. Еще не приступая к ре-
шению конкретных уравнений, следует сформулиро-
вать вывод о том, что из равенства степеней с одина-
ковыми, отличными om 1 основаниями, следует
равенство их показателей. Достаточно решить зада-
ния 1, 3, 5 и 7. После чего поговорить о свойствах сте-
пеней с действительными показателями. Полезно
предложить школьникам вспомнить все известные им
свойства степеней:

1) axay = ax+y; 3) = ; 5) (ax)y = axy.

2) axbx = (ab)x; 4) = ax–y; 

С опорой на эти свойства школьникам предлагает-
ся составить план решения уравнений № 167, в кото-
ром преобразуются обе части равенств. Достаточно,
чтобы ученики приводили уравнение к равенству
степеней с одинаковыми основаниями и называли

ax

bx
------ a

b
---

? ?
? ?

x

ax

ay
------
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равенство показателей. Так и нужно сформулировать
задание самостоятельной работы № 167 (2, 7, 8),
предлагаемой ученикам после предварительного об-
суждения заданий номера: «Привести к равным ос-
нованиям и записать равенство показателей».

Затем обсуждается решение № 164, основанное на
том, что при любом значении х произведение взаим-
но обратных чисел ax и a–x равно 1.

Возводя в квадрат выражение 2x + 2–x и заме-
няя 4x + 4–x данным числом, получим:

4x + 4–x + 2•2x•2–x = 19 + 2 = 21.

С идеей № 164 тесно связан № 166, который мож-
но выполнить или «в лоб», как показано в разде-
ле решений, или используя при доказательстве из-

вестное неравенство �  между средним

арифметическим и средним геометрическим двух
положительных чисел. Подставив 2x вместо а, а 2–x

вместо b и умножив на 2, получим доказываемое не-
равенство. Важно обратить внимание учеников на
то, что сумма взаимно обратных положительных чи-
сел всегда больше или равна 2. Этот факт будет неод-
нократно использоваться как в 10, так и в 11 классе.

В завершение урока школьники самостоятельно
решают № 163 (2), перед письменным выполнением
которого им предлагается увидеть фрагменты фор-
мул сокращенного умножения в числителях дробей.

Домашнее задание. П. 9 до примера 1, № 162 (б),
163 (1), в № 164 найти значение не суммы, а раз-
ности 2x – 2–x, 167 (1, 3, 5), 165 (1).

Третий урок посвящается показательным уравне-
ниям. После проверки домашнего задания школьники
сравнивают уравнения № 158, 167—169 и говорят, ка-
кие из уравнений, на их взгляд, наиболее простые.
После чего вводится термин простейшее показатель-
ное уравнение: ax = b. Все уравнения № 158 простей-
шие и приводятся к виду ax = ab. Большинство уравне-
ний № 167 приводится к такому же виду, только вме-

a + b
2

-------------- ab
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сто х может оказаться некоторое выражение с х.
Возникает предположение, что при решении показа-
тельных уравнений их следует привести к простейше-
му виду. Как выполнить такое преобразование уравне-
ния, например, в № 168 (1)? Если ученики затрудня-
ются с предложением плана решения, учитель на
доске записывает уравнение 7x•72 – 14•7x = 5. Теперь
часть школьников наверняка сообразит, что нужно
вынести 7x за скобки, после чего под диктовку учени-
ков учитель записывает решение на доске. Перед тем
как предложить школьникам задания № 168 для са-
мостоятельного решения, следует обсудить с ними, ка-
кое выражение удобнее выносить за скобки в каждом
из уравнений. Особенно важно это в заданиях 5 и 6,
где рациональнее выносить степень с наибольшим,
а не с наименьшим, как в других случаях, показате-
лем.

Для самостоятельного решения можно предло-
жить № 168 (2, 4, 5). После каждого уравнения его
решение обсуждается (удобно вызывать школьни-
ков решать уравнения на крыльях доски). Между
заданиями 4 и 5 можно фронтально рассмотреть за-
дание 7.

Затем обсуждаются планы решения заданий
№ 169, в которых уравнения с помощью подста-
новок сводятся к квадратным. Вместе с классом
учитель разбирает № 169 (2), затем класс самостоя-
тельно выполняет задание № 169 (3). И наконец,
фронтально обсуждаются, а затем самостоятельно
решаются более трудные уравнения № 169 (4, 5).

В конце урока полезно вместе с учениками запол-
нить таблицу встретившихся типов уравнений.

Вид уравнения Метод решения Образец
выполнения

2x = 4 Привести к одина-
ковым основаниям 
и приравнять пока-
затели

2x = 22, x = 2
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Комментируя последнюю заполненную строку
таблицы, следует заметить, что явно вводить новую
переменную необязательно, так как и без того мож-
но рассматривать уравнение 32x – 8•3x – 9 = 0 как
квадратное относительно 3x (в большинстве случа-
ев именно так и решаются уравнения в разделе ре-
шений учебника). Последняя строка таблицы оста-
лась пустой, что намекает на продолжение знакомст-
ва с основными типами уравнений на следующем
уроке.

Домашнее задание. П. 9, № 168 (3, 8), 169 (1, 6),
173. Сделать рисунки возможного расположения
соответствующих парабол к каждому случаю и
определить для каждого рисунка требуемые усло-
вия. Разобрать пример 2 и выполнить № 170 (2).

При проверке домашнего задания на четвертом
уроке можно вызвать трех учеников к доске для изо-
бражения параболы у = z2 – az + a – 1 соответствен-
но для трех случаев (рис. 14).

С учетом того что D = a2 – 4a + 4 = (a – 2)2 � 0,
один из рисунков невозможен в данной ситуации,
а для остальных с учетом z0 = 0,5a и f(0) = a – 1 лег-

Окончание табл.

Вид уравнения Метод решения Образец
выполнения

7x+2 – 14•7x = 5 Вынести степень 
с неизвестным в по-
казателе за скобки

7x(72 – 14) = 5, 
7x•35 = 5,
7x = 7–1, x = –l

9x – 8•3x = 9 Сделать замену 
переменных t = 3x 

и решить относи-
тельно t квадратное 
уравнение

t2 – 8t – 9 =0, 
t = 9 
или t = –1, 
3x = 9, 3x = 32, 
x = 2

... ... ...
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ко получить соответствующие значения а. Так, на-
пример, для первого случая имеем:

Остальные случаи ученики могут самостоятельно
разобрать дома, доведя № 173 до ответа.

Дома ученики должны были самостоятельно разо-
брать решение систем уравнений. После проверки
решения № 170 (2) следует предложить школьникам
увидеть фрагмент формулы сокращенного умноже-
ния в третьей системе номера и записать систему,
которая получится после применения формулы и за-
мены одной из скобок данным числом.

Сведение четвертой системы к квадратному урав-
нению показывает учитель, который делает ак-
цент на возрастании суммы возрастающих функций
(в учебнике приведено решение).

Затем ученикам предлагается подумать, как ис-
пользовать возрастание и убывание функций при ре-

y

z0

y

z0

y

z0

D > 0, z0 > 0, f(0) > 0 D = 0, z0 > 0 f(0) = 0, z0 > 0

y

z0

f(0) < 0

z

D < 0

y

z0

f(0) � 0, z0 � 0

z0

Рис. 14

1. Два корня 2. Один корень

3. Ни одного корня

(a – 2)2 > 0,
0,5a > 0,
a – 1 > 0;

a ≠ 2,
a > 0,      1 < a < 2 или a > 2.
a > 1,
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шении уравнения 2x = 6 – х. Поскольку левая часть
уравнения задает возрастающую функцию, а пра-
вая — убывающую, то уравнение не может иметь бо-
лее одного корня. Значит, найденный подбором ко-
рень х = 2 является единственным корнем данного
уравнения. Полезно проиллюстрировать решение,
изобразив графики соответствующих функций.

Теперь можно заполнить пустую строку таблицы
типов уравнений.

Свойства возрастания и убывания показательных
функций применяются при решении показательных
неравенств. Полезно выяснить, как школьники по-
нимают термин noказательное неравенство. [Нера-
венство, в котором переменные находятся только
в показателях степеней.]

Ученики анализируют неравенства № 171. Снача-
ла они должны указать номера показательных нера-
венств [1, 2, 3, 4, 9 и 10]. Затем устно решить зада-
ния 1 и 2, а учитель на доске по предложениям
школьников делает необходимые записи.

1) > 16, > . Поскольку показа-

тельная функция с основанием  убывает, имеем

х < –4.
О т в е т: х < –4.

2) < 27. Неравенства с положительными час-
тями можно возводить в квадрат: 0 < 3x < 36. По-
скольку показательная функция с основанием 3 воз-
растает, получим х < 6.

О т в е т: х < 6.
Затем школьники самостоятельно решают и

оформляют № 171 (4), при проверке которого внима-
ние обращается на сравнение основания показатель-
ной функции с 1.

2x = 6 – x Подобрать корень и обосновать 
его единственность

x = 2

1
2
---

? ?
? ?

x 1
2
---

? ?
? ?

x 1
2
---

? ?
? ?

–4

1
2
---

3x
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4) ( – 3)x � 1, ( – 3)x � ( – 3)0. По-

скольку – 3 < – 3 < – 3 , т. е.

0 < – 3 < 1, показательная функция с основа-

нием – 3 убывает, следовательно, х � 0.
О т в е т: х � 0.
Затем обсуждается № 171 (7). Полезно и здесь

рассмотреть графики левой и правой частей неравен-
ства. Легко подбирается абсцисса их точки пересече-

ния х = 2. Слева от нее при х < 2 имеем: 2x < 5 – ,

а справа при х > 2 получаем: 2x > 5 – . Значит, ре-

шением неравенства является промежуток [–∞; 2).
В № 171 (10) и правая, и левая части неравенства

задают возрастающие функции. Поэтому, хотя лег-
ко подобрать значение х = 2, при котором значения
частей равны, сделать вывод о единственности точки
пересечения графиков сразу не удается. Здесь труд-
но ожидать от школьников, что они догадаются раз-
делить неравенство на 5x, поэтому этот прием дол-
жен показать учитель.

Неравенства № 171 (5, 6), которые решаются ме-
тодом интервалов, на уроке только обсуждаются и
идут в домашнюю работу.

Завершается урок решением показательного не-
равенства 9x – 28•3x + 27 � 0, к которому сводится
№ 172 (1). Ученики должны заметить, что в его ле-
вой части стоит квадратный трехчлен относительно
3x, корни которого равны 1 и 27. Значит, решение
неравенства складывается из решений неравенств
3x � 30 и 3x � 33. Поскольку показательная функция
с основанием 3 возрастает, имеем x � 0 или х � 3.
Для разнообразия ответ можно записать в виде объ-
единения числовых промежутков: (–∞; 0] ∪ [3; +∞).

Домашнее задание. П. 9, 170 (1, 3, 4), 171 (5, 6, 8),
172 (2), № 173 (закончить). Подобрать неравенст-
ва, достойные войти в таблицу типов неравенств
(по аналогии с таблицей типов уравнений).

15 15 15

9 15 16

15

15

x
2
---

x
2
---
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На пятом и шестом уроках школьникам предла-
гаются более сложные задания из номеров пунктов
8 и 9.

10. Понятие логарифма (7 ч)
На первом уроке после короткого обсуждения вы-

полненных дома заданий рассматриваются предло-
жения школьников по составлению таблицы типов
показательных неравенств. После того как неравен-
ства, отобранные учениками, выписываются на до-
ске, составляется таблица.

Неравенство Метод решения Образец

> 16
Привести к одному 
основанию 
и воспользоваться 
монотонностью 
функции

> , 

х < –4, так как 
показательная 
функция с осно-
ванием 0,5 убы-
вает

> 0
Применить метод 
интервалов

9x – 2•3x –
– 3 < 0

Решать как квадрат-
ное неравенство отно-
сительно 3x

–1 < 3x < 3, 
3x < 31, x < 1, так 
как показатель-
ная функция 
с основанием 3 
возрастает

2x � 3 – x Подобрать корень и 
воспользоваться мо-
нотонностью для до-
казательства его 
единственности

1 — корень. 
Он единствен-
ный, так как 
у = 2x возраста-
ет, а у = 3 – х 
убывает

1

2
---

? ?

? ?
x 1

2
---

? ?

? ?
x 1

2
---

? ?

? ?
–4

2x  – 0,5
3 + x

------------------------
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После составления таблицы ученикам дается не-
которое время, чтобы переписать ее в тетради. Затем
им можно предложить с а м о с т о я т е л ь н у ю  р а-
б о т у  (записывать в тетради только ответы).

3 а д а н и е 1. Решите неравенство:

a) 7x > 1;  б) (0,6)x � 1;  в) > 0;  г) � 0.

З а д а н и е  2. Решите уравнение:

а) 2x = 64; в) 5x = ; д) 7x = –12.

б) = 27; г) 4x = 0; 

После проверки ученикам предлагается ответить
на вопрос, какое из заданий показалось им наиболее
трудным. Вероятный ответ: 2 (в), так как в нем нуж-
но было приводить дробь к степени числа 5. Затем
школьникам предлагается высказать мнение о срав-
нительной с заданием 2 (в) трудности уравнения
2x = 3. На первый взгляд кажется, что это уравнение
проще, однако представить 3 в виде степени числа 2
школьникам не удается.

Дальше изучение нового материала проводится
в соответствии с учебником. При этом в зависимости

Окончание табл.

Неравенство Метод решения Образец

3x + 4x < 5x Делением на 5x полу-
чить в левой части 
монотонную функ-
цию, а в правой — 
число, подобрать 
уравнивающее части 
значение и записать 
ответ

Правая часть 
убывает, значит, 
х > 2, 

+ < 13

5
---

? ?

? ?
x 4

5
---

? ?

? ?
x

2( )
x 2

7
---

? ?
? ?

x

53

125
----------

1
3
---

? ?
? ?

x
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от уровня класса рассматривается или не рассматри-
вается дополнительный материал о невозможности

представления 3 в виде 2r, где r = .

После этого диалог с классом можно строить при-
мерно так:

— Как вы думаете, имеет ли уравнение 2x = 3 ко-
рень? Ответ обоснуйте. [Если построить график функ-
ции у = 2x и провести прямую у = 3, то они пересекут-
ся в одной точке, значит, уравнение имеет один
корень.]

— Что можно сказать о корне уравнения ax = b,
где а > 0 и а ≠ 1? При всех ли значениях b оно имеет
корни?

Затем вводится определение логарифма числа b
по основанию а и записывается основное логарифми-

ческое тождество = b. При этом выписывание
равенства происходит синхронно с повторным чте-
нием определения теперь уже в обратном, по сравне-
нию с учебником, порядке.

Теперь можно записать корень уравнения 2x = 3:
x = log23 и предложить школьникам серию с а м о-
с т о я т е л ь н ы х  р а б о т  из заданий № 175—177,
например:

С1: № 175 (1, б), 176 (1, а—е). C2: № 176 (1, ж—л),
177 (1, 2). Между работами устно выполняются зада-
ния из № 175.

Говорим Пишем

Логарифмом числа b по основанию а назы-
вается

Показатель степени, в которую нужно воз-
вести число а

Чтобы получить число b = b

m
n
-----

alogab

loga b

aloga  b

aloga  b
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Завершается урок  у с т н о й  р а б о т о й  с классом.
З а д а н и е  1. Упростите выражение:

a) ;   б) ;   в) ;   г) .
З а д а н и е  2. Решите уравнение:

а) 3x = 7; б) 7x = 2; в) 5x = 25; г) (0,1)x = 100.

Домашнее задание. П. 10 до равенства = b.
№ 176 (4), 177 (4), 178 (1).

На втором уроке при проверке домашнего за-
дания следует обратить внимание на решение
№ 177 (4). Применив определение логарифма, уче-

ники получают: х–2 = , = , x2 = .

Последнее уравнение имеет два корня:  и – .

Однако отрицательный корень не удовлетворяет
исходному уравнению, поскольку основание лога-
рифма должно быть положительным числом. Отсюда
следует вывод о необходимости проверки корней.
Можно предложить школьникам проанализировать,
какие изменения в решении повлечет за собой замена
х в основании логарифма на –х. Некоторые ученики
ошибочно воспринимают –х как выражение, прини-
мающее исключительно отрицательные значения.
Поскольку (–х)2 = x2, изменения в решении коснутся

только этапа отбора корня, корнем будет – .

После обсуждения результатов домашней работы
можно предложить школьникам у с т н ы е   у п-
р а ж н е н и я.

1. Упростите выражение:

a) ; б) ; в) ; г) .
2. Проверьте, верно ли равенство:

a) log2 = ; г) 0,2 = –2;

б) log3 = –2; д) lоg3 (–3) = –1;

в) lоg1,7 1 = 0; е) log7 0 = 0.

2log2 3 1,3log1,37 5
log

5
 2

31 + log3 2

aloga  b

493 1
x2
------ 723 1

73( )
2

----------------

1

73
-------- 1

73
--------

1

73
--------

π
log

π
 2

3
log

3
 5

21 –log2 2 blogb  c

2 1
2
--- log

5

1
9
---



117

3. Решите уравнение:
a) log24 = х;   б) log2х = 1;   в) logx32 = 5;   г) 2x = 5.
4. 1) Решите уравнение: а) log3y = 2; б) log0,5y = –2.
2) Как изменится корень уравнения, если сделать

замену переменной по одной из формул: у = х + 2,
у = х – 2?

Затем проводятся с а м о с т о я т е л ь н ы е  р а-
б о т ы.  С1: № 176 (5, а—е), 178 (3), С2: № 176 (5,
ж—л), 178 (5). Между работами устно выполняются
задания из № 179.

После проверки последней работы можно пред-
ложить школьникам проанализировать уравнения
№ 185. Ученики должны соотнести уравнения дан-
ного номера с уравнениями, вошедшими в таблицу
видов показательных уравнений. В процессе об-
суждения уравнений учитель может фиксировать
на доске некоторые важные моменты. Так, напри-

мер, в восьмом уравнении степень с основанием 

следует привести к основанию  и только потом вы-

носить множитель за скобки. На доске можно запи-
сать:

= • = •27.

Уравнения 2, 4 и 5 сводятся к квадратным с по-
мощью умножения на степень, причем в последних
двух ученики встречаются со степенями, основания
которых взаимно обратны. Так, например, умножая
уравнение 7 на (0,1)x, получим:

2•(0,1)2x + 10 – 21•(0,1)x = 0.

Новый для школьников тип уравнений представ-
ляет задание 6. Это так называемое однородное пока-
зательное уравнение. Представив 6x + 1, как 6•2x•3x,
получаем уравнение (2x)2 – 6•2x•3x + 5•(3x)2 = 0,
левая часть которого является однородным много-
членом второй степени (многочлен, все члены ко-
торого имеют вторую степень) относительно 2x и 3x.

1
3
---

1
9
---

1
3
---

? ?
? ?

2x  – 3 1
3
---

? ?
? ?

2x 1
3
---

? ?
? ?

–3 1
9
---

? ?
? ?

x
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Учителю, вероятно, придется показать, что такое
уравнение сводится к квадратному делением на
квадрат одной из переменных. В данном случае,
в связи с положительностью значений 3x это не мо-
жет привести к потере корней.

– 6 + 5 = 0, = 2 или = 3,

x =  или x = .

После обсуждения это уравнение заносится уче-
никами в таблицу.

Домашнее задание. № 176 (6), 178 (6), 185 (1, 3, 8).

На третьем уроке решения заданий № 185 прове-
ряются. Полезно предложить школьникам двухва-
риантную самостоятельную работу, оценки за кото-
рую можно выставить в журнал.

Самостоятельная работа

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. log92. 2. log3 .

Вариант 2. 1. log252. 2. 0, log2 .

4x – 6•2x•3x +
+ 5•3x = 0

Однородное показа-
тельное уравнение 
второй степени деле-
нием на 3x сводится 
к квадратному

– 6 +

+ 5 = 0

Вариант 1 Вариант 2

Решите уравнение:

1. 32x + 3 – 9x + 1 + 0 = 38

2. 5•3x – + 3 = 0

1. 52x + 1 + 25x + 1 – 25x = 58

2. 3•2x + – 10 = 0

2
3
---

? ?
? ?

2x 2
3
---

? ?
? ?

x 2
3
---

? ?
? ?

x 2
3
---

? ?
? ?

x

log 2
3
---

 2 log 2
3
---

 3

2

3
---

? ?

? ?
2x 2

3
---

? ?

? ?
x

2
3x
------ 7

2x
------

2
3
---

7
3
---



119

Можно вызвать двух школьников к крыльям
доски для выполнения заданий самостоятельной ра-
боты.

После завершения работы ученики сдают листоч-
ки со своими ответами и фронтально обсуждают ре-
шения, подготовленные на доске их товарищами.

Затем на доске записывается равенство у = logax
и ученикам предлагается задать соотношение между
х и у в показательной форме. Получив ответ x = ay,
учитель обращает внимание школьников на то, что
это равенство задает показательную функцию х. Сле-
дующий вопрос о том, как получить график этой
функции из знакомого школьникам графика функ-
ции у = ax. Ученики должны вспомнить, что переход
от графика функции y = f(x) к графику функции
x = f(y) осуществляется с помощью симметрии отно-
сительно прямой у = х. Затем учитель предлагает
школьникам открыть учебники на с. 88 и комменти-
рует изображенные там рисунки. Следует обратить
внимание на монотонность функции х = ay, из кото-
рой вытекает, что каждому значению у соответству-
ет свое единственное значение х. Это значит, что ра-
венство х = ay задает не только х как функцию у,
но и у как функцию х. Выражая у из этого равенства,
получим у = logaх — логарифмическую функцию.

Следующая часть урока посвящена установлению
по графикам свойств логарифмической функции в
зависимости от ее основания. Работа строится фрон-
тально.

Затем школьники выполняют исследовательскую
работу № 181 (1). Следует обратить их внимание на
выбор точек, через которые проводятся соответст-
вующие кривые. Как правило, это точки с координа-
тами –1, 0 и 1. После обсуждения № 181 (1) выпол-
няется № 182 (1, a, 2, 3). Следует подчеркнуть, что и
при схематическом изображении графиков фикси-
руются характерные точки. После обсуждения уче-
никам предлагается домашнее задание.

Домашнее задание. П. 10 до примера 1, № 181 (2),
182 (1, б, 2, 3).
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На четвертом уроке сначала проверяется № 181 (г).
Полезно показать на доске, как провести график
логарифмической функции, не строя график обрат-
ной ей показательной. График проводят через три
точки с ординатами –1, 0 и 1. При рассмотрении
№ 182 (1, б) на доске изображаются графики функ-
ций (рис. 15) у = lоgaх и у = logbх (разными мелками)
слева для случая а), справа для случая б).

По рисункам указываются промежутки, являю-
щиеся решениями неравенства logax < logbx. После
этого школьникам предлагается выполнить задание
№ 182 (4).

Правило, которое должны сформулировать школь-
ники, имеет довольно сложную структуру. Прихо-
дится рассмотреть четыре случая, которые можно
свести в таблицу.

Таблица изображается на доске, два ее левых
столбца заполняются учителем, а правый столбец
заполняется с помощью учащихся. Затем ученики
копируют таблицу в своих тетрадях.

Случай Вывод

a > b > 1 0 < x < 1 logax > logbx

x > 1 logax < logbx

0 < b < a < 1 0 < x < 1 logax < logbx

x > 1 logax > logbx

y

x1

1

0 a

y

x

1

b0 a 1b

Рис. 15
а) б)
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С опорой на таблицу фронтально повторно выпол-
няются задания № 181, обсуждается № 183 (1). Учи-
тель предлагает ученикам проанализировать, что об-
щего у выражений, которые нужно сравнить. Уче-
ники должны заметить, что последнее выражение
имеет и с первым, и со вторым по общему фраг-
менту. Так, с первым выражением у него одинако-
вые числа под знаками логарифмов, а со вторым —
одинаковые основания логарифмов. Проведя срав-
нения в указанных парах, ученики получают:

log7 < log8  (по только что сформулированному

правилу сравнения логарифмов); log8 > log8    > ,

так как  ближе к 1, чем , а логарифмическая

функция с основанием 8 возрастает . Отсюда делает-

ся окончательный вывод: log8 > log8 > log7 .

Затем рассматривается пример 1 из пункта 10 и
ученикам предлагается устно решить № 186, подоб-
рав корень и обосновав его единственность.

Завершается урок фронтальным решением
№ 187 (1). После перехода к показательному уравне-
нию 4x – 2x – a = 0 вводится новая переменная z = 2x

и ищутся значения а, при которых уравнение z2 – z –
– a = 0 имеет единственный положительный корень.
Работа с этим уравнением строится по аналогии с
№ 173 из п. 9: сначала изображаются возможные слу-
чаи расположения параболы, к каждому из них запи-
сываются соответствующие условия. Правда, здесь
это несколько проще, чем в № 173, так как известно,
что абсцисса вершины положительна (z0 = 0,5). По-
этому достаточно рассмотреть два случая: 1) D = 0;
2) f(0) � 0.

1) 1 + 4а = 0,   а = –0,25; 2) –a � 0,   a � 0.

О т в е т: a = –0,25, а � 0.

6
7
--- 6

7
---

7
8
--- 6

7
--- 7

8
--- 6

7
---

7
8
--- 6

7
---

7
8
--- 6

7
--- 6

7
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Домашнее задание. П. 10, пример 1, № 183 (2),
185 (7), 187 (2), 189.

На пятом уроке, рас-
сматривая результаты вы-
полнения школьниками
домашнего задания, следу-
ет обратить внимание на
построение графика функ-

ции g(x) =  – 2
(№ 189, б), который полу-
чается с помощью преобра-
зований графика функции

у = :  →  – 2 →

→  – 2 (рис. 16). И, конечно, еще раз нужно
сказать о трех точках, через которые проводится
график логарифмической функции.

После обсуждения домашнего задания можно
предложить школьникам у с т н ы е у п р а ж н е-
н и я.

1. Сравните:
а) log23 и log24; г)  и 0;

б)  и ; д) lоg50,1 и lоg60,1;

в) log2  и 0; е)  и lоg26.

2. Какие из функций: у = log0,9x, у = , у = x3,

у = (0,3)x, у = , у =  являются возрастаю-

щими, а какие убывающими?
3. Найдите область определения функции:
а) у = log2(x – 1); б) у = logxx + 2.
Затем школьники анализируют выражения

№ 184. Для каждого выражения необходимо ука-
зать условия, выполнение которых определяет нали-
чие смысла выражения. Школьники должны по-
нять, что речь идет об одновременном выполнении
условий, т. е. об их системе. Задания целесообразно

y

x

1

0 1 2 3
–1

–2

Рис. 16

x – 2

x x x

x – 2

log 1
2
---

5

log 1
2
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 5 log 1
3
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 5

1
7
--- log 1

2
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 1

2( )
x

x log
3
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рассматривать в следующем порядке: 1, 2, 5, 6, 3, 4,
7, 8. После фронтального обсуждения школьники
самостоятельно письменно выполняют задание 5:

– 2 < x < – 1 или x > .

Полезно обратить внимание школьников на то,
что корни квадратного трехчлена следует находить,
проверив сначала числа 1 и –1.

После выполнения самостоятельной работы пред-
лагаются для устного решения неравенства log2x < 3

и < 3. Обсуждая их, следует отметить, что

школьники умеют сравнивать логарифмы с одинако-
выми основаниями. Возникает идея представить пра-
вые части неравенств в виде логарифмов и воспользо-
ваться монотонностью соответствующей логарифми-
ческой функции: log2x < 3, log2x < lоg28. Поскольку
логарифмическая функция с основанием 2 возраста-
ет, с учетом ее области определения имеем: 0 < х < 8,

< 3, < . Поскольку логарифми-

ческая функция с основанием  убывает, имеем:

х > .

Полезно спросить у школьников, почему во вто-
ром случае мы не говорим о том, что подлогарифмен-
ное число должно быть положительным.

Затем школьникам предлагается самостоятельно
решить задания № 188 (2, 3). После проверки этих
заданий рассматривается пример 2 из объяснитель-
ного текста пункта. Следует подвести школьников к
осознанию необходимости рассмотрения двух случа-
ев 0 < х + 2 < 1 и х + 2 > 1. Можно также отказаться

x + 2 > 0,
x + 2 ≠ 1,

7x2 + 10x + 3 > 0,

x > – 2,
x ≠ –1,

x < –1 или x > ,–
3
7
---

–
3
7
---

log 1
2
---

 x

log 1
2
---

 x log 1
2
---

 x log 1
2
---

1
8
---

1
2
---

1
8
---
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от предварительного нахождения ОДЗ. Тогда ре-
шение неравенства будет состоять из рассмотрения
двух упомянутых случаев.

Случай 1. При 0 < x + 2 < 1 имеем:

нет решений.
Случай 2. При x + 2 > 1 имеем:

   

О т в е т: –1 < x < 1,5.
После записи решения на доске следует предло-

жить школьникам записать его в своих тетрадях.
Домашнее задание. П. 10, пример 2,  № 188 (6, 7),

190 (2, 5).

В начале шестого урока можно предложить
школьникам двухвариантный тест по таблице, кото-
рая заранее готовится к уроку.

Тест
В а р и а н т 1

Найдите область определения выражений.
1. log2(7 – x):

а) x > 7; в) x < 7; д) x � 7.
б) 0 < x < 7; г) x � 7;

2. log4 :

а) x < –2, x > 5; г) –2 < x < 5;
б) x > –5, x < –2; д) –4 < x < 4.
в) –1 < x < 6;

–2 < x < –1,
logx + 2(5 – x) > logx + 2(x + 2);

–2 < x < –1,
5 – х > 0,
5 – х < x + 2;

–2 < x < –1,
х > 5,
2x > 3,

x > –1,
logx + 2(5 – x) > logx + 2(х + 2);

x > –1,
x + 2 > 0,
5 – x > x + 2;

x > –1,
x > – 2,   –1 < x < 1,5.
2 x < 3,

5 – x
2x  + 4
-------------------
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3. log6(x2 – 4x + 4):
а) –2 < x < 2; г) x ≠ 3;
б) x ≠ 2; д) (–∞; +∞).
в) x > 3;

В а р и а н т 2

Найдите область определения выражений.
1. log3(x – 7):

а) x > 7;   б) 0 < x < 7;   в) x < 7;   г) x � 7;   д) x � 7.

2. log5 :

а) x < –2, x > 5; г) –2 < x < 5;
б) x > –5, x < –2; д) –4 < x < 4.
в) –1 < x < 6;

3. log7(x2 – 6x + 9):
а) –2 < x < 2; в) x > 3; д) (–∞; +∞).
б) x ≠ 2; г) x ≠ 3; 

Ответы к тесту
Вариант 1. 1. в). 2. г). 3. б).
Вариант 2. 1. а). 2. в). 3. г).

Ученики сдают листы бумаги со своей фамилией
и полученным результатом выбора ответов.

Затем обсуждается домашнее задание. Внимание
школьников еще раз привлекается к тому факту, что
бóльшую часть задания они могли проверить сами
с помощью помещенных в учебнике решений.

На данном уроке продолжается решение нера-
венств. Сначала полезно предложить школьникам
выполнить самостоятельно № 190 (3), при проверке
которого еще раз обратите внимание на то, что метод
интервалов здесь применяется на части координат-
ной прямой. При этом сначала можно не обращать
внимания на ограничения, а учесть их только при
записи ответа.

После рассмотрения задания № 190 (3) можно
предложить школьникам составить системы, к ко-
торым сводится решение неравенства № 191 (8). Они

x  + 1
6 – x
---------------
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получаются в результате рассмотрения двух слу-
чаев:

или 

 или

   или    

Полезно обратить внимание школьников на то,
что в первой системе второе неравенство вытекает из
первого, а во второй системе второе неравенство вы-
полняется при всех значениях х, кроме х = 3.

Закончить решение неравенства ученикам пред-
лагается дома, а на уроке рассматривается пример 3
из объяснительного текста пункта 10. Следует особо
подчеркнуть необходимость учета области определе-
ния логарифмической функции, так как с этим свя-
зана наиболее распространенная ошибка при реше-
нии подобных неравенств.

После разбора примера 3 школьники самостоя-
тельно решают № 192 (1), при обсуждении решения
которого обращается внимание на то, что отбрасыва-
ние внешних логарифмов следует предварять фра-
зой о возрастании или убывании соответствующей
функции, к которой в некоторых случаях добавляет-
ся указание на учет области ее определения.

№ 192 (1). Р е ш е н и е.
log2 (x – 1) > 0, lоg2 (x – 1) > log21.

0 < x –1 < 1,

logx – 1(x2 – 6x + 9) < logx – 1(x –1)

x –1 > 1,

logx – 1(x2 – 6x + 9) < logx – 1(x – 1);

1 < x < 2,

x2 – 6x + 9 > x – 1 > 0

x > 2,

0 < x2 – 6x + 9 < x – 1;

1 < x < 2,
x > 1,

x2 – 7x + 10 > 0

x > 2,

x2 – 6x + 9 > 0,

x2 – 7x + 10 < 0.

log 1
3
---

log 1
3
---
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Поскольку логарифмическая функция с основа-
нием 2 возрастает, имеем:

(х – 1) > 1, (х – 1) > .

Поскольку логарифмическая функция с основа-

нием  убывает, с учетом ее области определения

имеем 0 < х – 1 < , 1 < x < .

Домашнее задание. П. 10, № 188 (5), 190 (4, 6),
191 (3, 4), 192 (3).
На седьмом уроке продолжается решение лога-

рифмических уравнений и неравенств из пункта 10.

11. Свойства логарифмов (8 ч)
Первый урок можно начать с обсуждения до-

машнего задания, а затем предложить школьникам
у с т н ы е  з а д а н и я.

1. Вычислите:

a) ; г) 1; ж) .

б) ; д) 9;

в) 3; е) ;

2. Укажите область определения функции:

а) у = log3x; в) у = log3|x|;
б) y = log3(x – 1); г) y = lоg3(–x).

3. Определите характер монотонности функции:

а) у = log3x; в) у = –log5x;

б) у = x; г)  у = 2 – log0,3 .
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Затем учитель переходит к рассмотрению нового
материала. Как и в учебнике, обращается внимание
на возможность вывода из известных свойств сте-
пеней формул, связывающих показатели степеней.
Эта мысль иллюстрируется выводом формулы ло-
гарифма произведения из свойства перемножения
степеней с одинаковыми основаниями. Формула за-
носится в левую часть таблицы, а в правой части таб-
лицы записывается краткая формулировка соответ-
ствующего правила. Затем ученикам предлагается
вспомнить, что происходит с показателями степеней
при делении степеней с одинаковыми основаниями.
В таблицу записывается формула логарифма частного
и краткая формулировка правила. Аналогичный воп-
рос о том, что происходит с показателем степени при
возведении в степень, приводит к формуле логарифма
степени, которая также заносится в таблицу.

Вернувшись к формуле loga(bc) = logab + logac,
учитель должен обратить внимание школьников на
возможность использовать ее для преобразования
логарифма произведения отрицательных чисел. Для
этого в правой части формулы следует поставить
модули. Аналогично поступаем и в двух других фор-
мулах.

Ученикам предлагается скопировать таблицу в
тетради.

Затем учитель показывает, как можно использо-
вать последнюю формулу для перехода от логарифма

Свойства Краткая
формулировка свойства

loga(bc) =  loga|b| + loga|c| Логарифм произведения равен 
сумме логарифмов

loga = loga|b| – loga|c|
Логарифм частного равен 
разности логарифмов

logabp = ploga|b| Логарифм степени равен про-
изведению показателя степени 
на логарифм основания этой 
степени

b
c
---
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с одним основанием к логарифмам с другими основа-
ниями. Полученная формула записывается в другую
таблицу.

Школьникам предлагается использовать эту фор-
мулу для перехода от  к логарифмам с основа-

нием 2: = = = . После чего те же

преобразования выполняются для  и получен-
ная формула заносится в таблицу.

Ученикам предлагается проанализировать зада-
ния № 194 (1—5) на предмет возможности использо-
вания формул логарифмов. В этом им могут помочь
следующие вопросы: одинаковые ли основания лога-
рифмов в задании? С какой частью таблицы будете
работать? Какую формулу из таблицы примените?
Что в результате получите? Запишите вычисления.

Ученик должен прочитать краткую формулиров-
ку соответствующей формулы, назвать получившее-
ся выражение и сказать, чему равно его значение.

Затем фронтально выполняются задания 1 и 2 из
№ 195, задания 3 и 4 предлагаются школьникам для
самостоятельной работы.

Р е ш е н и е.

№ 195 (3). = = 3• log6 2 = 7,5а;

№ 195 (4). 0,125 =  2
–3 =

= –3• log6 2 = –4a.

logab = Переход к другому основанию 
логарифма

 

= logab
Вынесение показателя 
степени основания

logcb

logca
-------------

log254

log254
log24

log225
------------------

log24
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logapb
1
p
---

log
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№ 195 (5) следует разобрать фронтально. Учени-
ки должны заметить, что данный логарифм имеет
другое основание, и применить формулу перехода

log26 = = .

Это задание полезно обобщить и получить еще од-

ну формулу: logab = . Этой формуле не следует

давать словесную формулировку, а внести ее в таб-
лицу ученики должны.

В № 195 (6) основание логарифма менять не надо,
от тройки следует перейти к двойке. Ученикам пред-
лагается подумать, не знают ли они еще какие-
нибудь логарифмы с основанием 6, кроме данного
log62 = а. Вероятно, среди ответов будет назван
lоg66. Учитель записывает его на доске и предлагает
получить из него искомое выражение

log63 = log6 = log66 – log62 = 1 – а.

В завершение урока рассматривается пример 1 из
текста пункта, вводится термин потенцирование.
Ученикам предлагается выполнить самостоятельно
№ 197 (2).

При подведении итогов урока следует сформули-
ровать вывод о том, что логарифмы с разными осно-
ваниями обычно приводят к одному основанию и за-
тем используют свойства логарифмов с одним основа-
нием.
Домашнее задание. П. 11, пример 1, № 193 (1),

194 (3, 5, 7), 197 (1).

На втором уроке все еще используется таблица с
формулами. В начале урока обсуждается домашнее
задание. Особое внимание обращается на № 194 (7),
197 (1). Можно предложить нескольким ученикам
воспроизвести решения (переписать из своих тетра-
дей) на доске.

На следующем этапе урока можно провести мате-
матический диктант (некоторые выражения записы-
ваются на доске).

log66
log62
--------------- 1

a
---

1
logba
---------------

6
2
---
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Математический диктант

Ответы к математическому диктанту

Вариант 1. 1. а) 0; б) 0,2; в) 2. 2. х = 3. 3. logb .

Вариант 2. 1. а) 1; б) 10; в) 5. 2. х = 1. 3. logdc.
После сверки ответов разбирается пример 2. Нуж-

но обратить внимание учеников на целесообразность
преобразования левой части вместо многократного
переписывания уравнения.

Затем класс переходит к работе с заданиями
№ 202, в которых ученики сначала должны попы-
таться проанализировать уравнения и по внешнему
виду определить, какие преобразования придется
проводить и к какому виду эти преобразования приве-
дут. Сначала следует обсудить все уравнения номера,
а затем перейти к решению. Здесь формулы исполь-
зуются справа налево и модулей нет, поэтому могут
появиться посторонние корни. Понятно, что нужно
либо провести проверку корней, либо сразу положить
ограничения на ОДЗ. Не все уравнения нужно дово-
дить до ответа. Как только план решения станет поня-

Вариант 1 Вариант 2

1. Найдите значение выражения:

а) loga1;

б) ;

в) lоg612 + lоg63

а) logaa;

б) log3 ;

в) 

2. Решите уравнение:

log0,2x – log0,23 = 0 2log3x = 0

3. Закончите запись формулы:

logba – logbc = ...
= ...

log353 1

3
---

? ?

? ?
–10

7log75

logbc

logbd
---------------

a
c
---
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тен классу, доведение до ответа можно перенести на
дом. Работа выстраивается по следующей схеме. Сна-
чала ученики в № 202 (1) замечают, что нужно при-
вести все логарифмы к одному основанию, затем в сво-
их тетрадях записывают уравнение, которое при этом
получится, и после проверки переходят к уравнению
№ 202 (6). Здесь учителю, по-видимому, придется на-
помнить школьникам формулу суммы первых п чле-
нов арифметической прогрессии. При анализе урав-
нения 8 вводится обозначение lg.

После обсуждения и частичного решения ука-
занных уравнений полезно переключить внимание
школьников на другой тип заданий, предложив
им № 196 (1) и 200. При рассмотрении последнего
можно воспользоваться свойством взаимно обрат-

ных положительных чисел: а + � 2. Придется,

правда, сказать еще пару слов о случае, когда лога-
рифмы отрицательны.

Домашнее задание. 198 (1), 202 (2—5, 7, 9).

На третьем уроке при обсуждении домашней ра-
боты следует обратить внимание на № 202 (4). Затем
продолжается решение логарифмических уравне-
ний из № 202 (10, 12—14). Схема работы с уравне-
ниями этого номера описана в комментариях к пре-
дыдущему уроку. Анализируя указанные уравне-
ния, ученики должны сначала сказать, каким не
может быть корень. В заданиях 12 и 13 следует обсу-
дить, к какому основанию нужно приводить лога-
рифмы.

После работы с № 202 внимание школьников пе-
реключается на выполнение № 201. В решении, по-
мещенном в учебнике, сравниваются логарифмы од-
ного и того же числа с разными основаниями, а так-
же используется монотонность логарифмической
функции.

Затем ученики переходят к уравнениям № 203 (2,
4, 6, 8, 10). Схема работы аналогична рассмотренной
в № 202.

1
a
---
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Домашнее задание. П. 11, примеры 2 и 3, № 198 (2),
202 (15—17), 203 (1, 3, 5, 7, 9).

Четвертый урок можно провести как урок-прак-
тикум. После традиционного обсуждения домашней
работы предложить школьникам заранее записан-
ные на доске уравнения.

Решите уравнение:

1) 0,5logx + 1 = ;

2) (2 – log3x)log30,4 = 2 – log2
35;

3) log4log3log2x = 0,5;

4) = 1;

5) log3 – 4x(1 – 3x – x2) = log3 – 4x (x2 + 2x – 2);

6) (3 – 4x) = (3 – 4x);

7) 1оg5(7х – 10) = 2log5x;

8) logx + 20(2x – ) = 0,5;

9) (x – 1) + x = log62 + log618;

10) + 2log2x = 3;

11) log1,2(x – 5) = log1,2(x + 1).

Можно дополнить список и другими уравнениями.
Ученик поднимает руку, выбирает уравнение из

списка и рассказывает план его решения. После это-
го учитель может предложить ему или другому уче-
нику решить данное уравнение на доске, на своем
месте или на первой парте. Все уравнения должны
быть задействованы. В ходе проверки решения по-
лезно обсудить следующие в о п р о с ы.

1
25
------- 2

3
---

log3
2

log4 2x2 – 4x + 1( )

log4 6x – 11( )
-----------------------------------------------------

logx2 + 3x  + 1 log4 – 2x  – x2

x + 20

log 2
3
---

log 2
3
---

log2
2x

1
2
---
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1. Какими свойствами логарифмов вы воспользо-
вались в ходе решения?

2. Появились ли в ходе решения посторонние кор-
ни? Объясните причину их появления.

3. Нужно ли делать проверку после нахождения
корней?

4. Какие условия нужно учитывать, решая лога-
рифмическое уравнение, если неизвестное находит-
ся: а) в основании логарифма; б) под знаком лога-
рифма?

После завершения работы ученики класса задают
выступающим вопросы и высказывают свои замеча-
ния и предложения.

После этого обсуждается № 205. Доказательст-

во равенства =  фиксируется на доске,
а уравнение б) решается школьниками самостоя-
тельно.

Затем рассматривается № 206 (1). В этом приме-
ре х может принимать только отрицательные зна-
чения, так как –x > 0. Поэтому уравнение перепи-
сывается в виде lg2(–x) – 4lg(–x) + 4 = 0, откуда:
lg(–x) = 2, –x = 100, х = –100.

При подведении итогов урока полезно сформули-
ровать  п л а н  р е ш е н и я  логарифмических урав-
нений.

1. Привести к логарифмам с одним основанием.
2. Применить определение логарифма или свойст-

ва логарифмов.
3. Если нужно, сделать замену переменных и

свести уравнение к квадратному.
4. Решить простейшее логарифмическое уравне-

ние.
5. Найти ОДЗ уравнения или сделать проверку.

Домашнее задание. Проанализировать задания
№ 202—206, используя разделы «Советы» и «Ре-
шения» учебника. Сформулировать вопросы по
решениям.

Первая часть пятого урока выстраивается в зави-
симости от вопросов, которые возникли у школьни-

alogbc clogba
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ков в процессе домашнего задания. Полезно сначала
составить список вопросов и только после этого орга-
низовать их обсуждение. При этом желательно при-
влекать учащихся к ответам на вопросы. На эту ра-
боту должно уйти не более 10 минут.

Затем нужно вспомнить, как решаются простей-
шие логарифмические неравенства. Для этого на до-
ску выносятся следующие неравенства, которые
школьники решают устно с мест:

После этого школьники анализируют неравенст-
ва № 207 (1—3). Рассматривая каждое неравенство,
они делают вывод о том, каким свойством логариф-
мов следует воспользоваться и какие дополнитель-
ные требования при этом нужно выдвинуть по отно-
шению к выражениям, входящим в неравенство. За-
тем определяют, нужно ли менять знак неравенства
при потенцировании. Так, в неравенстве 1, переходя
в левой части к логарифму частного, следует потре-
бовать, чтобы выражения, стоящие под знаками ло-
гарифмов, были положительными. После отбрасы-
вания логарифмов знак неравенства сохраняется,
так как логарифмическая функция с основанием π
возрастающая. При этом дополнительно требовать,
чтобы дробь под знаком логарифма в левой части бы-
ла больше нуля, не нужно, так как это обеспечивает-
ся положительностью значений ее числителя и зна-
менателя. После анализа неравенства 1 ученики са-
мостоятельно решают его в тетрадях. Неравенства 2
и 3 только анализируются.

Затем можно разобрать с классом решение
№ 207 (4).

Поиск решения неравенства.

log3 (3
x – 1)• 3x – 2 – > – 3.

1) log5 x > log5 2;
2) lg0,25 x < log0,25 3;
3) log2х < 4;
4) log0,6 x < –1;
5) lg x < 0;

6) lоg0,8 x < 0;
7) log2 log3 x � 0;

8) log2 x � 0;

9) log0,5 (3x – 2) < –4.

log 1
3
---

log 1
3
---

1

9
---
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— С чего начнете решение неравенства? [С приве-
дения логарифмов к одному основанию.] 

— Давайте приведем неравенство к логарифмам
с основанием 3.

— Какое свойство логарифмов примените?

= loga b.  

— Как примените это свойство?

3x – 2 – = –log3 3x – 2 – .

– log3 (3
x – 1)•log3 3x – 2 – > – 3. 

— Как дальше предлагаете решать неравенство?
[Умножим неравенство на –1, при этом знак нера-
венства изменится на противоположный.]

log3(3x – 1)•log3 3x – 2 – < 3.

— Как преобразовать второй логарифм? Нужно

представить 3x – 2 =  и вынести общий множитель

 за скобку.

log3(3x – 1)•log3 (3x – 1) < 3.

— Какое свойство примените для преобразования
второго логарифма? [Логарифм произведения.]

log3(3x – 1)• log3 + log3(3x – 1) < 3, 

log3(3x – 1)•(log3(3x – 1) – 2) < 3, 

(3x – 1) –2log3(3x – 1) – 3 < 0.

— Какое неравенство получилось? [Квадратное
неравенство относительно log3(3x – 1).]

— Сделайте замену переменных: у = log3(3x – 1)
и решите квадратное неравенство

y2 – 2y – 3 < 0, –1 < y < 3.

logapb
1
p
---

log3–1
1

9
--- 1

9
---

1

9
---

1

9
---

3x

9
------

1

9
---

1

9
---

1

9
---

log3
2
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— Запишите логарифмическое неравенство отно-
сительно x. Меняются ли знаки неравенства при пере-
ходе от логарифмов к аргументам?

–1 < log3(3x – 1) < 3, < 3x – 1 < 27.

— Решите показательное неравенство. Меняются
ли знаки неравенства при переходе от показателей
степени к основанию? Нужно ли делать проверку?
Нужно ли искать ОДЗ?

< 3x < 28, log3 < x < log328.

Записи ведутся учителем на доске в результате об-
суждения с классом каждого шага. Полезно предло-
жить школьникам сравнить решение на доске с ре-
шением, помещенным в учебнике. При этом задать
следующие в о п р о с ы.

1. К какому основанию приводятся логарифмы?
2. Изменилось ли логарифмическое неравенство

после приведения к одному основанию?
3. Изменилось ли квадратное неравенство относи-

тельно логарифма?
4. Изменилось ли его решение?
5. Изменился ли ответ?
6. Какой вывод можно сделать?

В № 207 (5) надо применить подстановку
у = log3(4x + 1).

Полезно предложить школьникам указать, какие
значения может принимать новая переменная у.
[у > 0, так 4x + 1 > 1 при любых значениях х.] С уче-
том этого неравенство приводится к квадратному:

y2 – 2,5y + 1 > 0, 2y2 – 5y + 2 > 0, 0 < у < 0,5 или

у > 2, 0 < 1оg3(4x + 1) < 0,5 или log3(4x + 1) > 2,

log31 < log3(4x + 1) < log3  или

log3(4x + 1) > log39, 1 < 4x + 1 <  или 4x + 1 > 9,

4x < – 1 или 4x > 8, x < log4( – 1) или 

х > 1,5.

1

3
---

4

3
--- 4

3
---

3

3

3 3
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Неравенство можно решить фронтально. Тогда
все записи учитель проводит на доске, а затем учени-
ки переписывают решение в тетради либо воспроиз-
водят решение дома.

Домашнее задание. П. 11, с. 98—101 изучить само-
стоятельно, № 207 (6), 192 (4).

На шестом уроке рассматриваются неравенства
с переменной в основании логарифма, а также исто-
рический материал, посвященный логарифмам.

После разговора о домашнем задании ученикам
предлагается сравнить неравенства из № 207, отме-
ченные знаком «•», с другими неравенствами этого
номера. Школьники должны заметить, что в этих
неравенствах (кроме неравенства 9) переменная на-
ходится и под знаком логарифма, и в основании.
После этого ученикам предлагается сформулировать
планы решения неравенств 7—10. В неравенстве
№ 207 (7) ученики замечают, что в правой части сле-
дует перейти к логарифму с основанием х, переносят
логарифм в левую часть неравенства и используют
формулу суммы логарифмов. Дальнейшее обсужде-
ние этого номера связано с ОДЗ неравенства, по-
скольку произведение скобок может принимать по-
ложительные значения и в том случае, когда обе
скобки отрицательны. Кроме того, основание лога-
рифма должно быть положительно и не равно едини-
це. В № 207 (8) сначала правая часть неравенства
заменяется логарифмом с тем же основанием, что
и внешний логарифм левой части. Затем, чтобы от-
бросить логарифмы, приходится рассмотреть два
случая: 1) 0 < х < 1; 2) х > 1. В первом случае знак
неравенства изменяется, а во втором сохраняется, но
появляется двойное неравенство. В № 207 (10) вни-
мание учеников следует привлечь к x4, входя-

щему в данное выражение, который можно заме-
нить числом 2. Эта замена не требует нахождения
ОДЗ, так как в выражении все еще остается x2 в ос-
новании логарифма. После обсуждения планов ре-
шения ученикам предлагается самостоятельно ре-

logx2
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шить № 207 (7, 8). Неравенства подробно решены
в учебнике, поэтому ученики могут сравнить свои
решения с помещенными в разделе «Решения».

Желательно вернуться к неравенствам из № 191
предыдущего пункта и показать, как их можно
решить, используя формулу перехода к новому
основанию. Например, № 191 (1): logx – 3(7 – х) > 0

можно переписать так:  > 0. Числитель

дроби существует при х < 7, а знаменатель — при
x > 3. Нуль числителя х = 6, а нуль знаменателя
х = 4. Изобразим промежутки знакопостоянства
и укажем на них знаки дроби. 

Получим  о т в е т:  (4; 6).
№ 191 (6). logx – 2(х + 10) < 2.

Р е ш е н и е.  < 2,

 < 0.

ОДЗ неравенства: х > 2, но х ≠ 3. Нули числителя
находим из уравнения log2(х + 10) = 2log2(х – 2),

х + 10 = (х – 2)2, х2 – 5х – 6 = 0. С учетом ОДЗ х = 6.
Нуль знаменателя х = 3. Изобразим промежутки
знакопостоянства и укажем на них знаки дроби.
При определении знаков на промежутках учитыва-
ем, что функция у = log2x — возрастающая, значит,
при х > 6, например, при х = 10 имеем

log2(20) – log282 < 0.
О т в е т:  (2; 3) (6; +∞).
Затем рассматривается исторический материал.

Полезно показать школьникам четырехзначные ло-
гарифмические таблицы, наверняка сохранившие-
ся в кабинете математики (если нет, то специально
покупать их не нужно). Вместе с учениками можно
выполнить № 208 (1, 2), № 209.

Домашнее задание. № 207 (9, 10), № 208 (3) подгото-
вить к сдаче домашнюю контрольную работу № 3.

log2 7 – x( )

log2 x – 3( )
-------------------------------

log2 x + 10( )

log2 x – 2( )
-----------------------------------

log2 x + 10( ) – 2log2x – 2
log2 x – 2( )

-------------------------------------------------------------------------
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На седьмом уроке можно провести как соревнова-
ние между командами. Каждая команда до начала
урока выбирает капитана. Капитан будет назначать
отвечающих по ходу урока так, чтобы каждый уче-
ник хотя бы один раз ответил. На доске выделяется
место для записи заработанных командами очков.

Таблица результатов соревнования

1-й этап — графическое решение уравнений на
доске.

От каждой команды к доске вызывается по одно-
му человеку, которые получают карточки с зада-
нием.

К а р т о ч к а 1

Решить графически уравнение 2x = 3 – x2.

К а р т о ч к а 2

Решить графически уравнение 0,5x = .

К а р т о ч к а 3

Решить графически уравнение log2x = 1 – х2.
Пока отдельные ученики строят графики на до-

ске, весь класс участвует в проведении математиче-
ского диктанта.

2-й этап — математический диктант.
Математический диктант проводится по вариан-

там (читаемые выражения можно записать на до-
ске). Ответы ученики записывают под копирку на
двух отдельных листках.

Задания 1 команда 2 команда 3 команда

1.

2.

...

x + 5
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Математический диктант

Ответы к математическому диктанту

Вариант 1. 1. R. 2. R. 3. x > 0,04. 4. x > 3. 5. x > .

6. x = . 7. 6. 8. (0,3)–0,2 > 1.

Вариант 1 Вариант 2

1. Запишите область определения функции:

y = 10x у = lg(x + 1)

2. Запишите область значений функции:

y = log0,2x + 2
y = – 3

3. Решите логарифмическое неравенство:

log0,2x < 2 log0,1x > – 2

4. Решите показательное неравенство:

2x > 8
>

5. Решите показательное уравнение:

49x = 7 252 = 5x

6. Решите логарифмическое уравнение:

log64x = – log8x = –

7. Вычислите:

lg 0,001

8. Сравните:

(0,3) –0,2 и 1 3,1 –0,5 и 1

1

7
---

? ?

? ?
x

1

3
---

? ?

? ?
x 1

27
-------

1

2
--- 2

3
---

log
2

8

1
2
---

1
8
---



142

Вариант 2. 1. x > –1. 2. (–3; + ∞). 3. х < 100. 4. х < 3.

5. х = 4. 6. x = . 7. –3. 8. 3,1–0,5 > 1.

Один вариант решения сдается учителю, второй
проверяется в классе на оценку по следующим кри-
териям: за 7—8 правильных ответов выставляется
оценка «5», за 6 ответов — оценка «4», за 4—5 отве-
тов — оценка «3», другие оценки не выставляются.

За математический диктант командам присужда-
ется столько баллов, сколько пятерок они получили
(или пятерок и четверок, на усмотрение учителя).

После проверки математического диктанта и вы-
ставления баллов начинается проверка работы учени-
ков у доски. Ответ ученика у доски оценивается обыч-
ной отметкой, которая выставляется в журнал и запи-
сывается на доску соответствующей команде.

3-й этап — письменное выполнение заданий с по-
следующим обсуждением. Список заданий приведен
ниже. Ученики решают все задания и распределяют
между собой, кто за какое задание отвечает.

Учитель предлагает одной команде рассказать ре-
шение первой задачи, остальные команды следят за
правильностью решения и задают вопросы. Участву-
ют в решении и обсуждении данной задачи ученики,
ответственные за данную задачу. Решение задачи оце-
нивается, как обычно, отметкой, а дополнения и ком-
ментарии к решению 1—2 баллами, в зависимости от
ценности дополнений. Так рассматриваются все зада-
чи. Очки, набранные командами, суммируются. Ко-
манды можно штрафовать за шум и некорректное по-
ведение.

С п и c o к  з а д а н и й  д л я  р е ш е н и я  и о б-
с у ж д е н и я

1. Решите уравнение:

а) 2•5x + 2 + 25x + 1 = 45; 

б) + log0,2x2 = –1; 

в) lоg2(3•2x – 4) = x.

1
4
---

log0,2
2 x
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2. Решите неравенство:

а) 32x – 1•22x < 12•60,8;

б) log981 + (3x + 4) � (3x + 4); 

в) logx – 1(x2 – 5x + 4) � 0.

3. Решите систему уравнений 

4. Докажите, что число  является корнем

уравнения 9x – 4•3x – 5 = 0. 

5. Вычислите .
4-й этап — подведение итогов урока.

Домашнее задание. Исторический материал.

На восьмом уроке рассмотреть оставшиеся вопро-
сы по теме, затем обсудить исторический материал.

ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ 
«ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ»

Задания для письменной части зачета

Вариант 1 Вариант 2

1. Вычислите:

log321 + log32 – log314 lоg2533 – lоg2555 – lоg2515

2. Решите уравнение:

а) 2x + 2x + 3 = 9;
б) lg2x – 4lgx – 5 = 0

a) 5x + 5x + 2 = 26;
б) – 3log3x – 4 = 0

3. Решите неравенство:

a) (4x + 3) � – 1;

б) >

a) (2x – l) � – 2;

б) <

log 1
3
---

log 1
9
---

3x•2y + 1 = 288,
log4(y – x) = 0,5.

1
log53
---------------

14log26•log76• log26 + log76( )–1

log3
2x

log 1
4
---

3( )
x 1

9
---

log 1
2
---

1

2
-------

? ?

? ?
x 1

16
-------
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Задания для устной части зачета
1. Какая функция называется показательной? На-

зовите область определения и область значения
показательной функции.

2. При каких значениях х значения функции y = ax

больше 1, а при каких меньше 1?
3. Назовите асимптоты графиков функций: у = 3x,

у = 5x + 2.

4. Какая из функций: у = πx, у =  возрастаю-

щая, а какая — убывающая?
5. а) Любое ли положительное число можно пред-

ставить в виде степени с основанием 2 и рацио-
нальным показателем?
б) Любое ли положительное число можно пред-
ставить в виде степени с основанием 2 и действи-
тельным показателем?

6. Сравните значения выражений ππ и .
7. Что называется логарифмом числа а по основа-

нию b? Как это записать?
8. Назовите основное логарифмическое тожде-

ство.

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

4. Найдите все у такие, что:

25y + 49•52y > 9y + 17•32y 16y + 15•42y < 9y + 11•32y

5. Решите систему уравнений:

6. Для каждого значения a решите уравнение:

log2(2x – 1) = log2(x – 2a) log4(3x – 2) = log4(2x – a)

y + lg x = 1,

xy = 0,01

xy = 300,

xlg y = 9

1

2
-------

? ?
? ?

x

π
10
3

-------
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9. Как построить график функции у = log7x, имея
график обратной функции? Запишите обратную
функцию для данной.

10. Назовите множество значений функции:
у = log2x, y = 3 + log2x, y = – log2x.

11. При каких значениях а функция у = logax явля-
ется возрастающей, при каких — убывающей?

12. Назовите асимптоты графиков функций: 
у = log5x, у = 2 + log0,5(x + 3).

13. Какие из графиков функций:

у = 3 + 5x, у = 2 + lgx, у = , у =

имеют горизонтальную, а какие — вертикаль-
ную асимптоту? Назовите уравнение асимптот.

14. Запишите соотношение ba = с между числами а,
b и с с помощью логарифма с основанием b.

15. Почему число 1 не может быть основанием лога-
рифма?

16. Каких два случая нужно рассматривать при ре-
шении неравенства logx(5 – х) > 0?

17. Запишите формулу логарифма суммы.
18. Запишите формулу логарифма частного.
19. Запишите формулу логарифма степени.
20. Запишите формулу перехода от одного основа-

ния к другому.
21. Для каких значений а выполняется неравенство

2,3a < 1?
22. Решите уравнение 5x = 3.

Ответы к письменной части зачета
Вариант 1. 1. 1. 2. а) 0; б) 105; 0,1. 3. а) x > 0,25;

б) x > –4. 4. y > –1. 5. (100; –1), (0,1; 2). 6. х = 1 – 2а
при а < 0,25, нет корней при а � 0,25.

Вариант 2. 1. –1. 2. а) 0; б) 81; . 3. а) (0,5; 2,5];

б) х > 8. 4. y < –0,5. 5. (3; 100), (100; 3). 6. х = 2 – а

при а < , нет корней при а � .

1
x – 1
-------------- x – 5

1
3
---

4
3
--- 4

3
---
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ
«ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ

И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ»

В а р и а н т 1

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.

1. Упростите выражение log315 – log35 + .
1) 1; 2) 3; 3) 6; 4) 9.

2. Укажите промежуток, которому принадлежит

корень уравнения •3x + 1 = 1.
1) (–3; –1);  2) (–1; 0);  3) (0; 2);  4) (2; 4).

3. Найдите сумму корней уравнения
4log3x = (9x – 20).

1) 5; 2) 8; 3) 9; 4) 10.

4. Решите неравенство � .

1) x � –3; 3) х � –6; 
2) x � –3; 4) х � –6.

5. Найдите область определения функции

f(x) = .

1) x < –2, –2 < x < 1; 3) x < 2; 
2) x < 1; 4) –2 < x < 1.

II уровень

6. Известно, что = а. Найдите .

7. Решите систему уравнений 

8. Найдите область значений функции
f(x) = 0,3x + 1 – 10.

3log3 5

3
x – 1

2
---

log
3

3( )
x 1

27
-------

? ?
? ?

lg 1 – x( )

3x  + 4 – 9
--------------------------

log 1
4
---

43 log 1
4
---

43
256
----------

2x•2y = 16,
log3x + log3y = 1.
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III уровень

9. Решите уравнение 

2 log2 1 – = 3log2 2 + + 2.

10. Докажите, что число корней уравнения

3x + 3–x = ах4 + 2x2 + 2

не может быть четным ни при каком значении а.

В а р и а н т 2

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.

1. Упростите выражение + log72 – log714.
1)1; 3) 3;
2) 2; 4) 4.

2. Укажите промежуток, которому принадлежит

корень уравнения 4x – 2 = .

1) (–2; 0); 3) (2; 4); 
2) (0; 2); 4) (4; 8).

3. Найдите сумму корней уравнения

log4(x – 5)2 = .

1) 3; 3) 8;
2) 4; 4) 10.

4. Решите неравенство (6 – 0,3х) � –1.

1) х � 9; 3) x � –10; 
2) x � –3; 4) х � –10.

5. Найдите область определения функции

f(x) = .

1) 0 < x < 6; 3) х > 0;
2) х > 6; 4) 0 < x < 6, x > 6.

II уровень

6. Известно, что 43 = а. Найдите 688.

13
2x + 7
------------------- 13

x – 3
--------------

2log23

1
2
---

? ?
? ?

1 – x

log
2

2

log 1
9
---

lg x
2x  – 2 – 16
----------------------------

log 1
4
---

log 1
4
---



7. Решите систему уравнений 

8. Найдите область значений функции 
f(x) = 2,3x –2 + 5.

III уровень

9. Решите уравнение 

3 log6 3 – = 4 log6 2 +  + 3.

10. Докажите, что уравнение 4x – 4–x = x3 + 2ax ни
при каком значении а не может иметь нечетное
число корней.

Ответы к контрольной работе
Вариант 1. 1. 3. 2. 2. 3. 3. 4. 3. 5. 1. 6. а + 4.

7. (1; 3), (3; 1). 8. (–10; +∞). 9. х = –10.
Вариант 2. 1. 2. 2. 3. 3. 4. 4. 4. 5. 4. 6. а – 2.

7. (4; 1), (2; 2). 8. (5; +∞). 9. х = –2.

xy = 4,
y + log2x = 3.

3
2x + 3
------------------- 1

x + 1
---------------



149

В данной главе начинается систематическое изу-
чение тригонометрии. Вводятся тригонометриче-
ские функции числового аргумента: синус, косинус,
тангенс и котангенс, изучаются их свойства и гра-
фики. Вводится новое свойство функций — пери-
одичность. Во второй части главы рассматриваются
тождественные преобразования тригонометриче-
ских выражений и методы решений тригонометри-
ческих уравнений основных видов.

Все рисунки с графиками тригонометрических
функций и единичной окружностью желательно де-
монстрировать через проектор или интерактивную
доску. В зависимости от уровня конкретного класса
следует отказываться или, наоборот, — добавлять ма-
териал. При этом следует помнить, что в 11 классе
еще будут рассматриваться более сложные примеры
тригонометрических уравнений. В 10 классе не сле-
дует требовать от школьников заучивания большого
количества используемых тригонометрических фор-
мул — все равно большинство школьников их забу-
дет. Вместо этого следует сконцентрировать внимание
на выборе нужной формулы из имеющегося списка
формул, пополняемого по мере изучения главы.

12. Угол поворота (1 ч)
В этом пункте вводятся положительные и отрица-

тельные углы поворотов, задается формулой общий
вид углов.

ГЛАВА

4
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ

ФУНКЦИИ  И  ИХ  СВОЙСТВА
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Урок посвящается расширению сформированного
в курсе планиметрии понятия угла. Ученики долж-
ны овладеть понятием угла поворота, научиться
строить произвольные углы и задавать общий вид
углов формулой.

После обсуждения примеров быстрого вращения
с угловыми скоростями, большими, чем один оборот
в секунду, школьникам становится понятна целесооб-
разность рассмотрения произвольных углов. После
этого учитель может изобразить на доске рисунок 65
без соответствующей стрелочки и задать вопрос о гра-
дусной мере угла, на который повернулась точка А
окружности. Первая проблема, которую осознают
школьники, заключается в необходимости измерения
угла АОВ. Учитель с помощью транспортира измеря-
ет на доске угол и объявляет, что он равен 120°. Мож-
но ли теперь ответить на вопрос об угле поворота?
[Нет, так как неизвестно, в каком направлении, по
или против часовой стрелки происходило вращение.]
Учитель показывает рукой направление вращения.
[Все равно нельзя ответить однозначно, так как точка
могла сделать несколько оборотов.] Школьникам
предлагается открыть учебники на странице 107 и по-
смотреть на рисунок 66. По этому рисунку учитель
вводит понятие начальной и конечной точек поворо-
та, говорит о том, что для различения направления
вращения угол поворота по часовой стрелке считают
отрицательным. Теперь можно задать общий вид уг-
лов поворота α° + 360°•п, где п — любое целое число.

В классе обязательно нужно обсудить задания
№ 215 (1, 3, 5, 7), 216 (а, в), 217 (2).

№ 219 провести как практическую работу (точку
P0 выбирать на положительной части оси абсцисс).

Домашнее задание. П. 12, № 215 (2, 4, 6, 8), 216 (б, г),
217 (1); № 213, 220 по желанию.
На этом уроке полезно дать задания к зачету и на-

помнить о домашней контрольной работе.
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13. Радианная мера угла (2 ч)
В этом пункте ученики должны получить пред-

ставление о возможности измерения углов через от-
ношение одноименных величин, которое выражает-
ся действительным числом. Знать, какой угол назы-
вают углом в один радиан, научиться переводить
углы из радианной меры в градусную и обратно.

В начале первого урока полезно вспомнить соот-
ношения между градусами, минутами и секундами.
Затем показать возможность другого подхода к изме-
рению углов поворота, ввести новую единицу измере-
ния углов — радиан и показать связь между радиана-
ми и градусами.

Лучше не ориентировать школьников на запоми-
нание формул перевода, так как они со временем все
равно забудутся, а предложить им всегда отталки-
ваться от простого соотношения между радианами
и градусами: π рад = 180°. Так, например,

π рад = 180°, 1 рад = = ≈ 57,3°, 

2 рад = 2• = 2• ≈ 114,6°.

π рад = 180°, 1° = = рад ≈ 0,017 рад, 

2° = 2• = 2• ≈ 0,034 рад.

В классе выполняются № 221 (1, 3, 5, 7), 222 (3, 5,
7, 9), 223 (1, 5, 7, 9). Некоторые из указанных зада-
ний выполняются устно, а некоторые — ученики
сначала выполняют в тетрадях, а затем с мест сооб-
щают полученные результаты.

На этом же уроке можно рассмотреть соотноше-
ние между угловой и линейной скоростями движе-
ния по окружности. Этот материал обозначен как до-
полнительный.

Домашнее задание. П. 13, № 221 (2, 4, 6, 8), 222 (2,
4, 6, 8), 223 (2, 8); по желанию № 234.

π

π
--- 180°

π
-------------

π

π
--- 180°

π
-------------

180°
180
------------- π

180
----------

180°
180
------------- π

180
----------
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В начале второго урока можно предложить
школьникам устные задания. В  у с т н о й  р а б о т е
полезно проверить понимание связей между разны-
ми единицами измерения углов.

1. Выразите 1° в радианах. 

2. Выразите 60° в радианах.

3. Выразите  в градусах.

4. Найдите sin , cos .

Основное внимание следует уделить заданиям
№ 224 и 225, которые можно выполнять параллель-
но в одной практической работе, т. е. заполнять таб-
лицу и подписывать углы на окружности. Ученики
в конце концов должны уверенно представлять, где
на тригонометрическом круге находятся табличные
углы.

В классе также решаются № 226 (нечетные номе-
ра), 231. При наличии калькуляторов (хотя бы одно-
го на парту) выполняются все нечетные задания. Ес-
ли же калькуляторов нет, то по паре нечетных зада-
ний из каждого номера. После обсуждения формулы
перевода вычисления проводятся учениками само-
стоятельно. Можно предложить две  с а м о с т о я-
т е л ь н ы е  р а б о т ы,  в каждую из которых вклю-
чить два задания: одно задание из № 226 и одно из
№ 231. Между этими самостоятельными работами
фронтально рассмотреть № 232.

Домашнее задание. Повторить формулы нахожде-
ния синуса и косинуса в прямоугольном треуголь-
нике и их значения для углов 30, 45 и 60°; № 226
(четные), 227, 235.

14. Синус и косинус любого угла (3 ч)
При изучении материала пункта понятия синуса

и косинуса распространяются на произвольные уг-
лы, формируются умения учеников находить сину-

π

10
-------

π

3
--- π

6
---
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сы и косинусы углов поворота, а также по значению
синуса и косинуса находить углы поворота. Расши-
ряется известная из курса планиметрии таблица
значений синусов и косинусов углов. Необходимо
добиться от учеников безошибочного различения
осей синусов и косинусов на тригонометрическом
круге.

Начинается первый урок с математического дик-
танта на повторение ранее изученного материала.

Математический диктант

Вариант 1 Вариант 2

1. Представьте угол ϕ в виде α° + 360°•n, где п — целое 
число, 0 < α < 180°, если:

ϕ = 740° ϕ = –710°

2. Точка P50° — конечная точка поворота на 50°. Найди-
те наименьшее по модулю значение угла β точки Pβ, ко-
торая получается из точки P50° симметрией:

относительно оси ординат относительно оси абсцисс

3. Переведите угол α из градусной меры в радианную:

α = 150° α = 135°

4. Переведите угол a из радианной меры в градусную:

a = 1,25π a = 2,5π

5. Допишите равенство

...° = ...° =

6. Запишите формулу перехода:

от радиан к градусам от градусов к радианам

π

2
--- π

4
---
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Проводится взаимопроверка и са-
мооценка математического диктан-
та по следующим критериям: пра-
вильно решено 8 заданий — выстав-
ляется оценка «5», 7 заданий —
оценка «4», 5—6 заданий — оценка
«3», другие оценки не выставляются.

Во время проверки математическо-
го диктанта вывешивается на боковую
доску таблица значений синуса и ко-

синуса некоторых основных углов. Таким образом,
вместе с прямоугольным треугольником (рис. 17) на
доске окажется весь базовый материал, который бу-
дет нужен на этом уроке.

Объяснение нового материала проводится в соот-
ветствии с порядком его изложения в учебнике.

При закреплении материала полезно предлагать
дополнительные задания и вопросы, обсуждать план
решения и только после этого приступать к его ре-
ализации.

В № 237 перед ответом на основной вопрос полез-
но сначала определить, в какой координатной чет-
верти находятся указанные точки. В № 238 сначала
придется записать углы в виде α° + 360°n, где n —
целое число, затем определить координатную чет-
верть и только после этого знаки косинуса и синуса
угла. При составлении планов устно решаются зада-

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

7. Запишите значение:

sin cos

8. На доске построен прямоугольный треугольник 
(рис. 17). Запишите, как найти через стороны треуголь-
ника:

косинус угла α° синус угла α°

π

4
--- π

6
---

ac

b

α°

Рис. 17
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ния 1 и 2. Задания № 238 (3—6) целесообразно вы-
полнить письменно.

 Затем учитель предлагает прочитать № 239 и
продумать план его выполнения. Задание направле-
но на формирование умения располагать конечные
точки поворотов на окружности, соотнося их с ко-

нечными точками поворотов на углы: , π, , 2π.

Ученики могут предложить сначала перевести
углы из радиан в градусы, затем представить их
в виде α° + 360°n, где n — целое число, а потом опре-
делить знаки косинуса и синуса указанного угла.
В этом случае учитель должен попросить школьни-
ков найти другой план решения. Не переводя углы
в градусную меру, представить их в виде β + 2πп, где
п — некоторое целое число. № 239 (1) можно выпол-
нить двумя способами, дав школьникам возможность
сравнить, какой из них рациональнее. Так, предста-

вив угол в градусах β = = = 4•20° = 80°,

видим, что это угол первой четверти, синус и коси-
нус которого положительны. Однако лучше рассуж-

дать иначе: 0 < < , так как < = , значит,

угол расположен в первой четверти.
№ 239 (2) можно угол β представить в виде суммы

углов по разному:
β = – 1,6π = –π – 0,6π = –2π + 0,4π.
Видно, что этот угол расположен в первой чет-

верти.
№ 239 (5) используется знание приближенного

значения числа π. < 5 < 5,5 < 6 < 2π. А вообще,

ученики могут сразу заметить, что 5,5 меньше 2π на

угол, меньший, чем , значит, конечная точка пово-

рота расположена в четвертой четверти, в которой
синус отрицателен, а косинус положителен.

В конце урока школьники самостоятельно выпол-
няют № 240 (1, 4).

π

2
--- 3π

2
-------

4π
9

------- 4•180°
9

----------------------

4π
9

------- π

2
--- 4

9
--- 4

8
--- 1

2
---

3π
2

-------

π

2
---
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Домашнее задание. П. 14, пример 1, № 238 (7, 8),
239 (6), 240 (2, 3), 243 (1, 4) с транспортиром.
Принести транспортир и циркуль.

Второй урок посвящается нахождению угла по
его синусу или косинусу. В  у с т н у ю  р а б о т у
можно включить следующие задания.

1. Найдите:

sin 45°, cos , sin , sin , cos π, sin , cos 0°.

2. Определите знак:
а) синуса 250°; б) косинуса 350°.
3. B какой четверти расположена конечная точка

поворота на угол –170° (300°)?
Какие знаки имеют синус и косинус данного угла?
4. B какой четверти находится угол в 1 радиан

(в 2 радиана, в –3 радиана)?
5. В каких координатных четвертях значения си-

нуса и косинуса: а) имеют одинаковые знаки; б) име-
ют противоположные знаки? (Это № 242.) Указы-
вать на специальных рисунках знаки синуса и коси-
нуса по четвертям не следует. Ошибки школьников в
определении знаков связаны с нетвердым знанием
того, какая из координатных осей является осью ко-
синусов, а какая осью синусов. Понятно, что упомя-
нутыми рисунками это не исправить.

Затем рассматривается пример 2 из объяснитель-
ного текста пункта. Полезно предложить школьни-
кам с помощью транспортира проверить, правильно
ли найдена величина угла α ≈ 37°. Возможно, учите-
лю еще раз придется напомнить школьникам, как
измеряются углы с помощью транспортира:

прикидываем на глаз, чему примерно равен угол.
Больше он или меньше, чем 45, 90, 135°;

с помощью транспортира уточняем найденное в

пункте   приближение.
Практика показывает, что включение в алгоритм

измерения угла шага  позволяет устранить ошиб-
ки, связанные с наличием на некоторых транспорти-
рах двух шкал.

π

3
--- π

6
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2
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2
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1

2

1

1



157

Затем ученикам предлагается изобразить триго-
нометрический круг, взяв за единицу пять клеток
тетради. С помощью этого круга и транспортира уче-
ники самостоятельно выполняют № 241 (1, 3) с об-
суждением результатов после каждого из заданий.

После этого ученикам предлагается подумать,
для каких значений синуса и косинуса при нахож-
дении углов транспортира не потребуется. Можно

выслушать ответы нескольких школьников. 0, ±1,

± , ± , ± .  Учитель может дополнительно спро-

сить о том, понадобится ли транспортир для нахожде-
ния угла, синус которого, например, равен 2. [Синус
не может быть больше 1, поэтому и без транспортира
ясно, что такого угла не существует.]

Ученики с места называют общий вид углов, соот-
ветствующих каждому из указанных значений си-
нуса и косинуса. Результаты этой работы позволяют
заполнить строки значений синуса и косинуса таб-
лицы № 247. Завершить заполнение таблицы школь-
никам предлагается дома.
Домашнее задание. П. 14, примеры 2 и 3, № 243 (2, 3),

241 (4, взяв радиус, равный 10 клеткам), в № 247
завершить заполнение таблицы и изобразить ее
на плотной бумаге в виде карточки, которая будет
использоваться на следующем уроке.

На третьем уроке изученный материал закрепля-
ется.

В устной работе ученики, используя заготовленные
дома карточки (№ 247), выполняют № 245, 246. Им
можно также предложить следующие з а д а н и я.

1. Возможно ли равенство:

а) cos α = ; г) sin α = ;

б) sin α = ; д) sin α = , где а > 1;

в) cos α = – ; е) cos α = a + , где а ≠ 0?

1
2
--- 2

2
------- 3

2
-------

5
6
--- π

3
---

7
3

------- a
a – 1
--------------

1,74 1
a
---
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2. Найдите наибольшее и наименьшее значения
выражения:

а) sin α + 1; в) sin 2α; д) .

б) 2 – cos α; г) ;

Затем школьники письменно выполняют серию
с а м о с т о я т е л ь н ы х  р а б о т  из заданий № 250,
251, 252. Например, С1: № 250 (2), 251 (1), C2:
№ 250 (3), 251 (2), С3: № 250 (4), 252 (3), между про-
веркой ответов которых фронтально рассматривают-
ся задания № 249 (нечетные).

В завершение урока полезно обсудить со школьни-
ками № 248. Ученики должны заметить, что задан-
ная цепочка равенств представляет собой теорему си-
нусов, примененную к треугольнику со сторонами 1,

 и 2. Следующий вопрос учителя о том, как опреде-
лить вид треугольника (остро-, тупо- или прямоуголь-
ный). [Квадрат большей из сторон треугольника срав-
нивается с суммой квадратов двух других.] Оказы-
вается, что данный треугольник прямоугольный.
Сделав рисунок и обозначив углы буквами х, у и z,
ученики сразу говорят, что z = 90°. Кроме того, по гео-

метрическому определению синуса имеем sin х = .

С учетом того, что х — угол первой четверти, имеем
х = 30°. Отсюда у = 60°.

Домашнее задание. П. 14, № 249 (четные), 252 (4),
253, 254; № 252 (5, 6) по желанию.

15. Тангенс и котангенс любого угла (3 ч)
На первом уроке основное внимание уделяется

тангенсу и котангенсу произвольного угла, работа
проводится с единичной окружностью и осью тан-
генсов.

1
sin α  – 2
------------------------

1
2 + cos α
-------------------------

3

1
2
---
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Изучение нового материала можно провести по
плану, который мы опишем с помощью последова-
тельности заданий и вопросов, предлагаемых учени-
кам.

З а д а н и е 1. На рисунке 71 (с. 115 учебника) изо-
бражен прямоугольный треугольник. Выразите
sin α, cos α, tg α, ctg α через стороны треуголь-
ника.

З а д а н и е 2. Выразите tg α и ctg α через синус и ко-
синус угла α.

Затем школьникам предлагается высказать пред-
ложения о том, что считать тангенсом и что котан-
генсом произвольного угла поворота.

После этого выполняется № 255. Понятно, что
вычислять синус и косинус нет нужды, так как сами
координаты точки P

α
 являются искомыми значе-

ниями. Значения тангенса и котангенса находятся
как отношения синуса и косинуса.

З а д а н и e 3. Запишите общий вид углов, для ко-
торых тангенс не имеет смысла.

З а д а н и е 4. В каких координатных четвертях тан-
генсы положительны, а в каких — отрицатель-
ны? Могут ли тангенс и котангенс одного угла от-
личаться по знаку?

Затем устно выполняется № 256 (1—4).

З а д а н и e 5. Расскажите, как с помощью единич-
ной окружности найти синус угла 40°.

З а д а н и е 6. Расскажите, как с помощью единич-
ной окружности найти косинус угла 40°.

З а д а н и е 7. Как найти тангенс угла 40°?

Ученики предложат найти его как отношение си-
нуса к косинусу. Учитель, опираясь на рисунок 77
учебника, показывает, что можно использовать ось
тангенсов, после чего предлагает ученикам изобра-
зить тригонометрический круг (взяв за радиус 5 кле-
ток), провести ось тангенсов, с помощью транспор-
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тира построить угол 40° и указать приближенное
значение tg 40° ≈ 0,8. После выполнения этой рабо-
ты ученикам предлагается следующий вопрос.

З а д а н и е 8. Как найти тангенс –40°?

Можно опять выполнить построения, однако, по-
скольку мы уже нашли tg 40°, проще заметить, что
tg ( –40°) = –tg 40°. Равенство вытекает из симмет-
рии соответствующих точек оси тангенсов относи-
тельно оси абсцисс.

Затем на уже имеющемся в тетрадях тригономет-
рическом круге школьники самостоятельно выпол-
няют № 259 (1, 3) и обратную задачу № 260 (1, 3). Ре-
зультаты проверяются после каждого задания, а не
справившимся школьникам оказывается помощь.

Между проверкой заданий фронтально рассмат-
ривается № 262.

Домашнее задание. П. 15, пример 1, № 259 (4),
260 (2, 4), 265, 266.

Второй урок можно начать с математического
диктанта.

Математический диктант

Вариант 1 Вариант 2

1. Выразите в прямоугольном треугольнике через его 
стороны:

тангенс угла α котангенс угла α

2. Запишите, как найти:

тангенс через синус и ко-
синус угла

котангенс через синус 
и косинус угла

3. Найдите значение выражения:

tg ctgπ

3
--- π

6
---
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Затем со школьниками обсуждается план реше-
ния № 259 (5), само решение не выполняется. Вни-
мание школьников привлекается к № 264. Учени-
кам предлагается выполнить соответствующий ри-
сунок для какого-нибудь угла ϕ из второй четверти.
При обсуждении доказательства вводится термин
ось котангенсов, после чего школьники с помощью
транспортиров выполняют № 259 (5) (в тетрадях
изображается тригонометрический круг радиусом

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

4. Возможно ли равенство:

cos α = ? tg α = ?

5. Сравните:

tg 115° и tg 197° ctg 46° и ctg (–46°)

6. Запишите формулу, по которой:

котангенс выражается че-
рез тангенс того же угла

тангенс выражается через 
котангенс того же угла

7. Определите знак выражения:

sin 123°•ctg 220° cos 100°•tg 356°

8. Запишите в общем виде углы, для которых:

котангенс не имеет смысла тангенс не имеет смысла

9. Для каких углов:

ctg α = 0? tg α = 0?

10. Углом какой четверти является угол α, если извест-
но, что:

tg α > 0, cos α < 0? cos α > 0, tg α > 0 ?

8

7
--- 8

7
---
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5 клеток) и, используя тот же рисунок, находят об-
щий вид углов, котангенсы которых равны –1,5.

После этого школьники используют составлен-
ную дома таблицу в № 265 для устного решения за-
даний № 269 (1, 3).

Устную работу продолжает обсуждение № 261.
Затем письменно выполняются № 267, 269 (2, 4).

Домашнее задание. № 259 (2, 6), 268 (1, 3), 270 (4).

На третьем уроке повторяется весь материал и
рассматривается угловой коэффициент прямой как
тангенс угла ее наклона.

В начале урока проводится письменная с а м о-
с т о я т е л ь н а я  р а б о т а  по вариантам.

После проверки самостоятельной работы фрон-
тально выполняются № 263 (2, 3) и 269 (5, 6).

Затем школьникам предлагается построить пря-
мую, проходящую через начало координат с углом
наклона 30°. Следует обратить внимание школьни-
ков на построение угла 30° на бумаге в клетку. Снача-
ла проводится горизонтальный луч, затем от верши-

Вариант 1 Вариант 2

1. Вычислите:

tg ctg

2. Найдите значение выражения:

3. Найдите все углы α из промежутка [0; 2π], для кото-
рых верно равенство:

tg α = ctg α =

–
17π

3
----------

? ?

? ? –
13π

3
----------

? ?

? ?

0,3 – sin2π

6
---  – cos2π

3
---  + 4tgπ

4
---

2sinπ

6
---  + 1

-------------------------------------------------------------------------------
1,5 – sin2π
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ны угла по горизонтали отсчитывается 5, а по верти-
кали — 3 клетки, и через получившуюся точку
проводится вторая сторона угла. В данном случае го-
ризонтальная прямая — это ось абсцисс. Затем в этой
же системе координат строится тригонометрический
круг и проводится ось тангенсов. С одной стороны,
ордината точки пересечения прямой y = kx с осью
тангенсов равна ее угловому коэффициенту k, а с дру-
гой, это тангенс угла наклона, в данном случае рав-

ный . Значит, искомое уравнение у = х.

После обобщения полученного результата на лю-
бой угол наклона k = tg α ученикам предлагается
уже без построений найти уравнения прямой
№ 271 (а, б).

Домашнее задание. П. 15, № 263 (1, 4), 270 (3, 5, 6),
271 (в), 272 (1, 3, 4).

16. Простейшие тригонометрические 
уравнения (3 ч)

В результате изучения данного пункта учащиеся
должны научиться записывать решения простей-
ших тригонометрических уравнений:

sin ϕ = a, соs ϕ = a, tg ϕ = a, ctg ϕ = а.

В учебнике не даются на этом этапе формулы, объ-
единяющие серии решений для уравнений sin х =
= а и соs х = а. Школьники познакомятся с ними
в п. 26, когда будут изучать более сложные тригоно-
метрические уравнения.

На первом уроке вводятся сразу все виды про-
стейших тригонометрических уравнений и отра-
батывается запись углов в виде arcsin a, arcсоs а,
arctg a, arcctg a, умение построить конкретный угол.

Доска разделена на четыре части, каждая из
которых отдана одному виду уравнений (рис. 18):
sin ϕ = a, cos ϕ = a, tg α = a, ctg α = а.

3
3

------- 3
3
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На доске четыре рисунка и под каждым подписы-
ваются уравнения.

Проводится фронтальная работа. Часть уравне-
ний, а именно с табличными значениями углов, уче-
ники решают устно с объяснением и иллюстрацией
на тригонометрическом круге. Учитель задает воп-
росы: «Как записать корни уравнения sin x = 0,3?
Что при этом мы ищем?» [Угол, синус которого ра-
вен 0,3.] «Сколько таких углов на промежутке
[0; 2π]?» [На графике единичной окружности мы

sin ϕ = a cos ϕ = a tg ϕ = a ctg ϕ = a

sin x = 0 
sin x = 1
sin x = –1
sin x = 0,5
sin x = 0,3
sin ϕ = a,
–1 < a < 1

cos x = 0
cos x = 1
cos x = –1
cos x = –0,5
cos ϕ = а,
–1 < a < 1

tg x = 0
tg x = 1
tg x = –1
tg ϕ = a

ctg x = 0

ctg x = –

ctg ϕ = a

3

3
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ϕ
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видим, что у уравнения sin x = 0,3 существует два
корня.] Тот корень, который попадает в промежу-

ток – ; , называют арксинусом 0,3 и записыва-

ют: arcsin 0,3. Слово arcsin состоит из двух частей:
arc — дуга, угол и знакомое слово sin. Поэтому
arcsin 0,3 переводится как угол, синус которого ра-
вен 0,3. Как записать другой угол? [π – arcsin 0,3.]
«Как записать все решения уравнения sin x = 0,3?»
[x1 = arcsin 0,3 + 2πn, x2 = –arcsin 0,3 + (2п + 1)π,
п � Z.]

Аналогичная работа проводится и с другими ви-
дами уравнений.

Затем весь блок материала отрабатывается при вы-
полнении заданий № 275, 276, 278. В № 275 ученики
в тетрадях изображают тригонометрические круги
(радиус 5 клеток) и после построения угла с помощью
транспортира приближенно определяют его градус-
ную меру. Задания № 276, 278 выполняются устно.
В № 276 можно использовать рисунки, выполненные
в № 275.
Домашнее задание. П. 16, № 273, 274, 277.

На втором уроке закрепляется умение работать
с арксинусом, арккосинусом, арктангенсом и аркко-
тангенсом. В начале урока проводится математиче-
ский диктант по вариантам.

Математический диктант

Вариант 1 Вариант 2

1. Каков будет ответ в решении уравнения:

cos x = a, |a| > 1? sin x = a, |a | > 1?

2. При каком значении а имеет решение уравнение:

cos x = a? sin x = a?

3. На какой оси откладывается значение a при решении 
уравнения:

cos x = a? sin x = a?

π

2
--- π

2
---
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Проверка математического диктанта проводится
с обсуждением ошибок.

Ответы к математическому диктанту
Вариант 1. 1. Нет решений. 2. |a | � 1. 3. На оси Ох.

4. [0; π]. 5. x = arctg a + πn, n � Z. 6. –arcsin a. 7. .

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

4. В каком промежутке находится:

arccos a? arcsin a?

5. Решите уравнение:

tg x = a cos x = a

6. Выразите:

arcsin (–a) через arcsin a arccos (–a) через arccos a

7. Найдите значение выражения:

arccos arcsin

8. Существует ли значение x, удовлетворяющее усло-
вию:

cos х = ? tg x = ?

9. Решите уравнение на промежутке [0; 2π]: 

cos x = 0,8 sin x = 0,9

10. Найдите все корни уравнения:

tg = – ctg x = –

–
2

2
-------

? ?

? ? –
3

2
-------

? ?

? ?

9

8
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8
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8. Не существует. 9. x1 = arccos 0,8, x2 = –arccos 0,8.

10. x = – + πn, n � Z .

Вариант 2. 1. Нет решений. 2. |a | � 1. 3. Оу.

4. – ; . 5. x = ±arccos a + 2πn, n � Z. 6. π – arccos а.

7. – . 8. Существует. 9. x1 = arcsin 0,9, x2 = π –

– arcsin 0,9. 10. x = – + πn, n � Z.

Затем учитель на доске делает четыре рисунка
(рис. 19). Ученики должны записать виды уравне-
ний, которым эти рисунки соответствуют. Затем раз-
бирается пример 2 из объяснительного текста.

Самостоятельно ученики выполняют № 279 (1, 3,
5), 280 (1, 3) с разбором каждого задания и обсужде-
нием плана выполнения.

После этого № 281 выполняется фронтально,
а № 282 (1) после обсуждения плана решения учени-
ки выполняют самостоятельно.

Урок завершает обсуждение № 283.

Домашнее задание. П. 16, примеры 1 и 2, № 279
(четные), 280 (2, 4), 282 (2).

Третий урок посвящается решению уравнений.
После проверки домашнего задания школьникам

фронтально предлагаются задания № 285, 286.
Затем в форме серии самостоятельных работ уче-

ники решают уравнения 4, 5, 7 и 8 из № 284.
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После этого рассматривается пример 3 из объяс-
нительного текста.

Завершается урок самостоятельным решением
уравнений № 288.

17. Формулы приведения (3 ч)
После изучения данного пункта у учеников долж-

ны быть сформированы знания всех формул приве-
дения и умения ими пользоваться.

На первом уроке вводятся сразу все формулы при-
ведения. Для этого на доске изображаются рисунки
87, 88 и 89 учебника, под которыми записываются
левые части соответствующих формул приведения
(рис. 20). Правые части формул должны появиться
в результате фронтальной работы с классом.

Затем анализируется таблица в учебнике на с. 139
и формулируется общее правило для формул приве-
дения: для каких углов название функции меняется
и как определяется знак функции.

После этого ученикам предлагается серия  с а м о-
с т о я т е л ь н ы х  р а б о т  из заданий № 290 (2, 3),
291 (1, 3), 298 (1, 3). В № 290, 291 сначала записыва-
ется левая часть соответствующей формулы, а затем
ответ, например, № 290 (2, г):

cos 235° = cos (180°+ 55°) = – cos 55°.
При разборе решения уравнений № 298 (1) полез-

но показать два способа решения.

Способ 1. sin + x = , + х = + 2πп 

или + х = π – + 2πп,

cоs (–ϕ) =
sin (–ϕ) =
соs (π – ϕ) =
sin (π – ϕ) =
соs (π + ϕ) =
sin (π + ϕ) =

cos – ϕ =

sin – ϕ =

tg – ϕ =

cos + ϕ =

sin – ϕ =

cos + ϕ =

π

2
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2
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π
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2
-------

3π

2
-------

π

2
--- 2

2
------- π

2
--- π

4
---

π

2
--- π

4
---



169

х = – + + 2πn или х = – + π – + 2πn, 

x = – + 2πn  или x = + 2πn, n � Z;

Способ 2. sin + x = , cos x = , 

x = ± + 2πn, n � Z.

Домашнее задание. П. 17, № 291 (2), 298 (2, 4).

На втором уроке работа с формулами приведения
продолжается.

После проверки домашнего задания выполняется
самостоятельная работа.

Самостоятельная работа
В а р и а н т 1

1. Вычислите: a) cos 150°; б) sin ; в) ctg .
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2. Приведите tg –  к тригонометрической функ-

ции аргумента α, где 0 � α � .

В а р и а н т 2

1. Вычислите: a) sin 150°; б) cos : в) tg .

2. Приведите ctg  к тригонометрической функ-

ции аргумента α, где 0 � α � .

Затем со школьниками фронтально рассматрива-
ется № 290 (4, a, в, д). Рассмотрим, как выполняют-
ся, например, задания а) и в).

№ 290. Р е ш е н и е.
а) Поскольку 0 < 4π – 11,2 < 0,5π, имеем

ctg (–11,2) = ctg (4π – 11,2).

в) Поскольку 0 < 19,3 – 6π < 0,5π, имеем

sin  (19,3) = sin (19,3 – 6π).

Работу с этими заданиями можно рассматривать
как пропедевтику заданий № 300 (2, 3, 5), план вы-
полнения которых обсуждается с классом, а затем
реализуется школьниками самостоятельно. Выпол-
нение заданий основано на приведении к углам, для
которых верно соответствующее равенство:

arcsin (sin a) = a, arccos (cos a) = a, arctg (tg a) = a,

arcctg (ctg a) = a.

Так, например: 

№ 300 (2). arccos cos = arccos cos 4π – =

= arccos cos = ;

№ 300 (5). arcctg (ctg 10) =
= arcctg (ctg (10 – 3π) = 10 – 3π.
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В сильном классе можно рассмотреть дополни-
тельно и более сложные задания типа:

arcsin cos = arcsin cos =

= arcsin cos + = arcsin –sin =

= arcsin sin – = – .

После чего ученикам предлагается самостоятель-
но с предварительным обсуждением и проверкой вы-
полнить № 293 (1, 3).
Домашнее задание. П. 17, № 290 (4, б, г), 293 (2, 4),

300 (1, 4).

На третьем уроке можно предложить нескольким
ученикам у доски объяснить, как из соображений
симметрии выводятся формулы приведения. Пред-
варительно задаются вопросы о том, какая симмет-
рия используется при выводе той или иной форму-
лы. Пока школьники у доски готовят соответствую-
щие рисунки, можно проверить домашнее задание.

После фронтального обсуждения ответов школь-
ников, вызванных к доске, классу предлагается до-

казать тождество: cos + α  + sin α – = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

cos + α  + sin α – =

= cos – – α + sin – – α =

= sin – α – sin – α = 0.

Что и требовалось доказать.
Полезно обратить внимание школьников на сим-

метрию конечных точек поворота + α и – α отно-

сительно биссектрисы I и III координатных углов.
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Затем фронтально двумя способами, используя
и не используя формулы приведения, решается урав-

нение cos х – = 1. После чего самостоятельно вы-

полняется № 299 (1, 3).
В завершение урока фронтально упрощается вы-

ражение tg 420° + 2sin 870° – 2cos 1410° и самостоя-
тельно решается № 292 (2).

Домашнее задание. П. 17, № 292 (1), 299 (2, 4).

18. Свойства 
и график функции у = sin x (3 ч)

После изучения материала данного пункта учени-
ки должны строить график функции у = sin x, знать
свойства функции и использовать их при решении
уравнений и неравенств. В этом пункте вводится оп-
ределение периодической функции.

Объяснение материала проводится в соответствии
с изложением учебника.

На первом уроке строится синусоида и описыва-
ются ее свойства, разбирается пример 1 из объясни-
тельного текста, выполняются задания из № 301—
308, 315.

При выполнении № 303 (1, 2) можно либо сначала
привести к углам первой четверти и воспользоваться

возрастанием функции y = sin x на 0; , либо ис-

пользовать в задании 1 убывание функции y = sin x

на ; π , а в задании 2 симметрию графика относи-

тельно прямой х = π.

В № 304 учитель должен показать, как на бумаге
в клетку строить синусоиду. Дело в том, что в боль-
шинстве случаев важными оказываются табличные
значения синуса. Поэтому на оси абсцисс удобно вы-
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брать единицу так, чтобы, например, одна клетка со-

ответствовала числу , а на оси ординат единица бе-

рется равной двум клеткам. При этом, конечно, надо
будет предложить школьникам показать, где на оси
абсцисс располагаются 1, 3, –2 и т. д.

Можно проигнорировать указание в № 305 о вы-
боре единицы. Здесь лучше предложить школьни-

кам по оси абсцисс за  взять 4 клетки, а по оси ор-

динат за единицу взять 8 клеток. Полезно сказать,
что множества абсцисс выделенных точек в № 305
(б, в) являются решениями соответствующих нера-
венств.

№ 306 решается устно. В № 307 можно использо-
вать рисунок из № 304.

Задание № 315 выполняется фронтально. Школь-
ники должны заметить, что данная функция являет-
ся квадратным трехчленом относительно z = sin 2x.
Поскольку –1 � sin 2x � 1, трехчлен y = z2 + 6z + a
должен принимать только положительные значения
на промежутке [–1; 1]. С такими задачами школьни-
ки уже встречались. Здесь также полезно сделать схе-
матический рисунок возможного расположения па-
раболы, учитывая, что ее вершина имеет абсциссу
z0 = –3.

В развитие идеи решения можно предложить
школьникам разобрать дома № 316, подробно решен-
ный в учебнике.

На втором уроке акцент делается на четность и ог-
раниченность функций, закрепляется материал при
выполнении заданий № 312—314.

В заданиях № 312 (1—4) используются свойства
неравенств. В задании № 312 (4) можно рассуждать
следующим образом.

Р е ш е н и е.
Известно, что – 1 � sin x � 1. Умножим неравен-

ство на –2, при этом знаки неравенства нужно изме-
нить –2 � –2sin x � 2. Прибавим к каждой части не-
равенства число 3, получим 1 � 3 – 2sin x � 5.
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При выполнении заданий № 312 (5, 6) нужно за-
метить, что данные функции являются квадратны-
ми трехчленами относительно sin x и воспользовать-
ся свойствами параболы, ветви которой направле-
ны вверх. Поскольку –1 � sin x � 1, рассматривается
часть параболы в полосе от z = –1 до z = 1. В № 312 (5)
эта часть параболы содержит вершину z0 = 0,5, а в за-
дании 6 вершина параболы z0 = –1,5 оказывается сле-
ва от указанной полосы. Соответственно, наименьшее
значение в задании 5 равно ординате вершины, а в за-
дании 6 — наименьшее значение достигается при
z = –1. Наибольшее значение в задании 5 трехчлен
достигает в той из границ полосы, которая дальше
от вершины, т. е. при z = –1. В задании 6 на проме-
жутке [–1; 1] трехчлен возрастает, значит, свое на-
ибольшее значение он принимает при z = 1. Все при-
веденные рассуждения полезно иллюстрировать ри-
сунками.

Можно задать дополнительный вопрос учащимся:
«Изменится ли ответ, если заменить синус на коси-
нус?»

Завершить урок можно фронтальным обсуждением
и самостоятельным построением графиков № 314 (а,
г). Полезно задать дополнительный вопрос о четности
или нечетности функции из № 314 (г).

Третий урок посвящается периодичности функ-
ции.

В у с т н о й  р а б о т е  закрепляются свойства
четности и промежутки монотонности.

1. Четной или нечетной является функция:

а) у = sin2 x; г) у = sin х + ;

б) у = х + sin х; д) у = sin х – ;

в) у = – ; е) у = ?

π

4
---

π

4
---

1
sin3 x
----------------- x3 sin x

x
-----------------------
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2. Определите знак разности:

a) sin 10° – sin 11°; в) sin 2 – sin 2,1;

б) sin 200° – sin 210°; г) sin 350° – sin 360°.

Затем обсуждается пример 2 из объяснительного
текста пункта и выполняются задания из № 309—
311, 315—318.

При выполнении № 309 следует дополнительно об-
судить вопрос о наименьшем периоде функции. Для
этого достаточно показать, что минимальное расстоя-
ние между точками графика с ординатами 1 (наи-
большими значениями функции) равно π. Такими же
соображениями следует воспользоваться в № 310 при
рассмотрении функции у = {х}, только брать точки
с ординатами, равными 0. А вот в № 311 проще ис-
пользовать преобразования графиков. Поскольку за-
мена х на 2х приводит к сжатию графика в 2 раза
к оси ординат, в 2 раза «сжимается» и наименьший
период функции. Аналогично, при замене х на 0,5x
наименьший период «растягивается» в 2 раза.

В этом задании школьники сталкиваются с пре-
образованием графика функции, к которому приво-
дит умножение ее аргумента на число. Следует рас-
смотреть с учащимися эту ситуацию на указанных
в № 311 примерах, а затем сформулировать общий
вывод о сжатии графика в k раз при умножении ар-
гумента на k.

Это преобразование дополняет список изученных
в главе 1 преобразований.

Разговор о преобразованиях графиков продолжа-
ет № 317.

После построения графиков с помощью преобра-
зований полезно еще раз вернуться к вопросу огра-
ниченности функций, предложив школьникам най-

Исходный
график Преобразование Новый

график

y = f(x) Сжатие к оси ординат в k раз y = f(kx)
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ти область значений функций: а) у = 2sin (3х – π);

б) у = 1 – sin 2х; в) у = .

Если останется время, полезно обсудить решение
№ 318. Ключевым вопросом при построении графи-
ков секанса и косеканса является поведение дроби,
знаменатель которой стремится к нулю, оставаясь
при этом: а) положительным; б) отрицательным. Уче-
ники должны сообразить, что сама дробь при этом
стремится в задании а) к +∞, в задании б) к –∞. Гра-
фики же имеют вертикальные асимптоты.

19. Свойства
и график функции у = cos x (3 ч)

После изучения материала данного пункта уче-
ники должны уметь строить график функции
y = cos x, знать свойства данной функции и приме-
нять их при решении уравнений и неравенств.

На первом уроке к построению графика функции
y = cos x можно подойти, поставив перед школьни-
ками вопрос о том, какими преобразованиями этот
график получается из графика функции y = sin x.
В таблице формул приведения в строчке синусов два
раза встречается косинус:

sin – х = cos х и sin + х = cos x.

В первом случае для получения графика косинуса

требуется два преобразования: sin x → sin х +  →

→ sin – х , т. е. сдвиг вдоль оси абсцисс на  влево

и симметрия относительно оси ординат, а во втором

случае только одно — сдвиг на  влево. Понятно, что

для построения графика выбирается второе. Можно
обратить внимание на то, что уже первое преобра-

2
4sin 3x – 3
---------------------------------

π

2
--- π

2
---

π

2
---

π

2
--- π

2
---

π

2
---
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зование из первого варианта приводит к функции
y = cos x, следовательно, симметрия относительно оси
ординат не изменяет графика. Учащиеся должны сде-
лать вывод о том, что искомый график симметри-
чен относительно оси ординат, и, значит, функция
y = cos x четная.

После этого можно использовать рисунки 98 и 99
учебника. По графику рисунка 99 фронтально счи-
тываются основные свойства функции у = cos х.

Материал закрепляется при выполнении заданий
№ 319—325.

Задания № 319 (1—6) можно выполнить по гра-
фику рисунка 99, а для задания 7 школьникам при-

дется построить график, взяв за  на оси абсцисс

6 клеток, а на оси ординат за единицу — 4 клетки.
Этот же график ученики могут использовать при вы-

полнении № 320. В № 321 (как и в № 305) за  на оси

абсцисс удобно взять 12 клеток.
Затем рассматривается пример 1 из объяснитель-

ного текста и выполняется № 322. Завершается урок
самостоятельным выполнением № 324, 325. На оба
номера достаточно одного графика, при построении

которого за  на оси абсцисс берется одна клетка,

а на оси ординат за единицу — 2 клетки. Выпол-
нение каждого из указанных номеров представляет
собой отдельную самостоятельную работу. Между
этими работами с учениками фронтально решается
№ 323.

Домашнее задание. П. 19, пример 1, № 328, 329,
331 (1—3).

На втором уроке при рассмотрении домашнего за-
дания (№ 328 (в))  внимание школьников вновь обра-
щается на то, что при сжатии графика в 2 раза его
наименьший период уменьшился тоже в 2 раза. Пос-
ле этого школьникам предлагается устно выполнить
№ 330. Встает вопрос о том, как определить наи-

π

2
---

π

2
---

π

2
---
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меньший период в более трудных случаях, например
для функций из № 326. Понятно, что 2π является пе-
риодом этих функций. Рассматривая значения х,
при которых функции обращаются в нуль, получа-
ем, что соседние нули отстоят друг от друга на π, зна-
чит, период не может быть меньше π. Остается про-
верить, является ли π периодом, т. е. верно ли, что
tg (x ± π) = tg x и ctg (x ± π) = ctg x (о симметрии об-
ласти определения относительно начала координат
следовало сказать, когда шла речь о периоде 2π).

При обсуждении № 331 (3) полезно обратить вни-
мание школьников на то, что данная функция являет-
ся суммой нечетной и четной функций. Затем сформу-
лировать вопрос о четности суммы двух четных, двух
нечетных функций, произведения и частного четной
и нечетной функций, двух нечетных функций, двух
четных функций. Так, например, отвечая на вопрос
о произведении двух нечетных функций, школьники
говорят о том, что при изменении знака аргумента
знак меняет каждый из двух множителей, а значит,
произведение знак не изменяет, т. е. является четной
функцией.

После того как ответы на эти вопросы будут полу-
чены, можно предложить школьникам устно ре-
шить № 331 (4, 5).

Перед тем как перейти к № 327, полезно фрон-
тально выполнить со школьниками  с л е д у ю щ и е
з а д а н и я.

Найти наибольшие и наименьшие значения
функции:

а) у = cos 2х + ; в) у = 1 + 2cos2 x;

б) у = 3 + 2cos х – ; г) у = 1 – 3|cos 5x |.

Функции а), б) принимают свои наибольшие и на-
именьшие значения, когда косинус обращается в 1
или –1. Выполняя задание г), школьники должны
отметить, что данная разность принимает наимень-
шее значение, когда вычитаемое принимает свое

π

3
---

π

6
---
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наибольшее значение, т. е. когда косинус равен 1.
В этом случае наименьшее значение равно 1 – 3 = –2.
Наибольшее значение это выражение принимает
при cos 5x = 0.

Аналогичные рассуждения (только о числителе и
знаменателе) проводятся школьниками при реше-
нии № 327.

Завершить урок можно рассмотрением более
сложного примера на тему квадратного трехчлена:
«Найти наибольшее и наименьшее значения функ-
ции у = 2cos2 x – cos x + 3». Здесь замена cos x на z
приводит к нахождению наименьшего и наибольше-
го значений, которые принимает квадратный трех-
член y = 2z2 – z + 3 на промежутке [–1; 1]. Вершина
соответствующей параболы расположена внутри
промежутка ближе к его правой границе: z0 = 0,25.
Значит, наименьшее значение трехчлен принимает

при z = 0,25, получим  –  + 3 = 2 , а наибольшее

при z = –1 равно 2•(–1)2 – (–1) + 3 = 6.

В начале третьего урока школьникам предлагает-
ся математический диктант.

Математический диктант

Вариант 1 Вариант 2

1. Возрастает или убывает на промежутке 0;  функ-

ция:

у = sin x? у = cos x?

2. Четной или нечетной является функция:

у = cos x + sin2x? у = ?

3. Чему равен период функции:

у = sin (3x + 1)? y = cos (0,5x – 2)?

1
8
--- 1

4
--- 7

8
---

π

2
---

cos x
sin3 x
-----------------



180

Затем с помощью тригонометрического круга,
изображенного на доске, фронтально сравниваются
значения: а) sin 58° и cos 58°; б) sin 18° и cos 18°;
в) cos 80° и sin 20°.

После этого разбирается пример 2 из объясни-
тельного текста (оба способа и по графику и с по-
мощью круга). Затем школьникам предлагается се-
рия с а м о с т о я т е л ь н ы х  р а б о т:  С1: № 332 (1)
двумя способами, С2: № 332 (4) двумя способами,
С3: № 333 (2) с помощью круга.

Домашнее задание. П. 19, № 332 (2, 3), 333 (1, 3).

20. Свойства и графики функций
у = tg x и у = ctg x (2 ч)

В результате изучения данного пункта у учащих-
ся должны быть сформированы знания свойств
функций у = tg x и у = ctg x и умения применять их
при решении задач.

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

4. Какова область значений функции:

у = 2 + 3cos x? y = 3 – 2sin x?

5. Какой знак имеет разность:

sin 90° – sin 100°? cos 90° – cos 100°?

6. Решите уравнение:

cos x = – sin х = –

7. Решите неравенство:

sin x < cos x >

3

2
------- 2

2
-------

2 2
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На первом уроке изложение материала проводит-
ся по учебнику. Учитель комментирует рисунки
учебника. При этом желательно рассмотреть поведе-
ние функций y = tg x и y = sin x вблизи начала коор-
динат. Этот материал будет использован в 11 классе,
где, конечно, его повторяют.

После того как был получен график функции
y = tg x, с него считываются свойства функции, в свя-
зи с установлением промежутков возрастания устно
выполняется № 334 (2).

Затем школьникам предлагается построить в тет-
радях по характерным точкам график функции
y = tg x. Учитель показывает на доске план построе-
ния тангенсоиды:

проводятся вертикальные асимптоты;
отмечаются точки графика, в которых tg x = 0
и tg x = ±1;
проводится тангенсоида.
В тетрадях ученики за единицу могут взять 2 клет-

ки (с учетом предстоящего выполнения № 335 нет
смысла брать разные единичные отрезки на коорди-
натных осях, хотя о такой возможности стоит упомя-
нуть).

Просмотрев полученные в тетрадях графики, учи-
тель предлагает использовать их для выполнения за-
даний № 335.

Затем рассматривается график функции y = ctg x.
Считываются свойства, устно выполняется № 334 (3),
строится в тетрадях график функции y = ctg x и вы-
полняется № 336.

После этого построенные графики используются
для выполнения заданий № 337 (1), 338 (1) и реше-
ния неравенств № 339 (1, 4). Полезно дополнитель-
но рассмотреть, как решается неравенство № 339 (3)
с помощью оси тангенсов.

Завершается урок обсуждением примера 1 из объ-
яснительного текста.

Домашнее задание. П. 20, пример 1, № 337 (2),
338 (2), 340, 342, 343, 344 (1, 4).

1

2

3
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На втором уроке после обсуждения домашнего за-
дания устно выполняется № 341, в котором данные
функции рассматриваются как различные комбина-
ции четных и нечетных функций. В задании 6 об-
ласть определения не симметрична относительно ну-
ля, значит, функция не является ни четной, ни не-
четной. В задании 8 изменение знака у х изменяет
знак дроби, которая является аргументом синуса,
а значит, и сама функция изменяет знак. С учетом
симметричности ее области определения относи-
тельно нуля делается вывод о нечетности функ-
ции.

Затем рассматривается пример 2 из объяснитель-
ного текста. Полезно предложить школьникам изо-
бразить график рассматриваемой в этом примере
функции. После этого выполняется № 350, во всех
заданиях которого следует учитывать промежутки
непрерывности, так как период не может быть мень-
ше расстояния между соседними точками разрыва,
в которых функции не определены. А в задании 1 от-
вет можно получить сразу из соображений, связан-
ных с преобразованием графика.

После этого школьники самостоятельно решают
№ 346. Ответы обсуждаются.

№ 347 выполняется устно. Сначала указываются
значения из промежутка [0; 2π], а затем к ним добав-
ляются периоды.

Задания 1 и 2 из № 349 выполняются письменно,
а между ними с учениками фронтально рассматри-
вается № 348.

Завершается урок письменным выполнением с по-
следующей проверкой № 351 (2), в котором ученики
должны построить графики, взяв за единицу на ко-
ординатных осях 5 клеток.

Задание на дом можно специально не задавать,
напомнив школьникам о предстоящем на следую-
щем уроке зачете по всему пройденному тригономет-
рическому материалу.



183

ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ
«СВОЙСТВА И ГРАФИКИ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ»

К а р т о ч к а 1

1. Что такое угол в один радиан?
2. Выразите 1,5π в градусах.
3. Выразите 100° радианах.

4. Вычислите sin + cos – + tg – .

5. Найдите корни уравнения 2sin х + 1 = 0, принад-
лежащие отрезку [0; 2π].

6. Решите неравенство cos x < 0.
7. С помощью цепочки преобразований графика

y = sin x постройте график функции

у = 2sin (x – π).

8. Определите знак выражения sin 124° – sin 142°.
9 . Докажите, что tg (–α) = –tg α.
10 . При каких значениях а неравенство cos x < a:

а) не имеет решений; б) выполняется при любых
значениях х; в) не имеет среди своих решений

числа ?

К а р т о ч к а 2

1. Что называется синусом и косинусом любого уг-
ла ϕ?

2. Выразите 1,3π в градусах.
3. Выразите 210° радианах.

4. Вычислите sin – + cos – – ctg – .

5. Найдите корни уравнения 2 cos х + = 0, при-
надлежащие отрезку [0; 2π].

6. Решите неравенство cos х > 0.
7. С помощью цепочки преобразований графика

y = cos х постройте график функции

у = cos (x + π).

5π
4

------- π

4
--- 27π

4
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2π
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37π
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8. Определите знак выражения tg 220° – tg 212°.
9 . Докажите, что cos (π – α) = –cos α.
10 . При каких значениях a неравенство sin х < а:

а) не имеет решений; б) выполняется при любых
значениях х; в) не имеет среди своих решений

числа ?

К а р т о ч к а 3

1. Что называется тангенсом и котангенсом любого
угла ϕ?

2. Выразите 1,75π в градусах.
3. Выразите 300° в радианах.

4. Вычислите cos π – sin – + tg2 .

5. Найдите корни уравнения sin – х = sin – , 

принадлежащие отрезку [0; 2π].
6. Решите неравенство sin х < 0.
7. С помощью цепочки преобразований графика

y = tg x постройте график функции

y = 1 + tg x + .

8. Определите знак выражения ctg 315°– ctg 320°.

9 . Докажите, что cos – α = –sin α.

10 . Определите, при каких значениях а уравнение
sin x = а + 1 имеет корни.

К а р т о ч к а 4

1. Сформулируйте определение арксинуса.
2. Выразите 2,25π в градусах.
3. Выразите 24° в радианах.
4. Вычислите tg 420° + 2sin 870°– 2cos 1410°.

5. Найдите корни уравнения 2sin х + + = 0,

принадлежащие отрезку [0; 2π].
6. Решите неравенство sin х > 0.

2π
3

-------

5π
2

------- 4π
3

-------

π

2
--- π

4
---

π

2
---

3π
2

-------

π

2
--- 2
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7. С помощью цепочки преобразований графика
y = ctg x постройте график функции

y = 1 + ctg x + .

8. Определите знак выражения sin 315°tg 167°.

9 . Докажите, что sin + α = cos α.

10 . Определите, при каких значениях а уравнение
cos x = a + 2 имеет решения.

К а р т о ч к а 5

1. Сформулируйте определение арккосинуса.
2. Выразите 2,4π в градусах.
3. Выразите 72° в радианах.
4. Вычислите 3tg 930° + sin 1200° – cos 1770°.
5. Найдите на отрезке [0; 2π] корни уравнения

соs (2π – х) + sin  + x = .

6. Решите неравенство tg x < 1.
7. С помощью цепочки преобразований графика

y = tg x постройте график функции

y = –tg x – .

8. Определите знак выражения cos 115° ctg 190°.
9 . Докажите, что sin (–α) = –sin α.
10 . Определите, при каких значениях а уравнение

cos 2x = 3а – 1 имеет корни.

К а р т о ч к а 6

1. Сформулируйте определение арктангенса.
2. Выразите 0,75π в градусах.
3. Выразите 96° в радианах.
4. Вычислите 2sin 750° + sin 1230° + ctg 1395°.
5. Найдите на отрезке [0; 2π] корни уравнения

cos x + cos – x + cos (x + π) = 0.

π

4
---

π

2
---

π

2
--- 2

π

2
---

π

2
---
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6. Решите неравенство tg x > 1.
7. С помощью цепочки преобразований графика

у = sin x постройте график функции у = |sin x | + 1.

8. Определите знак выражения .

9 . Докажите, что tg + α = –ctg α.

10 . Определите, при каких значениях а уравнение
sin 2x = 5а + 1 имеет решения.

К а р т о ч к а 7

1. Сформулируйте определение арккотангенса.
2. Выразите 3,3π в градусах.
3. Выразите 100° в радианах.
4. Вычислите tg 585° + cos 1500° – cos 1080°.
5. Найдите на отрезке [0; 2π] корни уравнения

sin (π + x) – cos – х  = .

6. Решите неравенство ctg x < 1.
7. С помощью цепочки преобразований графика

y = sin x постройте график функции у = |cos x | –1.

8. Определите знак выражения .

9 . Докажите, что tg + α = –ctg α.

10 . Определите, при каких значениях а уравнение

cos 2х + = 1 – 2а имеет решения.

Ответы к зачету

Карточка 1. 2. 270°. 3. . 4. 1. 5. ; .

6. + 2πn; + 2πn , n � Z. 8. Минус.

10. а) a < –1; б) a > 1; в) а < –0,5.

cos 105°
tg 280°
------------------------

3π
2

-------

π

2
--- 3

sin 567°
ctg 723°
------------------------

π

2
---

π

2
---

5π
9

------- 7π
6

------- 11π
6

----------

π

2
---

?
? 3π

2
-------

?

?
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Карточка 2. 2. 234°. 3. . 4. 0. 5. ; .

6. – + 2πn; + 2πn , n�Z. 8. Плюс. 10. а) a < –1;

б) a > 1; в) a � .

Карточка 3. 2. 315°. 3. . 4. 5. 5. ; . 6. (π + 2πn;

2π + 2πn), n � Z. 8. Плюс. 10. –2 � a � 0.

Карточка 4. 2. 405°. 3. . 4. 1. 5. ; .

6. (2πn; π + 2πn), n � Z. 8. Плюс. 10. –3 � a � –1.

Карточка 5. 2. 432°. 3. . 4. . 5. ; .

6. – + πn; + πn , n � Z. 8. Минус.

10. 0 � a � .

Карточка 6. 2. 135°. 3. . 4. . 5. 0; π; 2π. 6. + πn;

+ πn , n � Z. 8. Плюс. 10. –0,4 � a � 0.

Карточка 7. 2. 594°. 3. . 4. . 5. ; . 6. + πn;

π + πn , n � Z. 8. Минус. 10. 0 � a � 1.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ 
«СВОЙСТВА И ГРАФИКИ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ»

В а р и а н т 1

I уровень

1. Переведите 120° из градусной меры в радианную.

1) ; 2) π; 3) ; 4) .

2. Переведите 2,5π из радианной меры в градусную.
1) 250°; 2) 360°; 3) 400°; 4) 450°.

7π
6

------- 5π
6

------- 7π
6

-------

?

? π

2
--- π

2
---

?

?

3
2

-------

5π
3

------- 3π
4

------- 5π
4

-------

2π
15
------- 3π

4
------- 5π

4
-------

2π
5

------- 3 π

4
--- 7π

4
-------

?

? π

2
--- π

4
---

?

?

2
3
---

8π
15
------- 1

2
--- π

4
---

?
?

π

2
---

?

?

5π
9

------- 1
2
--- 4π

3
------- 5π

3
------- π

4
---

?
?

?

?

3π
4

------- 2π

3
------- 2π

6
-------
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3. Найдите область значений функции

f(x) = 2sin x – 1.

1) [–3; 1]; 3) [–2; 1]; 
2) [–2; 0]; 4) [–2; 2].

4. Укажите нечетную функцию среди данных.
1) у = cos x; 3) у = log5х; 
2) у = ctg x; 4) у = 5x.

5. Найдите корни уравнения 2cos x + = 0, при-
надлежащие отрезку [π; 2π].

1) ; 2) ; 3) ; 4) – .

II уровень

6. Найдите значение выражения

tg – 2sin – – cos 3π.

7. Решите неравенство sin x < .

8. Найдите на отрезке [0; 2π] корни уравнения

sin (π – x) – cos + x = – .

III уровень
9. Решите неравенство cos x � 1 + x2.
10. Чему равен arcsin (sin 4)?

В а р и а н т 2

I уровень

1. Переведите 210° из градусной меры в радианную.

1) ; 2) ; 3) ; 4) .

2. Переведите 1,75π из радианной меры в градус-
ную.
1) 115°; 2) 215°; 3) 315°; 4) 415°.

3. Найдите область значений функции

f(x) = 1 – 5cos x.

2

7π
4

------- 5π
4

------- 3π
4

------- 3π
4

-------

7π
4

------- π

6
---

3
2

-------

π

2
--- 2

7π
6

------- 5π
6

------- 7π
3

------- 5π
3

-------
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1) [0; 2]; 3) [–4; 5]; 
2) [–5; 5]; 4) [–4; 6].

4. Укажите четную функцию среди данных:
1) у = х9; 3) у = log5x; 

2) у = – ; 4) у = cos x.

5. Найдите на отрезке ;  корни уравнения

2sin x + 1 = 0.

1) ; 2) ; 3) ; 4) .

II уровень

6. Найдите значение выражения

cos π – sin – + tg2 .

7. Решите неравенство cos х < .

8. Найдите на отрезке  [0; 2π] корни уравнения 

cos (π – х) + sin + х = 1.

III уровень

9. Решите неравенство cos х � 1 + 2x.
10. Чему равен arccos (cos 4)?

Ответы к контрольной работе

Вариант 1. 1. 3. 2. 4. 3. 1. 4. 2. 5. 2. 6. 1. 7. + 2πn;

+ 2πn , n � Z. 8. ; . 9. х = 0. 10. π – 4.

Вариант 2. 1. 1. 2. 3. 3. 4. 4. 4. 5. 1. 6. 3. 7. + 2πn;

+ 2πn , n � Z. 8. ; . 9. Нет решений.

10. 2π – 4.

x7

π

2
--- 3π

2
-------

7π
6

------- 5π
6

------- 4π
3

------- 2π
3

-------

5π
2

------- 4π
3

-------

3
2

-------

3π
2

-------

2π
3

-------

7π
3

------- 5π
4

------- 7π
4

-------

π

6
---

11π
6

---------- 2π
3

------- 4π
3

-------
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21. Зависимости
между тригонометрическими функциями 

одного и того же аргумента (4 ч)
На первом уроке выводятся все зависимости меж-

ду тригонометрическими функциями одного и то-
го же аргумента. При рассмотрении основных тож-
деств 1 – sin2 ϕ = cos2 ϕ и 1 – cos2 ϕ = sin2 ϕ полезно
обратить внимание на формулу разности квадратов в
левых частях равенств. Все формулы выписываются
в столбик в правой части доски, и при ответах учени-
ки выбирают из них нужную.

Затем учащимся можно предложить следующие
у с т н ы е  з а д а н и я.

1. Могут ли одновременно выполняться равен-
ства:

а) tg α = 5, ctg α = 0,2; г) sin α = , tg α = ;

б) cos α = , sin α = ; д) tg α = , ctg α = 1,5;

в) cos α = , tg α = ; e) cos α = ,

sin α = ?

2. Могут ли sin α и cos α одновременно равняться
нулю?

3. Могут ли tg α и ctg α по абсолютной величине
быть: а) оба больше 1; б) оба меньше 1?

При ответе на вопросы учащиеся должны назы-
вать тождества, которыми они пользуются. По воз-
можности выбирается формула, в которую входят
обе указанные функции. В задании г) нет формулы,
в которую входят синус и тангенс. Здесь школьники
могут предложить два способа выполнения задания:

sin α → sin2 α → cos2 α → tg2 α или 
tg α → ctg α → 1 + ctg2 α → sin2 α.

2
3
--- 2 5

5
-----------

5
13
------- 12

13
------- 2

3
---

3
4
--- 2

3
--- a

a2 + b2
------------------------

–b

a2 + b2
------------------------



191

Затем разбирается пример 2 из объяснительного
текста пункта. В список формул заносится еще одна
модификация основного тригонометрического тож-
дества:

|cos α | = .

После чего устно анализируются все задания № 353.
Учащиеся должны указать формулы, которыми
нужно будет воспользоваться, и определить знаки
искомых тригонометрических функций, а в задани-
ях 3—8 сначала определить четверть, в которой на-
ходится угол. При рассмотрении задания 3 список
пополнится формулой

|sin α | = .

План выполнения заданий реализуется в само-
стоятельных работах, в которые войдет № 353 (1, 5,
7). Между второй и третьей работами фронтально
рассматривается № 355 (1), записи при выполнении
которого выполняются на доске:

= = = = –7.

Затем анализируется № 354. В выражениях этого
номера ученики находят фрагменты формул и на-
зывают их. В некоторых случаях можно сразу назвать
ответ, например в № 354 (1): 1 – sin2 α = cos2 α.
В № 354 (2) сначала нужно вынести знак «минус»:
–(1 – cos2 β) = –sin2 β. В третьем и четвертом заданиях
тангенс и котангенс заменяются через синус и коси-
нус. После сокращения в задании № 354 (3) полу-

чим cos α•tg α = cos α• = sin α. В № 354 (5) по

основному тригонометрическому тождеству заме-
ним cos2 β = 1 – sin2 β и, применив формулу разности
квадратов, сократим на 1 + sin β. Получим 1 – sin2 β.
В № 354 (7, 8) применим формулу разности квад-
ратов.

1 – sin2 α

1 – cos2 α

4sin α – 5cos α
2sin α – cos α

-------------------------------------------- 4tg α  – 5
2tg α  – 1
---------------------------

8
3
---  – 5

4
3
---  – 1
-------------- 8 – 15

4 – 3
------------------

sin α
cos α
--------------
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В № 354 (9) сначала уменьшить число разных
функций, заменяя тангенс и котангенс через синус
и косинус, привести к общему знаменателю, вынес-
ти за скобки и т. д.

В № 354 (11, 12) следует привести дроби к общему
знаменателю, в которых после применения форму-
лы получить либо sin2 β, либо cos2 β, затем упростить
числители дробей.

В № 354 (15, 16) можно сначала применить фор-
мулу корня из дроби, после чего привести дроби
к общему знаменателю.

Самостоятельно выполняются сначала № 354 (9,
11), затем после проверки № 354 (13, 15).

Домашнее задание. П. 21, примеры 2, 3, № 353 (4, 6,
8), 354 (4, 12, 14), 355 (2).

На втором уроке формулы применяются для до-
казательства тождеств и решения уравнений. Начи-
нают урок с  у с т н о й  р а б о т ы.

Упростите выражение:

1) 1 – соs2 β;

2) + tg α ctg α;

3) sin β + cos β tg β;

4) sin2 2α – 1;

5) ;

6) + ;

7) 1 + sin 1 – sin ;

8) +tg α –tgα ;

9) .

sin2 α – 1
cos2 α  – 1
----------------------------

cos2 2α – 1
1 – sin2 2α
--------------------------------

1
1 + tg2 α
-------------------------- 1

1 + ctg2 α
-----------------------------

x
2
--- x

2
---

1
cos α
-------------- 1

cos α
--------------

sin α  + β( )

tg α  + β( )
----------------------------
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Затем приступают к работе с учебником. Анали-
зируем первое и все четные задания из № 356. Перед
выполнением задания полезно вспомнить, что зна-
чит доказать тождество, как доказывают тождества.
Следует напомнить школьникам, что преобразовы-
вать можно или любую из частей равенства до ее сов-
падения с другой его частью, или преобразовывать
обе части до их совпадения. При анализе заданий
ученики, как и при анализе № 354, находят фраг-
менты формул или предлагают преобразования, ко-
торые можно выполнить. Желательно при работе с
номером предложить школьникам указывать допус-
тимые значения переменной. Множество допусти-
мых значений можно описывать, перечисляя усло-
вия, которые должны выполняться. Так, например,
в № 356 (2) ученик может сказать, что sin α ≠ –cos α,
cos α ≠ 0 и tg α ≠ –1. Учитель, конечно, может по-
просить указать ограничение для α:

α ≠ – + πп, α ≠ + πn, n � Z.

В № 356 (1) можно проверить пропорцию, найдя
произведения крайних и средних членов.

Как из левой части в № 356 (2) получить правую
часть равенства? [Тем же приемом, что и в домаш-
нем № 355: разделить числитель и знаменатель на
cos α.] Как из правой части получить левую? [Вос-
пользоваться определением тангенса и котангенса,
привести к общему знаменателю и числитель, и зна-
менатель и сократить дробь.] Какой способ проще?
[Первый, т. е. работа с левой частью.]

В № 356 (4) сначала нужно сгруппировать второе
и третье слагаемые, вынести общий множитель и
дважды применить основное тригонометрическое
тождество. Те задания, которые вызывают труднос-
ти, подробно разбираются на доске.

Серия с а м о с т о я т е л ь н ы х  р а б о т.  С1: № 356
(3, 5, 7), С2: № 356 (9, 11). Между самостоятельными
работами на доске выполняется № 356 (14).

Затем аналогичная работа проводится с № 358:
краткий устный анализ заданий фронтально, затем
самостоятельно письменно № 358 (2, 4, 6, 8).

π

4
--- π

2
---
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Домашнее задание. П. 21, примеры 1, 4, № 357 (1—3,
5), 358 (3, 5, 7), для желающих № 358 (9, 10).

На третьем уроке после обсуждения домашнего
задания рассматривается № 360. Как, зная сумму
тангенса и котангенса, найти значение суммы их
квадратов? [Возвести сумму в квадрат.] Сделайте это
в тетрадях и прокомментируйте свое решение.

Затем полученный результат используется для
нахождения суммы четвертых степеней тангенса и
котангенса.

После этого анализируют и самостоятельно вы-
полняют задания № 357 (1, 3, 5), в которых с по-
мощью формул приведения все углы сначала приво-
дятся к углам от 0 до 45°. Можно предложить
школьникам составить план и решить уравнение
3tg x – ctg x + 2 = 0.

Р е ш е н и е. Выразить котангенс через тангенс
и привести к квадратному уравнению относительно
тангенса:

3tg x – + 2 = 0, 3tg2 x + 2tg x – 1 = 0, tg x = –1 

или tg x = ; х = – + πп, х = arctg + πп, n � Z.

Между самостоятельными работами рассматрива-
ется задача с параметром: «Найти все значения а,
при которых не имеет корней уравнение

sin2 x + cos x + a = 0».

Р е ш е н и е.  Сначала получить квадратное урав-
нение относительно cos x:

1 – cos2 x + cos x + a = 0,

cos2 x – cos x – (a + 1) = 0.

Это уравнение не имеет корней при тех же значе-
ниях а, при которых уравнение z2 – z – (а + 1) = 0
не имеет корней на отрезке [–1; 1]. Поскольку вер-
шина параболы f(z) = z2 – z – (a + 1) имеет абсциссу
z0 = 0,5, требованию удовлетворяют два случая:

1
tg x
------------

1
3
--- π

4
--- 1

3
---
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1) D < 0 и 2) f(–1) < 0. Имеем: 1) 1 + 4(а + 1) < 0,

4а < –5,  а < – ; 2) 1 + 1 – a – 1 < 0, a > 1.

О т в е т:  а < – , а > 1.

Затем фронтально с классом выполняется
№ 361. Здесь можно обойтись и без формул. Так,
в задании 1 ученики могут заметить, что из неравен-
ства sin α < 0,5 с учетом того, что α находится в пер-

вой четверти, следует неравенство 0 � α < , из кото-

рого, в свою очередь, вытекает, что < cos α � 1,

значит, cos α > 0,5. А в задании 2 при α =  и тан-

генс, и котангенс равны 1, т. е. одновременно мень-
ше 2.

№ 359 выполняется школьниками самостоятельно.
Завершается урок фронтальным обсуждением

№ 362. В задании 1 достаточно вспомнить, что синус
и косинус представляют собой длины катетов прямо-
угольного треугольника с гипотенузой 1.
Домашнее задание. № 357 (4, 6), 360 (2).

На четвертом уроке выполняются оставшиеся за-
дания.

22. Синус и косинус суммы
и разности двух углов (3 ч)

Первый урок начинается с  у с т н о й р а б о т ы,
подводящей к теме урока.

1. Упростите выражение:
а) cos (α + β) tg (α + β);
б) sin (α – β) ctg (α – β) + cos (α – β);

в) ;

г) .

5
4
---

5
4
---

π

6
---

3
2

-------

π

4
---

sin α  – β( ) – sin β – α( )

cos α – β( ) + cos β – α( )
--------------------------------------------------------------------

tg 2α – β( ) – tg β – 2α( )

ctg β – 2α( ) – ctg 2α – β( )
----------------------------------------------------------------------------
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2. Что объединяет все задания? [Аргументами
функций являются суммы или разности углов.]

Темой урока являются формулы преобразований
синуса и косинуса суммы и разности углов. На уроке
выводятся сразу все формулы, так как они взаимосвя-
заны и легко выводятся одна из другой. В связи с тем,
что записи довольно громоздкие, лучше изучать мате-
риал пункта по учебнику с комментированием.

Сначала вспоминают со школьниками, как найти
расстояние между двумя точками координатной
плоскости (второй абзац объяснительного текста
пункта). Затем с предварительным обсуждением
школьники самостоятельно выполняют задание
№ 363 (1). Длину хорды, найденной по формуле, лег-
ко найти как гипотенузу прямоугольного равнобед-
ренного треугольника с катетами, равными 1. Затем
ученики выполняют № 363 (4) из этого номера.

После этого рассматривается рисунок 109 в учеб-
нике и комментируются выкладки на с. 172, 173.
При изучении материала учитель задает в о п р о-
с ы, ответы на которые ученики находят в объясни-
тельном тексте.

1. Какие координаты имеют точки P0, Pα + β?
2. Как найти расстояние между точками P0 и

Pα + β?
3. Какие координаты имеют точки P0, P–β?
4. Как найти расстояние между точками Pα, P–β?
5. Объясните, почему хорды P0Pα + β и PαP–β равны.
6. Объясните, какие преобразования проведены

над равенством.
7. Получили тождество, которое называется фор-

мулой косинуса суммы. Прочтите это тождество по-
разному. [Косинус суммы углов равен разности про-
изведений косинусов этих углов и их синусов. Ко-
синус суммы углов α и β равен произведению косину-
са α на косинус β минус произведение синуса α на
синус β.]

8. Как из этой формулы получить формулу коси-
нуса разности?
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9. Как получить формулы синуса суммы и синуса
разности?

(Все формулы записываются на доске или выве-
шиваются справочные таблицы.)

10. Перечислите, какие тождества вы сегодня вы-
вели.

11. Сравните тождества между собой. Что у них
общего, чем они отличаются?

Затем выполняется № 364 (нечетные). Сначала
проводится устный анализ заданий. Называются
формулы, которыми нужно воспользоваться. В не-
которых заданиях тождества полностью раскрыва-
ются. При анализе следует обратить внимание на за-
дания 6, 9, 10 и 11. Их можно выполнить двумя спо-
собами: по формулам суммы и разности косинуса
и синуса или по формулам приведения. Встает воп-
рос: какой способ проще?

Затем ученики самостоятельно решают нечетные
задания № 364. Ответы проверяются устно.

После этого обсуждаются планы выполнения
№ 365, и нечетные задания выполняются самостоя-
тельно.

Завершает урок № 366 (1). Вопрос состоит в том,
как выразить угол 15° через заданные углы: 15° =
= 45° – 30° = 60° – 45°. Можно предложить первый
способ выполнить первому варианту, а второй —
второму.

Домашнее задание. П. 22, № 364 (четные задания),
365 (четные задания), 366 (3), 367.

На втором уроке устно выполняется № 366 (2) и
проверяется домашнее задание № 367 (1). Затем об-
суждается № 368, в котором используется то, что
сумма углов треугольника равна π.

№ 368. Р е ш е н и е. Пусть даны cos α и cos β, тог-
да косинус третьего угла γ равен:

cos (π – (α + β) = –cos (α + β) = sin α sin β – cos α cos β.

По данным косинусам можно определить значе-
ния синусов. Сами вычисления проводить на уроке
необязательно, можно перенести их на дом, где не-
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которые ученики смогут использовать компьютеры
или калькуляторы. При большем числе учебных
часов полезно сравнить задания 367 (1) и 368. Обсу-
дить, почему для однозначности решения в № 367
указывается, что треугольник остроугольный, а в
№ 368 такое указание не нужно. Полезно провести
параллель с известным геометрическим фактом не-
однозначности построения треугольника по двум
сторонам и углу, лежащему напротив меньшей из
них.

Затем школьники переходят к анализу выра-
жений из № 371 и 372, в которых они должны най-
ти фрагменты изученных формул. После анализа
школьникам предлагается выполнить самостоятель-
но № 371 (1), 372 (1), 376 (1). Между работами устно
решается № 373 и обсуждаются планы решения
№ 379, 380 (1).

Домашнее задание. № 369, 371 (2), 372 (2), 380 (2),
для желающих № 367 (2), 379.

Третий урок посвящается решению уравнений
с использованием изученных тождеств.

В начале урока проводится самостоятельная рабо-
та по изученному ранее материалу.

Самостоятельная работа

В а р и а н т 1

1. Известно, что sin α = – , π < α < . Найдите

sin 2α.
2. Решите уравнение sin 3х sin x + cos 3x cos x = –0,5.

В а р и а н т 2

1. Известно, что sin α = – , π < α < . Найдите

cos 2α.
2. Решите уравнение

cos 4x sin 2x + cos 2x sin 4x = –0,5.

2
7
--- 3π

2
-------

2
7
--- 3π

2
-------
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Проверка домашнего задания следует за само-
стоятельной работой, затем выполняются самостоя-
тельно с предварительным обсуждением № 374, 375,
381 (1, 3, 4).
Домашнее задание. № 371 (3), 377, 381 (2).

23. Тангенс суммы
и тангенс разности двух углов (3 ч)

На первом уроке сначала рассматривается домаш-
нее задание, затем выводятся формулы тангенса сум-
мы и тангенса разности двух углов. Здесь также луч-
ше работать с учебником. Формулы записываются на
доске.

На следующем этапе урока школьники с места
комментируют все задания пункта, кроме № 386,
387, 393, 395, 396. Обычно фронтальный анализ за-
даний номера предваряет самостоятельную работу
с ними. В этом пункте объем заданий для анализа су-
щественно больше. Лучше опрашивать учеников не
по порядку рассадки их в классе. В противном слу-
чае, ученики, зная, что их очередь подойдет нескоро,
могут отвлечься от работы. Полезно также предла-
гать ученикам продолжить комментарий своих това-
рищей.

В некоторых номерах достаточно составить план
выполнения одного задания, в других — полезно
рассмотреть все задания. Во всех указанных задани-
ях школьники, в первую очередь, находят фрагмен-
ты изученных формул. В некоторых случаях это
практически сразу приводит к ответу.

После обсуждения номеров предлагается серия
с а м о с т о я т е л ь н ы х  р а б о т  с проверкой после
каждой. Например, С1: № 382 (1), 384 (1, а); C2:
№ 384 (2, б); C3: № 385 (1, 3), 391 (1).
Домашнее задание. П. 23, примеры 1, 2, № 382 (2),

383 (2), 384 (1, б), 391 (2, 4).

Второй урок начинается с устного выполнения
№ 388—390 (не страшно, если на предыдущем уроке
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часть из заданий была выполнена в процессе ком-
ментирования).

В это время на доске (желательно, конечно, иметь
большую доску) ученики воспроизводят (или пере-
писывают из своих тетрадей) решения из домашнего
задания.

После разбора решений ученикам предлагается
еще раз сформулировать план выполнения заданий
№ 386 и самостоятельно выполнить в тетрадях пер-
вое задание этого номера.

Затем еще раз анализируется № 392, и школьни-
кам предлагается решить из него уравнения 1 и 3.

Завершается урок фронтальным обсуждением
№ 396, в  задание 2 которого выводится важное соот-
ношение между угловыми коэффициентами (танген-
сами углов наклона) взаимно перпендикулярных
прямых.

№ 396 (2). Р е ш е н и е.  Пусть k1 = tg α, k2 = tg β

и α – β = . Тогда tg (α – β) не существует. Не су-

ществует и дроби , значит, ее знамена-

тель будет равен нулю:

1 + tg α tg β = 0, tg α tg β = –1, k1k2 = –1.

Домашнее задание. № 388 (2, 4), 392 (2, 4, 6); по же-
ланию № 387, 395.

На третьем уроке выполняются оставшиеся за-
дания.

24. Тригонометрические функции
двойного угла (3 ч)

На первом уроке рассматривается задача из объ-
яснительного текста. Затем ученикам предлагается
самостоятельно получить выражения для sin 2α и
cos 2α. Полученные формулы записываются на до-
ске и закрепляются в процессе устного выполнения
нечетных заданий из № 397, 400.

π

2
---

tg α – tg β
1 + tg α tg β
-------------------------------------
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После этого ученики самостоятельно выполняют
№ 398 (1, 3, 5). Между проверками решений этих
заданий фронтально обсуждается № 399. Учитель
изображает на доске тригонометрический круг и от-
мечает на нем углы. Так, в задании 1 синус поло-
жительный в координатных четвертях I и II. Если
угол α взят в I четверти, то угол 2α находится либо
в I, либо во II четверти, тогда sin 2α > 0. Если угол α
взят из II четверти, то 2α находится либо в III, либо
в IV четверти, где sin 2α < 0. Следовательно, угол α
находится в I четверти.

Затем для самостоятельной работы предлагается
№ 401 (1, 3), а № 401 (6) обсуждается. Завершается
урок фронтальной работой по выводу формул:

cos 2α = 1 – 2sin2 α = 2cos2 α – 1, 

sin2 α = ,

cos2 α = , sin 2α = , 

cos 2α = .

Все формулы ученики записывают в свои тетради.

Домашнее задание. П. 24, примеры 1, 3, № 398 (2,
6), 401 (4, 8), 404, 407 (1, 4).

На втором уроке после проверки домашнего зада-
ния ученики выполняют самостоятельно № 402 (1,
2). Затем ученики обсуждают план преобразований в
задании 3 из этого номера, а учитель записывает
сами преобразования на доске. При обсуждении его
решения обращается внимание на вид выражения:
произведение косинусов, аргументы которых удва-
иваются.

После этого ученики смогут самостоятельно дока-
зать тождество из № 413.

Затем анализируются задания № 407 (кроме вы-
полненных дома). Заметим, что во втором задании
используется только что рассмотренная идея. После

1 – cos 2α
2

-----------------------------

cos 2α + 1
2

------------------------------ 2tg α
1 + tg2 α
--------------------------

1 – tg2 α
1 + tg2 α
--------------------------
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анализа заданий ученикам предлагается самостоя-
тельно доказать тождества 5 и 7.

Между самостоятельными работами обсуждается
№ 410 (1, 2). В левых частях равенств стоит «непол-
ный» синус двойного угла — не хватает 2. Умножая
первое равенство на 2, получаем: sin 2x° = 2sin 24°.
Известно, что sin 30° = 0,5, 24° < 30°, синус на про-

межутке 0;  возрастает, следовательно,

sin 24° < sin 30° = 0,5, 2sin 24° < 1 и |sin 2x° | < 1.

Значит, равенство может быть верным. Анало-
гичные рассуждения во втором задании приводят
к неравенству |sin 2x° | > 1, которое не выполняется
ни при каком х.

После самостоятельной работы ученики перехо-
дят к анализу уравнений из № 405, которые устно
доводят до ответа.

Затем фронтально решается № 408 (1). Записи на
доске по предложениям школьников ведет учитель.

Завершает урок рассмотрение № 406, в котором
дано задание использовать формулы понижения сте-
пени. В уравнении 1 мы видим косинус и синус
в четвертой степени. Что нужно сделать, чтобы мож-

но было применить формулы? Четвертые степени

синуса и косинуса представить в виде квадратов:
(sin2 α)2, (cos2 α)2, и затем преобразовать выражение:

+ = (2 + 2cos2 2x) =

= (1 + cos2 2x).

Во втором уравнении сначала используется фор-
мула суммы кубов:

sin6 x + cos6 x =
= (sin2 x + cos2 x)(sin4 x + cos4 x – sin2 x cos2 x) = 

= (2 + 2cos2 2x – sin2 2x) = (1 + 3cos2 2x).

Полезно рассмотреть со школьниками и другой
способ решения этих уравнений. Он основан на том

π

2
---

1 – cos 2x
2

-----------------------------
? ?
? ?

2 1 + cos 2x
2

------------------------------
? ?
? ?

2 1
4
---

1
2
---

1
4
--- 1

4
---
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факте, что для отличных по модулю от 1 значе-
ний синуса и косинуса верны неравенства sin2 x >
> sin4 x > sin6 x и cos2 x > cos4 x > cos6 x. Поскольку
sin2 x + cos2 x = 1, имеем для указанных значений
синуса и косинуса sin4 x + cos4 x < 1 и sin6 x +
+ cos6 x < 1. С другой стороны, как только синус или
косинус обращаются в 1, данные равенства стано-
вятся верными. Таким образом, корнями данных
уравнений являются те и только те значения х, кото-
рые обращают модуль синуса или косинуса в 1, т. е.

х = , n � Z.

Домашнее задание. П. 24, 398 (4), 403 (2), 405 (4),
412.
На третьем уроке выполняются оставшиеся зада-

ния.

25. Преобразование произведения
тригонометрических функций в сумму.

Обратное преобразование (3 ч)
Начать изучение материала пункта на первом

уроке можно с самостоятельной работы с заданиями
№ 416 и 417. Проводятся либо две самостоятельные
работы, либо одна по двум вариантам. Обсуждение
результатов приводит к двум формулам преобразо-
вания произведения в сумму. Вывод третьей форму-
лы, а также формул обратного преобразования уче-
ники рассматривают дома по учебнику.

Все формулы либо записываются на доске, либо
ученикам предлагается использовать с. 314 учебни-
ка. В последнем случае учебник одного из учеников,
открытый на этой странице, кладется в центр парты,
а с заданиями оба школьника работают по другому
учебнику.

Сначала полезно прочитать тождества — это зада-
ние № 414. Затем воспользоваться ими при устном
упрощении выражений в № 415 (1—4, 7, 8). В ос-
тальных заданиях номера ученики формулируют

πn
2

-------
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план преобразований и самостоятельно выполняют
в тетрадях № 415 (5, 9, 11).

После этого ученики называют формулы, которые
используются в № 418, и первое задание выполняют
фронтально, а промежуточные записи делает учи-
тель на доске. Затем называют формулы для заданий
№ 420 и самостоятельно выполняют задания 1 и 3.

Завершается урок анализом № 419 и самостоя-
тельным выполнением из него заданий 1 и 3.
Домашнее задание. П. 25, разобрать вывод фор-

мул, примеры 1 и 2, № 415 (6, 10, 12), 419 (2, 4),
420 (2, 4),  421.

На втором уроке следует рассмотреть на доске
№ 421 (2) из домашнего задания. 

№ 421 (2). Р е ш е н и е.
tg 20°•tg 40°•tg 60°•tg 80° =

= • = 

= • = 3•  =

= 3.
Затем анализируется № 422, уравнения 1, 3 и 5

которого ученики самостоятельно решают в тетра-
дях.

После этого рассматриваются уравнения из
№ 423, в которых нужно подобрать целесообразную
группировку. Уравнение 3 можно решить фронталь-
но на доске.

№ 423 (3). Р е ш е н и е.

cos x – sin 3x = cos 5x, (cos x – cos 5x) – sin 3x = 0,

–2sin 3xsin (–2x) – sin 3x = 0, sin 3x(2sin 2x – 1) = 0,

sin 3x = 0 или 2sin 2x = 1, x =  или x = + πn, 

x = + πn, n � Z.

Затем ученики самостоятельно решают уравне-
ние № 423 (1).

3 sin 20°•sin 40°•sin 80°
cos 20°•cos 40°•cos 80°
-------------------------------------------------------------------------

3

3
8

-------•8sin 20°

8sin 20°•cos 20°•cos 40°•cos 80°
------------------------------------------------------------------------------------------------------ sin 20°

sin 160°
------------------------

πn
3

------- π

12
-------

5π
12
-------
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Завершить урок можно решением уравнений с по-
мощью преобразования произведения тригономет-
рических функций в сумму:

а) 2sin x sin 2х + cos 3x = 0; 
б) cos 7x cos 3х = cos 4x.

Домашнее задание. П. 25, пример 3, № 419 (6),
422 (2, 4, 6), 423 (2, 4).

Третий урок можно начать с решения уравнений.
На доске записаны уравнения, которые нужно ре-
шить самостоятельно.

Самостоятельная работа
Решите уравнение:
1) sin x sin 7x = sin 3x sin 5x;
2) sin x + 2sin 2x = –sin 3х;       3) cos 5x = cos 4x.

При проверке решения третьего уравнения полез-
но акцентировать внимание на возможности исполь-
зования условия равенства косинусов, а именно,
cos α = cos β, α = ±β + 2πп, п � Z. Заметим, что стан-
дартный способ решения связан с перенесением ко-
синусов в одну часть и преобразованием разности ко-
синусов в произведение.

Применяя способ решения тригонометрического
уравнения с помощью условия равенства одноимен-
ных функций, ученики самостоятельно выполняют
№ 428 (1). Перед этим, конечно, следует рассмотреть
условие равенства синусов.

После решения уравнений ученики знакомятся
с важным стандартным преобразованием, которое
применяется к сумме синусов или косинусов, аргу-
менты которых составляют арифметическую про-
грессию: умножением суммы на синус полуразнос-
ти этой прогрессии.

Сначала в № 424 (в), 425 (б) школьники раскры-
вают скобки и преобразовывают полученные произ-
ведения по формулам перехода от произведения
к сумме. Затем анализируют все выражения снача-
ла из № 424, а затем из № 425. При этом их внима-
ние обращается на аргументы синусов и косинусов
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в скобках и на то, как они соотносятся с аргументом
синуса за скобками.

После того как ученики увидят арифметические
прогрессии и заметят, что аргументы множителей
равны их полуразностям, им можно предложить са-
мостоятельно выполнить № 426 (1, в), 427 (1, б).
Домашнее задание. № 424 (а), 425 (в), 426 (б),

427 (1, в), 428 (2), 429 (с помощью тригонометри-
ческого круга).

26. Решение
тригонометрических уравнений (5 ч)
На первом уроке рассматривается решение триго-

нометрических уравнений сведением к квадратному
уравнению и разложением на множители.

Начинается урок с самостоятельной работы по ва-
риантам под копирку с целью повторения решения
разных видов уравнений, изученных ранее.

Самостоятельная работа

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. а) , , ; б) π + arctg 2.

2. а) , 2πn ± , n � Z; б) , , n � Z.

Вариант 1 Вариант 2

1. Решите уравнение на промежутке ; :

а) sin 3x = – ; 

б) tg x = 2

а) cos 2x = – ; 

б) ctg x = 3

2. Решите уравнение:

а) sin 3x + sin x = sin 2x;
б) cos 3x cos 6x =
= cos 4x cos 7x

а) cos 5x + cos 7x =
= –cos 6x;
б) sin x sin 7x = sin 3x sin 5x

π

2
--- 3π

2
-------

3

2
------- 2

2
-------

5π
9

------- 10π
9

---------- 11π
9

----------

πn
2

------- π

3
--- πn

10
------- πn

4
-------
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Вариант 2. 1. а) , ; б) π + arcctg 3.

2. а) ± + , 2πn ± , n � Z; б) , n � Z.

Рассматривая решения, следует обсудить отбор
корней в задании 1 и тройное использование формул
перехода в задании (2, б) каждого варианта.

Объяснение материала начинается с решения
№ 430 (4). Затем рассматривается пример 1 из объ-
яснительного текста. Главным в этом примере явля-
ется объединенная формула корней простейшего
тригонометрического уравнения sin x = a. При объ-
яснении этой формулы внимание школьников при-
влекают к тому факту, что в сериях корней « + » пе-
ред арксинусом соответствует прибавлению четного,
а «–» — прибавлению нечетного числа π.

Затем фронтально анализируется № 431. Ученики
составляют план решения каждого задания и пись-
менно выполняют нечетные задания. При решении
уравнений нет необходимости вводить новые пере-
менные. Решение уравнения д), например, можно
оформить так.

№ 431 (д). Р е ш е н и е.  соsх – sin2 x = 1, cos2x +
+ cos x – 2 = 0, cos x = 1 или cos x = –2, х = 2πп, n � Z.

Завершается урок обсуждением уравнений
№ 435 (1, а, в).

Домашнее задание. П. 26, пример 1; № 431 (б, г,
е, з), 435 (1, б, г). Найти уравнения, сводящиеся
к квадратным в № 440.

В начале второго урока проводится устная работа.

Составьте план решения уравнения:

1) sin x cos x = – ; 4) 3cos2 x + cos x – 4 = 0;

2) sin x – cos x = 0; 5) 8cos2 x + 6sin x – 3 = 0;

3) cos2 x + cos x = 0; 6) cos2 x – sin2 x = sin .

5π
8

------- 11π
8

----------

π

12
------- πn

6
------- 2π

3
------- πn

4
-------

1
4
---

π

2
---
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В случаях 1), 6) используют-
ся формулы двойного аргумента,
в случае 3) уравнение лучше ре-
шать разложением на множители.
Уравнение 4) — квадратное относи-
тельно cos x, а уравнение 5) сводит-
ся к квадратному относительно
sin x.

Возможно, что составление пла-
на решения уравнения 2) вызовет у

школьников затруднения. Это уравнение можно ре-
шить разными способами.

Способ 1. Можно воспользоваться графическими
соображениями и отметить на тригонометрическом
круге (рис. 21) углы, синусы и косинусы которых

равны. Это + πk, k � Z.

Способ 2. Можно использовать преобразование
суммы синусов или косинусов в произведение:

sin х – cos х = 0, sin х – sin – х = 0,

2sin х – cos = 0, sin x – = 0,

х = + πn, n � Z.

Способ 3. Решение уравнения делением на соs x,
не забыв, конечно, рассмотреть два случая: 1) cos x = 0,
sin x = 0, что не соответствует условию случая;

2) cos x ≠ 0, tg x – 1 = 0, х = + πп, n � Z.

Затем разбирается решение примера 2 из объяс-
нительного текста вместе с примечанием. Ученики
уже встречались с однородными показательными
уравнениями, учителю полезно напомнить решение
показательного уравнения второй степени, напри-
мер, 4x – 3•6x + 2•9x = 0.

π

4
---

π

4
---  + π

Рис. 21

π

4
---

π

2
---

π

4
--- π

4
--- π

4
---

π

4
---

π

4
---
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Р е ш е н и е.  – 3• + 2 = 0, = 1 или

= 2, х = 0 или х = .

После этого ученики самостоятельно выполняют
№ 432 (б, г). При обсуждении решений следует по-
ставить вопрос о других способах решения этих
уравнений, например: разложить на множители и
приравнять к нулю каждый множитель отдельно.

Затем предлагается проанализировать № 433 и
ответить на вопрос: чем уравнения из № 433 отлича-
ются от уравнений в № 432? [В каждом из них, кро-
ме  однородных членов, встречается и число 2.] Чем
можно это число заменить? [Можно заменить число
2 удвоенной суммой квадратов синуса и косинуса,
а затем привести подобные члены.] Самостоятельно
учениками выполняется № 433 (1, а).

Домашнее задание. П. 26, примеры 2, 3 и 4, № 432 (а,
в), 433 (1, б, 2). Найти и решить однородные или
сводящиеся к однородным уравнения в № 440.

На третьем уроке рассматриваются уравнения,
в которых можно понизить степень или исполь-
зовать условия равенства одноименных функций.
На доске записаны уравнения:

1) sin2 x – cos2 x = 0,5; 3) 4 – 4cos2 x = 0;

2) sin2 x – = 0; 4) sin4 x – cos4 x = sin 2x.

Объясните, в каких случаях вы бы не стали раз-
ность квадратов раскладывать на множители. [В ле-
вой части первого уравнения можно записать коси-
нус двойного угла. Второе уравнение можно разло-
жить на множители, но можно и не раскладывать.
В третьем уравнении нужно вынести общий множи-
тель 4 и воспользоваться основным тригонометриче-
ским тождеством. В четвертом уравнении разложим
на множители.]

2
3
---

? ?
? ?

2x 2
3
---

? ?
? ?

x 2
3
---

? ?
? ?

x

2
3
---

? ?
? ?

x
log 2

3
---

2

3
4
---



210

Те уравнения, которые вызовут затруднения,
должны быть решены на доске вызванными учени-
ками.

Решение последнего уравнения рассмотрено в
объяснительном тексте учебника в примере 5, одна-
ко его можно (хотя и более трудоемко) решить и по
формулам понижения степени, которые предложе-
ны в № 434.

Ученики самостоятельно выполняют № 434 (в)
и дополнительные уравнения, которые также реша-
ются с использованием формул понижения степени.

Решите уравнение:

1) sin2 x +  sin2 2x +sin2 3x = 1,5; 

2) cos2 x + 3sin2 x = 2.

Р е ш е н и е.

1) sin2 x +  sin2 2x + sin2 3x = 1,5, 

+ + = ,

cos 4x + (cos 2x + cos 6x) = 0, 
cos 4x + 2cos 4x cos 2x = 0, 

2cos 4x cos 2x + = 0,

cos 4x = 0 или cos 2x = – .

О т в е т: + , n � Z, ± + πk, k � Z;

2) cos2x + 3sin2 x = 2,

+ = 2, 4 – 2cos 2x = 4,

cos 2x = 0, 2x = + πk, x = + , k � Z.

Затем с изображением соответствующих рисун-
ков на доске обсуждаются условия равенства одно-
именных функций из № 436, и ученики самостоя-
тельно решают уравнения 1 и 3 из этого номера.

1 – cos 2x
2

----------------------------- 1 – cos 4x
2

----------------------------- 1 – cos 6x
2

----------------------------- 3
2
---

1
2
---

1
2
---

π

8
--- πn

4
------- π

3
---

1 + cos 2x
2

------------------------------ 3 – 3cos 2x
2

---------------------------------

π

2
--- π

4
--- πk

2
-------
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Домашнее задание. П. 26, примеры 4 и 5, № 434 (б,
г), 436 (2, 4, 6), 437.

На четвертом уроке изучается прием введения
вспомогательного угла. Урок можно начать с само-
стоятельной работы.

Самостоятельная работа

Первые уравнения однородные, а второе в первом
варианте решается приведением к квадратному от-
носительно cos 2x, а во втором варианте — пониже-
нием степени, с последующим преобразованием сум-
мы косинусов в произведение. На всю работу можно
выделить 10 минут.

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. π – arctg 6. 2. + , n � Z.

Вариант 2. 1. arctg 6. 2. + ; + , n � Z.

Затем предлагается выписанное на доску выраже-

ние cos x – sin x. Внимание школьников при-

влекается к коэффициентам косинуса и синуса. Уча-
щиеся должны догадаться, что это соответственно

синус и косинус угла  или косинус и синус угла .

Вариант 1 Вариант 2

1. Найдите наименьший на промежутке [0; 2π] корень 
уравнения:

sin2 x + 6cos2 x +
+ 7sin x cos x = 0

sin2 x – 5sin x cos x –
– 6 cos2 x = 0

2. Решите уравнение:

6sin2 x + 2sin2 2x = 5 cos2 x + cos2 5x = 1

π

4
--- πn

2
-------

π

12
------- πn

6
------- π

8
--- πn

4
-------

1
2
--- 3

2
-------

π

6
--- π

3
---
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Далее первый вариант записывает в тетрадях пре-
образование данного выражения по первому, а вто-
рой — по второму вариантам.

Р е ш е н и е.

Способ 1.  cos х – sin x =

= sin  cos x – cos  sin x = sin – x ;

Способ 2. cos x – sin x =

= cos cos x – sin sin x = cos + x .

Обсуждая полученные результаты, ученики, во-
первых, должны заметить, что

cos + х = sin – +  x = sin + x .

Во-вторых, сформулировать условие, при выпол-
нении которого два числа являются соответственно
синусом и косинусом одного и того же угла. [Сумма
их квадратов должна быть равна единице.]

Рассмотренный прием преобразования суммы си-
нуса и косинуса в синус или косинус называется вве-
дением вспомогательного угла.

Покажем, как вводится вспомогательный угол
в решении уравнения sin x – cos x = 1.

Р е ш е н и е.

sin х – cos x = , 

cos sin x – sin cos x = ,

sin x –  = , х –  =  + 2πп или х –  =  +

+ 2πп, х = + 2πп, или х = π + 2πп, n � Z. Здесь удоб-

нее записывать ответ в виде двух серий.

1
2
--- 3

2
-------

π

6
--- π

6
--- π

6
---

1
2
--- 3

2
-------

π

3
--- π

3
--- π

3
---

π

3
--- π

2
--- π

3
--- π

6
---

2
2

------- 2
2

------- 2
2

-------

π

4
--- π

4
--- 2

2
-------

π

4
--- 2

2
------- π

4
--- π

4
--- π

4
--- 3π

4
-------

π

2
---
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Введение вспомогательного угла для преобразо-
вания выражения asin x + bcos x дано в тексте учеб-
ника на с. 198—199 как дополнительный материал,
и его следует предложить для самостоятельного изу-
чения дома.

Обсуждается № 440 по вопросам и заданиям.
1. Назовите номера уравнений, которые сводятся

к решению квадратных уравнений.
2. Назовите номера однородных уравнений (урав-

нений, сводящихся к однородным).
3. Для решения каких уравнений вы воспользуе-

тесь условиями равенства функций?
4. Какие уравнения вы будете решать по форму-

лам понижения степени?
5. Какие уравнения вы будете решать, вводя вспо-

могательный угол?
6. Какие уравнения решаются разложением на

множители?
Не отмеченными останутся уравнения 440 (6, 13,

18). В уравнении 6 после вынесения общего мно-

жителя за скобки в правой части остается , а не 0.

В левой части уравнения 13 стоит правая часть фор-
мулы синуса суммы.

Уравнения в № 440 (6, 18) можно решить фрон-
тально.

Р е ш е н и е.

№ 440 (6). sin3 х cos x – sin x cos3 x =

= sin х cos x(sin2 х – cos2 x) = –sin x cos x cos 2x =

= – sin 4х;

– sin 4x = , sin 4x = –1, 4х = – + 2πn, 

x = – , n � Z.

№ 440 (18). 1 + sin x + cos x + sin 2x + cos 2x =

= 1 + sin x + cos x + 2sin x cos x + 2cos2 x –1 =

1
4
---

1
4
---

1
4
--- 1

4
--- π

2
---

πn
2

------- π

8
---
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= sin x + cos x + 2cos x(sin x + cos x) =

= (sin x + cos x)(2cos x + 1);

(sin x + cos x)(2cos x + 1) = 0, sin x = –cos x или 

cos x = –0,5, x = πn – , или х = 2πп ± , n � Z.

Затем предлагаются серии с а м о с т о я т е л ь-
н ы х  р а б о т.

С1: № 440 (1, 3, 5); фронтально решить № 442;   
С2: № 440 (7, 9); фронтально № 443.

Домашнее задание. П. 26, все примеры, № 438, 439,
441. Знать, как решать любое уравнение из
№ 440. Для желающих № 444, 445.

На пятом уроке закрепляются методы решения
тригонометрических уравнений и решаются урав-
нения комплексного характера, содержащие не-
сколько функций (логарифмических, показатель-
ных и др.).

Урок начинается с устного составления плана ре-
шения уравнений:

1) cos x cos 2x cos 4x = ; 

2) cos 2x + cos 4x + cos 6x + cos 8x = –0,5.

На что нужно умножить уравнение, чтобы упрос-
тить его? [Первое уравнение нужно умножить на
4sin x и применить формулу синуса двойного угла,
а второе — на 2sin x и преобразовать произведение
в сумму.] После этого ученикам предлагается само-
стоятельно решить данные уравнения.

Затем фронтально анализируются уравнения
комбинированного характера, которые кроме триго-
нометрических функций содержат и другие извест-
ные функции:

1) •cos x = 0; 

2) •sin x = 0; 

3) = sin x + cos x;
4) x2 = – cos x.

π

4
--- 2π

3
-------

1
8
---

sin x

ctg x – 3

1 + tg x
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При анализе следует обращать внимание на до-
пустимые значения, которые могут принимать три-
гонометрические функции, входящие в уравнения.
Так, например, в уравнении 1) синус не может быть
отрицателен, поэтому, приравнивая косинус нулю,
следует учитывать, что синус не может быть равен
–1. В уравнении 2) синус не может обращаться в
нуль из-за наличия котангенса, кроме того, ctg x –

– � 0. В уравнении 3) неотрицательной должна
быть сумма синуса и косинуса (при этом условии
можно возвести уравнение в квадрат). В уравнении
4) можно использовать графическую иллюстрацию,
рассмотрев графики левой и правой частей на отрез-
ке [–1; 1], где –соsх < 0, и на объединении интерва-
лов (–∞; –1) ∪ (1; +∞), где x2 > 1.

Полезно предложить школьникам довести до от-
вета уравнения а), в) и г). Затем школьники перехо-
дят к анализу и решению уравнений № 446 (1, 3).
Уравнения 2 и 4 с учетом наличия решений в учеб-
нике можно предложить учащимся для самостоя-
тельного изучения дома.

Рассмотрим решение № 446 (3).

Р е ш е н и е.  81(sin 2х – 1)cos 3x – = 0,

= ,

–2(sin x – cos x)2 cos 3x = (sin x – cos x)2, 

–2(sin x – cos x)2cos 3x – (sin x – cos x)2 = 0,

(sin x – cos x)2(–2cos 3x – 1) = 0, 

sin x = cos x или cos 3x = –0,5,

x = + πn или 3x = ± + 2πn, x = ± + .

О т в е т: + πn, ± + , n � Z.

Домашнее задание. П. 26, № 431 (з), 434 (а), 440 (10,
11), 446 (2, 4). Подготовка к зачету.

3

9 sin x – cos x( )2

9–2 sin x – cos x( )2 cos 3x 9 sin x – cos x( )2

π

4
--- 2π

3
------- 2π

9
------- 2πn

3
-----------

π

4
--- 2π

9
------- 2πn

3
-----------
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ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ
«ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

И ИХ СВОЙСТВА»

Инструкция к проведению зачета

Зачет проводится по карточкам, включающим те-
оретические вопросы, на которые ученик отвечает
устно, и практические задания, ответы на которые
дает письменно. Карточка включает задания разных
уровней. Первые четыре задания проверяют удов-
летворительный уровень подготовки учащихся. Вы-
полнение шести заданий оценивается отметкой «4»,
за восемь правильно выполненных заданий выстав-
ляется оценка «5». Ученики, первыми выполнившие
письменные задания, сдают работу учителю, отвечая
на устные вопросы карточки. Сдавшие зачет могут
принимать его у остальных учеников.

К а р т о ч к а 1

1. Могут ли одновременно выполняться равенства

sin α =  и cos α = ?

2. Упростите выражение 1 – sin2 2α.

3. Вычислите .

4. Упростите выражение 1 + ctg + x  sin x cos x.

5. Решите неравенство cos x < .

6○. Решите уравнение –sin = cos x.

7 . Выведите формулу преобразования произведе-
ния синусов.

8 . При каких значениях параметра а прямая у = а
имеет хотя бы одну общую точку с графиком

функции у = ?

12
13
------- 5

13
-------

6sin 15° cos 15°
2cos2 15° – 1

-----------------------------------------------

3π
2

-------

3
2

-------

x
2
---

tg2 x + 7
3tg x + 1
---------------------------
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К а р т о ч к а 2

1. Могут ли одновременно выполняться равенства
sin α = 0,4 и cos α = 0,87?

2. Упростите выражение 1 – cos2 2β.

3. Вычислите .

4. Докажите тождество = .

5. Решите неравенство sin x > .

6. Решите уравнение sin2 x – 6sin x = 0 .
7 . Выведите формулу суммы косинусов.
8 . Найдите все значения а, при которых число х = 2

является корнем уравнения

a – 3x2 – cos = 0.

К а р т о ч к а 3

1. Могут ли одновременно выполняться равенства

sin α =  и cos α = ?

2. Упростите выражение .

3. Найдите значение выражения 
sin (α + β) – 2cos α sin β, если α =73°, β = 28°.

4. Докажите тождество = .

5. Решите неравенство 2sin x cos x < – .

6. Решите уравнение tg (cos x + 1) = 0.

7 . Выведите формулу 

sin x + sin у = 2 sin cos .

8 . Найдите на отрезке [–π; π] все решения уравнения

cos x – = 8 cos2 – 5.

cos2 22,5° – sin2 22,5°
cos 25° cos 20° – sin 25° sin 20°
-----------------------------------------------------------------------------------------------

cos α
1 – sin α
------------------------- 1 + sin α

cos α
--------------------------

3
2

-------

11πx
4

-------------- 8 – ax

2
3
--- 5

3
-------

1 – sin2 α
1 – cos2 α
----------------------------

sin α
1 – cos α
------------------------- 1 + cos α

sin α
--------------------------

1
2
---

x
2
---

x + y
2

--------------- x – y
2

--------------

1
4
--- x

2
---
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К а р т о ч к а 4

1. Могут ли одновременно выполняться равенства
tg α = 4 и ctg α = 0,25?

2. Упростите выражение 2cos2 –1.

3. Вычислите .

4. Докажите тождество = cos 2α.

5. Решите неравенство 4sin cos – < 0.

6. Решите уравнение 2sin2 x – 5sin x – 3 = 0.
7 . Выведите формулу произведения косинусов.
8 . При каких значениях а неравенство cos x � а:

а) не имеет решений; б) выполняется при любых
значениях x; в) не имеет среди своих решений

число ?

К а р т о ч к а 5

1. Могут ли одновременно выполняться равенства

sin α =  и cos α = – ?

2. Упростите выражение sin2 ϕ + cos2 ϕ + 1.

3. Вычислите .

4. Докажите тождество 

1 + ctg2 α + = .

5. Решите неравенство cos 2x – < – .

6. Решите уравнение 2sin 2x – sin2 x = cos2 x.
7 . Выведите формулу тангенса разности.
8 . При каких значениях а не имеет решений урав-

нение

sin2 x + 3sin x + 3a = 0?

5π
12
-------

sin2 8° + sin2 82° 
cos2 51° + cos2 39°
-------------------------------------------------------

2sin2 α
tg 2α•tg α
---------------------------------

x
4
--- x

4
--- 2

2π
3

-------

6 2
11

----------- 7
11
-------

sin 75° + sin 45°
sin 285°

-------------------------------------------------

1
cos2 α
----------------- 1

sin2 α  cos2 α
-------------------------------------

π

2
--- 2

2
-------
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К а р т о ч к а 6
1. Могут ли одновременно выполняться равенства

cos α =  и tg α = ?

2. Упростите выражение 1 – .

3. Вычислите .

4. Докажите тождество sin4 α – cos4 α + 2 cos2 α = 1.

5. Решите неравенство sin 2x – < .

6. Решите уравнение 
4sin2 x – 5sin x cos x – 6cos2 x = 0.

7 . Выведите формулу суммы синусов.
8 . При каких значениях а не имеет решений урав-

нение 2cos2 x – 9cos x + 9a = 0?

Ответы к зачету
Карточка 1. 1. Да. 2. cos2 2α. 3. х = 6. 4. sin2 2 x.

5. + 2πn; + 2πn , n � Z. 6. π + 4πn, (–1)n + 1 +

+ 2πn, n � Z. 8. a � –2, a � .

Карточка 2. 1. Нет. 2. sin2 2β. 3. х = 1. 5. + 2πn;

+ 2πn , n � Z. 6. πn, n � Z. 8. a = 4.

Карточка 3. 1. Да. 2. ctg2 a. 3. х = , 5. + πn;

+ πn , n � Z. 6. πn, n � Z. 8. ±arccos 0,25.

Карточка 4. 1. Да. 2. cos . 3. х = 1. 5. +4πn;

+ 4πn , n � Z. 6. (–1)n + 1 + πn, n � Z. 8. а) a < –1;

б) a � 1; в) a < – .

3
5
--- 4

3
---

1
sin2 α
-----------------

cos 105° – cos 15°
cos 315°

-----------------------------------------------------

π

4
--- 2

2
-------

π

6
--- 11π

6
---------- π

3
---

14
9

-------

π

3
---

2π
3

-------

2
2

------- 7π
12
-------

11π
12

----------

5π
6

------- 3π
2

-------

9π
2

------- π

6
---

1
2
---
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Карточка 5. 1. Да. 2. 2. 3. – . 5. + πn;

+ πn , n � Z. 6. (–1)n + , n � Z. 8. a > ,

a < .

Карточка 6. 1. Да. 2. –ctg2 α. 3. – . 5. – + πn;

πn , n � Z. 6. arctg 2 + πn, –arctg + πn, n � Z.

8. a > , a < – .

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ
«ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

И ИХ СВОЙСТВА»

В а р и а н т 1

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.
1. Найдите значение выражения

.

1) ; 2) ; 3) ; 4) .

2. Упростите выражение .

1) 1; 3) ;

2) ; 4) 1 + sin 2α.

3. Найдите наименьший положительный корень
уравнения 2sin2 х – 3sin x + 1 = 0.

1) ; 2) ; 3) ; 4) .

3 5π

8
-------

7π

8
-------

π

12
------- πn

2
------- 2

3
---

–4
3

-------

3 π

4
---

3
4
---

7
9
--- 11

9
-------

sin 50°•cos 5° – sin 5°•cos 50°
2cos2 15° – 1

---------------------------------------------------------------------------------------------

2
2

------- 3
2

------- 6
3

------- 3

2
-------

sin α  + cos α( )2

1 + sin 2α
---------------------------------------------

1
1 + sin 2α
------------------------------

1 + cos 2α
1 + sin 2α
------------------------------

π

3
--- π

6
--- π

2
--- π

4
---
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4. Найдите sin α, если cos α = – , < α < π.

1) – ; 2) ; 3) ; 4) .

5. Найдите абсциссы точек пересечения графиков
функций у = sin2 x и у = соs2 х.

1) + πn, n � Z; 3) + πn, n � Z; 

2) + , n � Z; 4) + 2πn, n � Z.

II уровень

6. Сколько корней имеет уравнение 

– 1 = 0?

7. Решите неравенство sin > – .

8. Найдите cos α – sin α, если известно, что

sin α cos α = – , < α < 2π.

III уровень

9. Сравните числа

 и cos 7°•cos 14°•cos 28°•cos 56°.

10. Решите уравнение 2sin2 x = |sin x |.

В а р и а н т 2

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.
1. Найдите значение выражения

.

1) 0; 2) 1; 3) ; 4) .

15
17
------- π

2
---

8
17
------- 2

17
------- 6

17
------- 8

17
-------

π

2
--- π

4
---

π

4
--- πn

2
------- π

4
---

1
sin2 x
----------------- 4 – x2

4x
3

------- 3
2

-------

1
4
--- 3π

2
-------

sin 115°
16sin 7°
------------------------

cos2 22,5° – sin2 22,5°
cos 25°•cos 20° – sin 25°•sin 20°
----------------------------------------------------------------------------------------------------

2
2

------- 3
2

-------
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2. Упростите выражение – sin2 α.

1) cos4 α; 3) tg2 α – sin2 α;
2) cos 2α; 4) cos2 α.

3. Найдите наибольший отрицательный корень
уравнения 2 cos2 х – cos x – 1 = 0.

1) – ; 2) – ; 3) – ; 4) – .

4. Найдите cos α, если sin α = – , π < α < .

1) ; 2) – ; 3) – ; 4) – .

5. Найдите абсциссы точек пересечения графиков
функций y = sin2 2x и y = cos2 2x.

1)  + πn, п � Z; 3)  + , п � Z;

2) (–1)n  + πn, п � Z; 4) ±  + 2πn, п � Z.

II ypoвень

6. Сколько корней имеет уравнение

–1 = 0?

7. Решите неравенство cos > – .

8. Найдите sin α – cos α, если известно, что 

sin α cos α = – , < α < 2π.

III уровень

9. Сравните числа

 и cos 16°•cos 32°•cos 64°•cos 128°.

10. Решите уравнение 2 cos2 x = |cos x |.

1 + cos 2α
2cos2 3π + α( )
----------------------------------------

π

6
--- π

4
--- π

3
--- 2π

3
-------

12
13
------- 3π

2
-------

5
13
------- 5

13
------- 1

13
------- 6

13
-------

π

8
--- π

8
--- πn

4
-------

π

8
--- π

4
---

1
cos2 x
----------------- 25 – x2

2x
9

------- 1
2
---

1
4
--- 3π

2
-------

sin 253°
16sin 16°
----------------------------



Ответы к контрольной работе
Вариант 1. 1. 3. 2. 1. 3. 2. 4. 4. 5. 2. 6. 4. 

7. – + ; π + , n � Z. 8. . 9. Меньше.

10. πn, πn ± , n � Z.

Вариант 2. 1. 2. 2. 4. 3. 4. 4. 2. 5. 3. 6. 5. 

7. (–3π + 9πn; 3π + 9πn),  n � Z. 8. – . 9. Боль-

ше. 10. + πn, πn ± , n � Z.

π

4
--- 3πn

2
----------- 3πn

2
----------- 6

2
-------

π

6
---

1,5
π

2
--- π

3
---
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С понятием вероятности события школьники по-
знакомились в основной школе. Там они встрети-
лись с несложными задачами, в которых вероят-
ность находилась по классической схеме, т. е. как
отношение числа благоприятных исходов к числу
всех равновероятных исходов. Эта схема, конечно,
применима только к тем задачам, в которых все ис-
ходы равновероятны. Из комбинаторики школьни-
ки должны быть знакомы с правилом произведения
и формулой числа перестановок. В пункте 27 учени-
ки повторяют классическую схему вычисления ве-
роятности, знакомятся с некоторыми методами по-
иска вероятности, в которых исходы не являются
равновероятными. В пункте 28 школьники повторя-
ют и продолжают изучать формулы комбинаторики.
Эти формулы находят применение в решении более
сложных задач на вычисление вероятностей. Фор-
мула числа сочетаний приводит к задаче возведения
двучлена в натуральную степень — формуле бинома
Ньютона. Материал главы, в основном, знаком тем
учащимся, которые обучались в основной школе по
нашему УМК. Им будет полезно его повторить. Для
школьников, занимавшихся по учебникам других
авторов, не составит особого труда изучить его. Ма-
териал этого раздела равномерно распределен между
10 и 11 классами. В 11 классе продолжится изуче-
ние вероятности и с элементами математической
статистики.

ГЛАВА

5
ЭЛЕМЕНТЫ

ТЕОРИИ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ
И  КОМБИНАТОРИКИ
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27. Понятие вероятности (2 ч)
В пункте повторяются два способа вычисления

вероятности: по классической схеме, когда извест-
но число исходов и все эти исходы равновероятны,
и с помощью статистического эксперимента, когда
результаты большого количества опытов дают оцен-
ку вероятности тем более точную, чем большее коли-
чество опытов проведено.

В начале первого урока школьники под руковод-
ством учителя вспоминают основные понятия, при-
меняемые при вычислении вероятности по класси-
ческой схеме. Ученикам фронтально предлагается
ответить, сколько исходов имеет опыт бросания мо-
нетки, игральной кости, вытаскивания карты из ко-
лоды, равновероятны ли все эти исходы. Сколько оч-
ков в сумме может выпасть при бросании двух иг-
ральных костей, равновероятны ли все эти исходы,
какие равновероятные исходы следует рассматри-
вать при бросании костей? Перечислим эти исходы:
1—1, 1—2, …, 1—6, 2—1, 2—2, …, 2—6, …, 6—1,
6—2, …, 6—6. Затем повторяется понятие благопри-
ятных исходов. Важно подчеркнуть, что благопри-
ятные исходы выбираются из числа множества всех
равновероятных исходов. Ученикам предлагается
сосчитать число исходов, благоприятных для вытас-
кивания из колоды карты, которая не является кар-
тинкой, т. е. 6, 7, 8, 9 или 10 (5•4 = 20); выпадения
четного числа очков при бросании игральной кости,
т. е. 2, 4, 6. Полезно предложить школьникам самим
придумать примеры опытов с равновероятными ис-
ходами и указать благоприятные для тех или иных
условий. После этого на доске записывается форму-

ла вычисления вероятности события A: P(A) =

и читается так, как это написано в учебнике.
Ученикам предлагается прочитать в учебнике

пример 1.
Затем самостоятельно с обсуждением в парах и

последующей фронтальной проверкой решаются
№ 447 (2, 3), 448, 449 (1).

m
n
-----
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Фронтально обсуждается поиск числа благопри-
ятных вариантов № 449 (3). Эти варианты складыва-
ются из чисел, кратных 3, кратных 5 и кратных од-
новременно 3 и 5, т. е. 15. При этом школьники
должны понять, что третья группа чисел входит и
в первую, и во вторую группу, т. е. числа, кратные
15, уже были дважды сосчитаны и их число следует
вычесть из суммы первых двух групп чисел. 

12 = 3•4, …, 99 = 3•33. В первой группе 30 чисел.
10 = 5•2, …, 95 = 5•19. Во второй группе

18 чисел. 
15, …, 90. В третьей группе 6 чисел. 
Всего 30 + 18 – 6 = 42 числа.
Для самостоятельного выполнения № 450, для

фронтальной работы № 451.
Сначала в № 451, как и во всех задачах на приме-

нение классической схемы, нужно найти число всех
возможных равновероятных исходов. Поскольку со-
трудник выбирается наугад, им может оказаться
любой из 120 человек, работающих в НИИ.

Чтобы найти число сотрудников, которые не зна-
ют ни английского, ни немецкого языка, нужно сна-
чала выяснить, сколько человек знают только анг-
лийский: 80 – 50 = 30 (с.). И наконец, сколько со-
трудников не знают ни английского, ни немецкого
языков: 120 – 60 – 30 = 30 (с.).

Домашнее задание. № 447 (1), 449 (2), 452, 453.

На втором уроке после обсуждения домашнего за-
дания фронтально решается № 454. Хотя речь идет
о нахождении условной вероятности, но сам термин
не вводится, а задача решается с помощью перечис-
ления возможных вариантов. 

Затем разбираются примеры 2 и 3, на которых по-
вторяются понятия статистического эксперимента,
частоты и статистической вероятности.

Самостоятельно с последующим обсуждением ре-
шаются № 460, 461.

Можно начать выполнение № 456 (1) и выполнить
его для буквы «р».
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Затем полезно обсудить со школьниками № 457,
459.

В завершение урока можно предложить несколь-
ко задач на вероятность из прошедшего ЕГЭ. 

Домашнее задание. № 450, 455, 458, контрольные
вопросы и задания к пункту.

28. Вычисление
числа вариантов (6 ч)

Содержание этого пункта состоит из двух частей.
Первая часть посвящена рассмотрению правил и
формул комбинаторики, которые применяются к ре-
шению задач на вычисление числа вариантов и на
нахождение вероятностей. Спецификой изучения
материала этого пункта является практически одно-
временное изучение формул числа перестановок,
размещений и сочетаний. Это сделано для того, что-
бы облегчить школьникам важнейший этап реше-
ния задач — выяснение типа комбинаций, о котором
идет речь в задаче. Заметим, что практика последо-
вательного изучения разных видов комбинаций тра-
диционно приводит к весьма слабым результатам.

Вторая часть пункта посвящена формуле бинома
Ньютона.

На первом уроке повторяется правило произведе-
ния и рассматриваются примеры 1 и 2, при разборе
которых повторяется понятие перестановки и выво-
дится формула числа перестановок из n элементов.
На уроке выполняются № 462—468.

Самостоятельно решаются № 462, 463.
Затем разбираются примеры 3 и 4. Замечание об

определении факториала при n = 1 и n = 0 на первом
уроке не рассматривается. В процессе обсуждения
решения примеров 3 и 4 вводятся понятия размеще-
ний и сочетаний. Общие формулы числа размеще-
ний и сочетаний получаются обобщением рассмот-
ренных для конкретных задач.
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Формулы числа перестановок, размещений и со-
четаний записываются на классной доске, вывеши-
ваются в виде плакатов или проектируются с по-
мощью мультимедийного проектора.

Завершается урок фронтальным обсуждением со-
держания № 464—468. Ученикам во всех номерах
предлагается ответить на вопрос о том, как вычис-
лить число всех возможных равновероятных исхо-
дов. Тип комбинаций зависит от того, как составля-
ются благоприятные исходы, т. е. важен ли порядок
их элементов.

Домашнее задание. Вычислить или записать с по-
мощью комбинаторных выражений число воз-
можных равновероятных исходов в разобранных
на уроках заданиях из № 464 (1, в; 2, в; 3, в),
466 (5, 6), 467 (4).

На втором уроке после обсуждения выполнения
домашнего задания продолжается фронтальная ра-
бота по поиску числа всех равновероятных исходов
в задачах на поиск вероятностей в № 469—478. За-
тем школьники в парах решают № 469, 470, 471.
После обсуждения полученных результатов учени-
ки переходят к нахождению числа благоприятных
вариантов в задачах, в которых они вычисляли чис-
ло всех равновероятных исходов. Эта часть решений
задач на вычисление вероятностей требует большей
смекалки, чем вычисление числа возможных исхо-
дов. Рассуждения, которые приводят к составлению
выражения, приведены в разделе «Решения». Учи-
телю при подготовке к уроку желательно их разо-
брать, чтобы вести школьников в правильном на-
правлении.

Домашнее задание. № 472, 474.

Третий и четвертый уроки строятся по той же схе-
ме, что и второй. На третьем уроке рассматривается
пример 4, а на четвертом уроке после обсуждения
домашнего задания определяется понятие фактори-
ала для частных случаев. Мотивация определения
описана в учебнике. Выполняются № 479—486.
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На пятом уроке изучение нового материала на-
чинается с разбора примера 5 из объяснительного
текста. Этот вывод основывается на только что отра-
ботанных комбинаторных представлениях школь-
ников. При выводе формулы следует использовать
учебник. Выполняются № 487—492.

Для закрепления формулы фронтально выполня-
ется № 489 (2). Ученики сначала применяют форму-
лу бинома, учитель записывает на доске соответст-
вующее выражение:

(x + 2)6 = x6 + x5•2 + x4•22 + x3•23 +

+ x2•24 + x•25 +26.

Затем в этом выражении вычисляются биноми-
альные коэффициенты и степени числа 2:

x6 + 6x5•2 + 15x4•4 + 20x3•8 +

+ 15x2•16 + 6x•32 + 64.

И, наконец, получается окончательно:

x6 + 12x5 + 60x4 + 160x3 + 240x2 + 192x + 64.

Затем с выполненным заданием сравнивается
№ 489 (1). При этом ученики должны сделать вывод
о том, что те члены, в которые число 2 входило с чет-
ными показателями степени, не изменяются, а чле-
ны с нечетными показателями степени числа 2 долж-
ны изменить знак. После этого под диктовку учени-
ков на доске учитель сразу записывает окончатель-
ный ответ: 

(x – 2)6 =

= x6 – 12x5 + 60x4 – 160x3 + 240x2 – 192x + 64.

После самостоятельного выполнения школьника-
ми № 484 (3, а, б) полезно в качестве альтернативы
показать, как при возведении в степень использо-
вать треугольник Паскаля. Желательно, чтобы пра-
вило построения треугольника Паскаля школьники
открыли сами. Для этого рассматривается и записы-

C6
5 C6

4 C6
3

C6
2 C6

1
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вается в столбики последовательность степеней дву-
члена a + b и его коэффициенты:

(a + b)0 1
(a + b)1 1 1
(a + b)2 1 2 1
(a + b)3 1 3 3 1
(a + b)4 1 4 6 4 1
(a + b)5 1 5 10 10 5 1
(a + b)6 1 6 15 20 15 6 1

Можно доказать характеристическое свойство
в общем виде  +  = .

 +  =  +  =

=  =  =

=  = 

или ограничиться № 486 (3, 4).
В разделе «Решения» большинство заданий под-

робно разобраны, поэтому ограничимся только ука-
заниями к № 490, 493.

При доказательстве равенств № 490 ученикам
нужно заметить, что в их левых частях выписаны
биномиальные коэффициенты для биномов (a + b)5

и (a + b)n. Подставив в них a = b = 1, получим дока-
зываемые равенства. 

При решении уравнений № 493 следует обратить
внимание на то, что x в выражении  может при-

нимать только натуральные значения, не меньше,
чем n.

Домашнее задание № 487 (4), 489 (4, 5), 491 (1, б).

На шестом уроке рассматривается материал
пункта, вызвавший у школьников затруднения.

Затем проводится зачет.

Cn
m + 1 Cn

m Cn + 1
m + 1

Cn
m + 1 Cn

m n!
m + 1( )! n – m – 1( )!

---------------------------------------------------------- n!
m! n – m( )!
-------------------------------

n! n – m( )  + n! m + 1( )

m + 1( )! n – m( )!
--------------------------------------------------------------- n! n – m + m + 1( )

m + 1( )! n – m( )!
----------------------------------------------------

n + 1( )!
m + 1( )! n + 1( ) – m + 1( )( )!

-------------------------------------------------------------------------------- Cn  + 1
m + 1

Ax
n
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ЗАЧЕТ ПО ТЕМЕ
«ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

И КОМБИНАТОРИКИ»

В а р и а н т 1

1. Запишите формулу вероятности события с равно-
вероятными исходами.

2. Сколькими способами можно выбрать трех де-
журных из 25 учеников класса?

3. В соревнованиях по спортивной гимнастике уча-
ствуют 12 человек. Сколькими способами можно
установить порядок их подхода к снаряду?

4. Бросается одновременно две игральные кости.
Какова вероятность, что сумма выпавших очков
будет равна 10?

5. Из карточной колоды в 36 карт наугад вынимают
две карты. Какова вероятность, что обе карты
окажутся тузами?

6. Приведите (2x – 1)6 к многочлену стандартного
вида.

7. Решите уравнение  = .

В а р и а н т 2

1. Запишите формулу числа перестановок из k эле-
ментов.

2. Сколькими способами можно выбрать 4 краски из
10 различных красок?

3. Сколько можно составить флагов с тремя горизон-
тальными полосами, если для окраски полос
можно использовать 5 разных цветов, а все поло-
сы на флаге различны по цвету?

4. Бросается одновременно две игральные кости.
Какова вероятность, что сумма выпавших очков
будет равна 6?

5. Из карточной колоды в 36 карт наугад вынимают
две карты. Какова вероятность, что обе карты
окажутся одной масти?

6. Приведите (a – 3)6 к многочлену стандартного
вида.

7. Решите уравнение  :  = 720.

8Cx + 2
x – 1 Cx + 3

4

A10
x C10

x



Ответы к зачету
В а р и а н т 1

1. P(A) = . 2.  =  = 2300 3. P12.

4.  = . 5.  =  = .

6. (2x – 1)6 = (2х)6 – 6•(2х)5 + 15•(2х)4 – 20•(2х)3 +
+ 15•(2х)2 – 6•(2х) + 1 = 64х6 – 192х5 + 240х4 –
– 160 х3 + 60х2 –12х + 1.

7.  = , x = 29.

В а р и а н т 2

1. Pk=k!. 2.  =  = 210. 3.  = 5•4•3 =

= 60. 4. . 5.  =  = . Можно рассуж-

дать иначе. После того как вынута первая карта,
в колоде осталось 35 карт, из которых 8 карт имеют
ту же масть, что и первая карта. Отсюда искомая ве-

роятность равна .

6. (a – 3)6 = a6 – 6•3•a5 + 15•32•a4 – 20•33•a3 +
+ 15•34•a2 – 6•35•a + 36 = 

= a6 – 18a5 + 135a4 – 540a3 + 1215a2 – 1458a + 729.
7.  :  = 720, (10 – х)! = 720, 10 – х = 6, х = 4.

Домашнее задание. п. 29 разделы «Область опреде-
ления, область значения, непрерывность функ-
ции». Уметь объяснить план выполнения заданий
№ 494—497 и, если потребуется, решить. По дан-
ным разделам подготовить вопросы и указать за-
дания, которые вы не смогли решить или не знае-
те, как решать.

m
n
----- C25

3 25•24•23
3•2

-------------------------------

3
36
------- 1

12
-------

C4
2

C36
2

--------- 4•3
36•35
------------------- 1
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----------

8Cx + 2
x – 1 Cx + 3

4

C10
4 10•9•8•7

2•3•4
--------------------------------- A5

3

5
36
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4C9
2

C36
2
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36•35
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8
35
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Содержание и организация обобщающего повто-
рения, завершающего курс 10 класса, во многом
зависит от того, насколько прочно школьниками
был усвоен материал в течение года. В учебнике
внимание равномерно распределено между темами.
В то же время учитель может, конечно, акцентиро-
вать внимание школьников на тех или иных аспек-
тах повторяемого материала. При этом можно ис-
пользовать задания из ранее пройденных пунктов
или дополнительные источники упражнений.

При работе с материалом главы ученики сначала
дома самостоятельно изучают указанный учителем
фрагмент пункта и разбирают предложенные в учеб-
нике задания. В результате они приходят на урок,
достаточно ориентируясь в соответствующем матери-
але, понимая, какие задания у них могут вызвать за-
труднения, какие места объяснительного текста по-
казались им не вполне ясными. Сами уроки в этом
случае строятся как бы по заявкам школьников.

В повторение включен и новый материал, которому
следует уделить особое внимание. Это обратные триго-
нометрические функции в п. 29 и понятия равносиль-
ности и следования при решении уравнений и нера-
венств в п. 30.

29. Функции и графики (6 ч)
Первый урок посвящается повторению материала

об областях определения, областях значений и не-
прерывности функций. Выполняются № 494—497.

ГЛАВА

6
ПОВТОРЕНИЕ
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Полезно на этом и всех последующих уроках до-
ску делить на 3 части. Центральную часть исполь-
зовать для фронтальной работы с классом. Одну из
боковых частей отвести для работы с сильными уче-
никами, которые захотят выполнять задания повы-
шенной трудности, в учебнике они отмечены черным
кружком или звездочкой. Другая боковая часть до-
ски предназначается для индивидуальной работы со
слабыми учениками и с теми, у кого возникли труд-
ности со стандартным материалом. Такое разделение
доски дает учителю возможность работать с ученика-
ми на разных уровнях трудности. Кроме того, учи-
тель всегда может привлечь внимание всего класса к
соответствующей части доски. Учеников рассадить
можно в соответствии с уровнем трудности выпол-
няемых ими заданий — ближе к той части доски, ко-
торая вызывает у них больший интерес.

В начале урока проводится тест, который даст
возможность быстро проверить знания учащихся об
областях определения некоторых функций. Облас-
ти определения функции будет уделено внимание
в № 494, к которому ученики приступят после про-
верки теста.

Тест

Вариант 1 Вариант 2

1. Найдите область определения функции:

y =

Ответы:

1) ( –∞; 3);
2) ( –∞; 3) ∪ (3; +∞);
3) ( –∞; –2); 
4) ( –∞; –2) ∪ (–2; +∞)

1) (1; +∞); 
2) ( –∞; –1]; 
3) ( –∞; –1);
4) [1: +∞)

x  – 3

3x + 4 – 9
------------------------- 23x  + 1 – 16
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Ответы к тесту
Вариант 1. 1. 4. 2. 1.
Вариант 2. 1. 4. 2. 3.

Поскольку в домашней работе к этому уроку учени-
ки должны были разобрать № 494—496, полезно сна-
чала выяснить, с какими трудностями они встре-
тились, какие задания желательно разобрать. Если
задания названы, то те ученики, которые могут их вы-
полнить, показывают решения на доске. Если задания
не названы, то учитель может по своему усмотрению
вызвать двух учеников и предложить им решить
№ 494 (1, 5, 6). Пока ученики на боковых частях до-
ски оформляют решения, весь класс принимает учас-
тие во фронтальном анализе данного номера. При этом
ученики называют функцию, говорят, какими усло-
виями ограничивается область определения и каков
план ее нахождения. Так, в заданиях 5 и 6 любой уче-
ник класса должен сказать, что логарифмическая
функция определена, когда основание логарифма
больше нуля и не равно единице, а ее аргумент — вы-
ражение, стоящее под знаком логарифма, больше ну-
ля.

Рассмотрим решения некоторых заданий из
№ 494.

Р е ш е н и е. № 494 (5). Область определения функ-
ции logx – 0,5(4x – x2 – 2) требует одновременного вы-
полнения следующих условий: х – 0,5 > 0, х – 0,5 ≠ 1,

Окончание табл.

Вариант 1 Вариант 2

2. Даны функции: 

1) у = ; 2) у = ; 3) у = ; 

4) y = lg(x + 2). Укажите функцию, областью определе-
ния которой является промежуток:

( –∞; –2) (–∞; 2]

–3
2 + x
---------------

1
x  + 2( )2

----------------------- 2 – x
4 + x2
------------------4
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4х – x2 – 2 > 0. Из которых мы
получаем, что х > 0,5, х ≠ 1,5,

2 – < х < 2 + .

О т в е т: D(f) = (2 – ; 1,5) ∪

∪ (l,5; 2 + ).
№ 494 (6). Область определения

функции logsin x + 0,5 cos x предпо-
лагает одновременное выполнение
следующих условий: 

sin х + 0,5 > 0, sin х + 0,5 ≠ 1, cos х > 0 (рис. 22).
Следовательно,

– + 2πn < х < + 2πn; x ≠ (–1)n  + πn;

– + 2πn < x < + 2πn, n � Z.

О т в е т: – + 2πn; + 2πn ∪ + 2πn; + 2πn ,

n � Z.
От области определения переходим к области зна-

чений функций. Следует сказать об обозначении
Е(у), принятом для области значений функции y.

Самостоятельная работа
Запишите область значений функции:
1) y = sin x; 4) у = lg x; 7) у = tg x.

2) y = ; 5) у = 2x;

3) у = ; 6) у = (0,3)x;

Взаимопроверка работ. Поднимают руки те уче-
ники, кто не сделал ни одной ошибки, затем те, кто
сделал одну ошибку. Учителю становится ясен уро-
вень знаний класса.

Затем школьникам предлагается объяснить, из ка-
ких соображений они будут находить области значе-
ний функций № 495. На доске выполняются те зада-
ния, которые вызвали трудности. Если большинство

0
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6
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6
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учеников класса правильно составили план выпол-
нения задания, разбирать его нет смысла. Полезно
несколько задержаться на обсуждении плана выпол-
нения № 495 (6). Если найдутся ученики, которые
предложат способы, описанные ниже, им следует
предоставить возможность оформить свое решение на
доске и только потом выяснять, кто из учеников прав.

Способ 1. Чтобы получить наименьшее значение
данной функции, надо взять наименьшее значение
синуса, т. е. –1:  2•(–1)2 + (–1) –1 = 0.

Для получения наибольшего значения функции
возьмем наибольшее значение синуса, которое равно
1: 2•12 + 1 – 1= 2.

О т в е т: E(у) = [0; 2].
Способ 2. Оценим значения функции у = 2 sin2 x +

+ sin х – 1, исходя из ограниченности значений
синуса: –1 � sin x � 1, 0 � sin2 x � 1, 0 � 2sin2 x � 2.
Сложим последнее неравенство с первым и получим
–1 < 2 sin2 x + sin x < 3, вычтем из каждой части не-
равенства по единице: –2 � 2sin2 x + sin x – 1 � 2.

О т в е т: Е(у) = [–2; 2].
Способ 3. Сделаем замену переменных t = sin x,

получим квадратичную функцию у = 2t2 + t – 1, где
|t| � 1. Ветви параболы у = 2t2 + t – 1 направлены
вверх, а ее вершина имеет абсциссу t = –0,25, которая
попадает в промежуток, где |t| � 1. Значит, наимень-
шее значение функция принимает при t = –0,25 и оно
равно 2•(–0,25)2 – 0,25 – 1 = –1,125.

Найдем наибольшее значение функции. Так как
вершина параболы дальше от правой границы про-
межутка допустимых в нашем случае значений t, на-
ибольшее значение функция будет иметь в точке
t = 1. Это значение равно 2.

О т в е т: E(у) = [–1,125; 2].
Верным, конечно, является третий способ. Квад-

ратичная функция здесь основная, а функция синус
только вносит дополнительные ограничения на об-
ласть определения.

Затем самостоятельно школьники выполняют за-
дание из № 495 (7).
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В № 495 (8) будем рассуждать так: «Функция
y = 0,5z убывающая, поэтому свое наибольшее значе-
ние она принимает, когда ее показатель наименьший.
Наименьшее значение показатель z = x2 – 4x + 3 при-
нимает при х = 2: z = –1, значит, наибольшее зна-
чение у равно 0,5–1 = 2. Большему показателю соот-
ветствует меньшее значение функции у. Поскольку
показатель может принимать какие угодно большие
значения, функция у не имеет наименьшего значе-
ния. Ее значения, оставаясь положительными, могут
быть как угодно близки к нулю».

О т в е т:  Е(у) = (0; 2].
В № 495 (9) полезно сначала найти область опреде-

ления функции. Подкоренное выражение должно
быть неотрицательным, значит, D(y) = [–3; 1]. На-
ибольшему значению подкоренного выражения со-
ответствует наибольшее значение корня и наиболь-
шее значение функции у. Это происходит при x = –1,
тогда у = 4. А наименьшее значение функция у при-
нимает, когда корень наименьший, т. е. равен нулю:
у = 1.

О т в е т:  Е(у) = [1; 4].
В № 495 (10) имеем дело с суммой обратно про-

порциональных переменных, которая принимает
наименьшее значение при равенстве слагаемых.

3x = 3–x, х = –х, х = 0, y = 30 + 30 = 2.

Затем переходим к промежуткам непрерывности
функций № 496. Составляем совместно с классом
план выполнения заданий, затем ученики самостоя-
тельно решают № 496 (3).

Домашнее задание. Повторите разделы «Непрерыв-
ность и монотонность функции» и разберите зада-
ния № 497—504. Подготовьте вопросы по теме
и к заданиям.

На втором уроке продолжается разговор о непре-
рывности функций. Сначала со школьниками обсуж-
дается № 496 (4). В одной системе координат необхо-
димо построить графики функций у = [х] и у = {2х},
а затем другим цветом график их суммы. По чертежу
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дается ответ: [0,5 + n; 1,5 + n), n � Z. При обсуждении
результатов учитель изображает фрагмент графика
на доске.

Вспомнив о целой и дробной частях, ученики
освежают в памяти понятие элементарной функции.
Текст учебника можно уточнить, указав на то, что
число знаков действий в выражении, задающем эле-
ментарную функцию, должно быть ограничено. Кро-
ме того, выпадают из числа элементарных кусочно-
заданные функции, если, конечно, их нельзя задать
одним выражением. Так, например, известную функ-

цию у = |x | можно задать кусочно: у =

но можно и выражением y = , значит, функция
у = |х | является элементарной.

В нашем курсе широко используется тот факт,
что элементарные функции непрерывны на своих об-
ластях определения.

Следующим рассматривается № 497, посвящен-
ный методу интервалов. Самостоятельно ученики
должны решить из него первое неравенство, а на до-
ске полезно разобрать пятое.

№ 497 (5). Р е ш е н и е. > 0, 0,5x – 2 = 0,

х = –1; cos x = 0, х = + πп, n � Z (рис. 23).

О т в е т:  – – 2πn; – – 2πn ∪ – ; –1 ∪

∪ + 2πn; + 2πn , n � N.

От неравенств № 497 разговор переходит к поня-
тию монотонности. Знание условий возрастания и

x, при x � 0,
–x, при x < 0,

x2

–1

+
– – – –

+ +

5π
2

-------– 3π
2

-------– π

2
---–

π

2
---

x

3π
2

-------

Рис. 23

0,5x – 2
cos x

-----------------------

π

2
---

5π
2

------- 3π
2

------- π

2
---

π

2
--- 3π

2
-------
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убывания показательной и логарифмической функ-
ций позволяет школьникам решить неравенства
№ 498. Эти неравенства сначала анализируются уче-
никами, затем неравенство 1 решается самостоя-
тельно, а неравенство 3 разбирается на доске.

Промежутки монотонности ученики фронтально
указывают по рисункам 114 и 115 учебника № 499.
При анализе графиков учитель формулирует сле-
дующие в о п р о с ы  и з а д а н и я.

1. Назовите область определения функции.
2. Назовите область значений функции (рис. 115).
3. Назовите промежутки возрастания и убыва-

ния.
4. При каких значениях х значения функции по-

ложительны (отрицательны) (рис. 115)?
5. При каких значениях х значения функции

больше трех (рис. 115)?
6. Назовите нули функции (рис. 115).
7. В какой точке график пересекает ось ординат

(рис. 115)?
Школьники должны показать понимание того,

что на промежутке возрастания при увеличении ар-
гумента увеличивается и значение функции, а на
промежутке убывания при увеличении аргумента
значение функции уменьшается.

Один ученик на доске демонстрирует решение
№ 500. Пока он готовится к ответу, класс анализи-
рует задания № 501.

Фронтально с классом можно провести аналити-
ческое решение № 501 (1).

№ 501 (1). Р е ш е н и е. Находим ОДЗ: х – 2�0, х�2.
Возьмем х1 > х2 � 2, тогда –x1 < –x2, 5 – х1 < 5 – х2.

Функция у = 0,5z убывающая, значит, большему
значению аргумента соответствует меньшее значе-

ние функции, т. е. > .

Функция у =  возрастающая, следовательно,
большему значению аргумента соответствует боль-
шее значение функции, т. е. поскольку х1 – 2 > x2 – 2,

0,55 – x1 0,55 – x2

t
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имеем > . Сложим два неравенства

одного смысла: 

+ > + .

В результате преобразований получилось, что боль-
шему значению аргумента соответствует большее
значение функции, т. е. исходная функция возрас-
тающая.

А затем обязательно следует провести рассужде-
ния устно. Функция у = 0,5x убывающая, а функция
у = 0,5–x возрастающая. Здесь можно подключить
знания о преобразованиях графиков. Второй график
получается из первого симметрией относительно
оси ординат (можно показать на доске). Возрастаю-
щей является и функция у = 0,55 – x, так как ее гра-
фик получается из второго графика сдвигом вдоль
оси абсцисс, что не влияет на возрастание или убы-

вание. Функция у =  — возрастающая, функция

у =  тоже, так как получается сдвигом перво-
го графика. Сумма двух возрастающих функций яв-
ляется возрастающей.

Аналогичные рассуждения проводятся во втором
задании.

№ 501 (3). ОДЗ функции: х � 1. При х > 1 оба мно-
жителя положительны и при росте значений х их
значения увеличиваются, следовательно, растет и их

произведение. Следовательно, у = (х + 1)  —
функция возрастающая.

№ 501 (4). ОДЗ функции: х � –1. В данном зада-
нии функция является произведением двух множи-
телей, которые не всегда являются положитель-
ными, поэтому вывод задания 3 здесь не подходит.
Возьмем три значения аргумента: х1 = –1, х2 = –0,5,
x3 = 1. Найдем значения функции в данных точках:
y1 = 0, y2 < 0, у3 = 0. Видно, что данная функция
не является ни возрастающей, ни убывающей.

№ 501 (5). ОДЗ функции: х < –2. На промежутке
(–∞; –2) функции у = х2 и у = lg(–x) убывают. Убы-

x1 – 2 x2 – 2

0,55 – x1 x1 – 2 0,55 – x2 x2 – 2

x

x – 2

x – 1



242

вает и функция у = lg(–2 – x). Сумма двух убываю-
щих функций является убывающей функцией.

Функция в № 501 (6) имеет вид:

y = (x2 – 16)lg(–2 x). 
Эта функция не является ни возрастающей,

ни убывающей, в чем легко убедиться, заметив, что
–4 и –3 являются ее нулями.

Затем анализируется № 502, некоторые задания
которого требуют промежуточных записей. Можно
для их выполнения вызывать отдельных учеников
к доске.

Образец анализа № 502 (1). Подкоренное выраже-
ние положительно при любом значении аргумента,
так как D < 0, значит, функция определена на всей
числовой прямой.

Функция y возрастает на том промежутке, где под-
коренное выражение убывает, а убывает на проме-
жутке возрастания подкоренного выражения. По-
скольку вершина соответствующей параболы имеет
абсциссу x0 = –1 и ветви параболы направлены вверх,
то функция y убывает на промежутке [1; +∞), а воз-
растает на промежутке (–∞; –1].

Завершается работа в классе устным решением
уравнений № 504 (1—6). Ученики рассказывают,
как они подбирают корень и почему он единствен-
ный. Пока идет фронтальная работа с заданиями
1—6, к доске можно вызвать сильных учеников для
решения последних заданий номера.

№ 504 (1). Функция у = 5x – 4 возрастающая, ло-
гарифмическая функция по основанию 5 от возрас-
тающей функции тоже возрастающая, а функция
у = 1 – х убывающая. Слева стоит возрастающая
функция, а справа убывающая, значит, их графики
пересекаются в одной точке. Ее абсцисса равна 1.

№ 504 (3). ОДЗ уравнения: х � 1. В левой части ра-
венства стоит возрастающая функция, как сумма
возрастающих функций. В правой части равенства
стоит квадратичная функция, вершина параболы на-

ходится в точке с ординатой х0 = . Таким образом,1
3
---
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в область ОДЗ попадает правая ветвь параболы, на-
правленная вниз, т. е. правая часть равенства на ОДЗ
задает убывающую функцию. Уравнение имеет ко-
рень х = 2, а других быть не может.

№ 504 (7). Наибольшее значение левой части 1.
Наименьшее значение правая часть имеет при х = 1,
а при других значениях х правая часть больше 1.

При х = 1 левая часть уравнения sin = 1, значит,

1 — корень данного уравнения, а других корней нет.
№ 504 (8). Свое наименьшее значение 2 левая

часть уравнения принимает при х = 2. При этом же
значении х правая часть уравнения принимает свое
наибольшее значение, также равное 2. При других
значениях х правая часть меньше 2. Значит, 2 —
единственный корень уравнения.

№ 504 (9). Свое наименьшее значение, равное 2,
левая часть принимает при х = 0. При этом же значе-
нии х правая часть принимает свое наибольшее зна-
чение, также равное 2. При других значениях х ле-
вая часть больше, а правая не больше, чем 2. Значит,
0 — единственный корень уравнения.

Домашнее задание. Прочитать раздел «Обратимость
функции». Разобрать задания из № 505, 506.
Подготовить вопросы.

Третий урок посвящается обратимости функций.
Взаимно обратные функции в учебнике определя-
лись через симметрию их графиков относительно
прямой у = х. Обычно это понятие определяется ина-
че, а симметрия их графиков рассматривается как
признак или свойство взаимно обратных функций.
Поэтому не стоит акцентировать внимание на том,
что является определением. Главные акценты дела-
ются на условие обратимости (каждое свое значение
функция принимает один раз, т. е. при каком-то од-
ном значении аргумента) и на выделение промежут-
ка, на котором функция обратима.

Начинается урок с математического диктанта по
графикам, изображенным на доске.

π

2
---
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Математический диктант
Выполните задания с изображенными на доске

графиками функций (рис. 24).
1. Укажите рисунок, на котором областью опреде-

ления функции является множество

(–∞; 0) ∪ (0; +∞).

2. Укажите рисунок, на котором областью значений
функции является промежуток [0 + ∞).

3. Укажите рисунок, на котором нулем функции яв-
ляется x = –4.

4. Укажите рисунок, на котором функция убывает
на промежутке [–3; ∞).

5. Укажите рисунок, на котором изображен график
четной функции.

6. Укажите рисунок, на котором изображен график
нечетной функции.

7. Укажите рисунок, на котором изображен график
функции, наибольшее значение которого равно 0.

8. Укажите рисунок, на котором изображен график
функции, положительные значения которого
принадлежат промежутку (–5; –1).

9. Укажите рисунок, на котором изображена обра-
тимая функция.

y

x

1

1

y = f(x)

0

2)1)

3) 4)

y

x

1

1

y = g(x)

0

y

x

1

1

y = h(x)
y

x

1

1
0 3–4

0

Рис. 24
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Ответы к математическому диктанту

После проверки математического диктанта учи-
тель комментирует текст учебника с рисунками на
с. 223—225.

Затем устно проверяется № 505, задания 1—4 под
буквами а) и б). В это время на доске сильные уче-
ники демонстрируют решение № 505 (г),  а слабые —
№ 505 (в).

После этого фронтально со всем классом решается
№ 506.

Полезно в данный урок включить задания, которые
дают возможность на обратных тригонометрических
функциях еще раз повторить известный материал.

1. Найдите область определения функции

у = .

2. Найдите область значений функции
у = 3 – arccos 2x.

3. Найдите промежутки знакопостоянства функ-
ции у = arcsin 4х.

4. Для следующих функций найдите обратные:

а) у = ; в) у = arctg x + .

б) у = arcsin (x – 1);

Р е ш е н и я.

1. Для функции y =  арксинус должен
удовлетворять двум условиям:

подкоренная функция должна быть неотрица-
тельна;

по определению область значений – ; .

Следовательно, 0 � arcsin х � , 0 � х � 1.

О т в е т: 0 � х � 1.

Номер задания 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Номер рисунка 2 1 4 3 1 2 4 3 2

arcsin x

1

x + 2
------------------- π

2
---

arcsin x

1

2
π

2
--- π

2
---

π

2
---
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2. Поскольку 0 � arccos 2x � π, то 
–π � –arccos 2x � 0 и 3 – π � 3 – arccos 2x � 3.

Так как функция непрерывна, то она принимает все
значения из промежутка [3 – π; 3].

О т в е т: Е(у) = [3 – π; 3].

3. Арксинус положителен, когда положителен
его аргумент. С учетом области определения имеем
0 < 4х � 1, 0 < х � 0,25. Арксинус отрицателен, ког-
да отрицателен его аргумент. С учетом области опре-
деления имеем –1 � 4x � 0, –0,25 � x < 0.

О т в е т:  функция принимает положительные
значения на промежутке (0; 0,25), а отрицатель-
ные — на промежутке (–0,25; 0).

4. а) Выразим x как функцию у: x = – 2,

где у > 0. Переименуем переменные: у = – 2,

где x > 0. 

О т в е т:  у = – 2, где x > 0.

4. б) При замене x на х – 1 график арксинуса сдви-
гается на 1 вправо. Тогда график обратной функции
y = sin x, симметричный ему относительно прямой
у = х, при этом сдвинется на 1 вверх. Его уравнением
будет y = sin x + 1. Это преобразование не изменит

область определения: – � х � .

О т в е т: y = sin x + 1, где – � х � .

4. в) Прибавление  сдвигает график арктангенса

на  вверх. График обратной функции y = tg x, сим-

метричный ему относительно прямой у = х, при этом

сдвинется на  вправо. Его уравнением будет

y = tg x – . Границы области определения танген-

1
y2
------

1
x2
------

1
x2
------

π

2
--- π

2
---

π

2
--- π

2
---

π

2
---

π

2
---

π

2
---

π

2
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са – < x <  при этом преобразовании увеличатся

на . Применим формулу приведения. 

О т в е т:  у = –ctg (x), где 0 < х < π.

Домашнее задание. Изучить разделы «Четность и
нечетность функции» и «Периодичность функ-
ции». Разобрать задания из № 507—510. Подго-
товить вопросы.

Четвертый урок посвящается четности и пери-
одичности функций. Если вопросов по материалу
нет, то урок можно начать с самостоятельной работы
с последующей ее проверкой в классе.

Самостоятельная работа

Вариант 1 Вариант 2

1. Функция у = f(x) определена на отрезке [–1; 4].
Найдите область определения функции:

у = f( ) y = f(x2)

2. Найдите множество значений функции:

y = log2(x – x2) y =

3. Найдите промежутки монотонности функции:

y = y = lg (x2 – x)

4. Исследуйте на четность функцию:

y = lg(x + ) y = log2

5. Найдите наименьший положительный период функ-
ции:

y = tg πx y = tg

π

2
--- π

2
---

π

2
---

x

x – x2

2x2 – x

x2 + 1 x  + 1
x  – 1
---------------

x
π
---
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Ответы к самостоятельной работе
Вариант 1. 1. [0; 16]. 2. [–∞; –2]. 3. Возрастает на

[0,5; +∞), убывает на (–∞; 0,5]. 4. Ни четная, ни не-
четная. 5. 1.

Вариант 2. 1. [–2; 2]. 2. [0; 0,5]. 3. Возрастает на
[0,5; 1), убывает на (0; 0,5]. 4. Нечетная. 5. π2.

При обсуждении результатов следует подробно
остановиться на последнем задании работы. Самое
простое рассуждение, позволяющее устно найти
наименьшие периоды, связано с преобразованием
графиков. В первом варианте график y = tg x сжи-
мается к оси ординат в π раз, что влечет уменьше-
ние наименьшего периода в π раз, а во втором ва-
рианте график y = tg x растягивается от оси ординат
в π раз, что влечет увеличение наименьшего периода
в π раз.

Устно ученики отвечают на вопросы № 508, в это
время двое учеников выполняют на доске № 509.

Полезно на уроке рассмотреть следующие з а д а-
н и я:

1. Покажите, что число T является периодом
функции:

a) f(x) = sin , Т = 4π; в) h(x) = {2х}, Т = 0,5.

б) g(x) = ctg 2πx, Т = 2; 
2. Докажите, что число T = 0,5 не является пери-

одом функции у = tg x.
3. Найдите период функции f(x) = sin 2x•cos 2x.
4. Докажите, что функция не является периоди-

ческой:

а) у = ; б) y = cos .

В задании 4 можно воспользоваться тем, что
функции имеют по одной точке разрыва. Можно
также использовать монотонность функций на бес-
конечном промежутке [2; +∞), что исключает воз-
можность периодичности, так как повторяющиеся
значения при монотонности отсутствуют.

x
2
---

1
x – 2
-------------- 1

x
---



249

Затем в тетрадях и на крыльях доски выполняет-
ся № 510, разбором которого урок завершается.

Домашнее задание. Прочитать раздел «Преобразо-
вания графиков», подготовить вопросы и уметь
решать № 511—517, 520. 

Пятый урок посвящается преобразованиям гра-
фиков. Начинается урок с повторения изученных
преобразований графиков. На доске изображаются
пары графиков (рис. 25). В каждой паре один из гра-
фиков принадлежит функции y = f(x). Ученикам
предлагается задать вторую функцию.

Затем устно разбираются № 511, 513, 514, 520,
519, а № 515, 516 выполняются на доске и в тетра-
дях.

На шестом уроке можно рассмотреть задания из
№ 518, 521—523. Как обычно при работе с трудны-
ми заданиями сначала фронтально обсуждается
план решения. Завершить урок можно самостоя-
тельной работой.

Самостоятельная работа
В а р и а н т 1

1. Найдите область значений функции 

у = –3 sin х + 1.

1) [–1; 1]; 3) [–2; 4]; 
2) [–3; 3]; 4) [–3; 4].

2. Укажите нечетную функцию.

1) у = cos х; 3) у = ;
2) у = log3х; 4) у = 3x.

3. Найдите наименьшее значение функции

f(x) = 0,5х2 – 3х – 3,5 на отрезке [–1; 4].

4. Найдите наименьший период функции

g(x) = sin2 4x – cos2 4x.

x3



250

y

x

1
0

1
–1

2 3 4–2

–3

y = f(x)4

–1

y

x

1
0

1
–1

2 3 4–2

–3

y = f(x)
4

–1

y

x0 1
–1

2 3 4–2

–3

y = f(x)4

–1

y

x0 1
–1

2 3 4–2

–3

y = f(x)

4

–1

y

x0 1
–1
–2

y = f(x)4

–1

y

x0 1
–1

2 3 4–2

y = f(x)4

–1

–2

Рис. 25



251

В а р и а н т 2

1. Найдите область значений функции

у = 0,5cos х – 1.

1) [–1; 1]; 3) [–0,5; 0,5];
2) [0; 1]; 4) [–1,5; –0,5].

2. Укажите, какая из функций не является ни чет-
ной, ни нечетной.

1) у = tg x; 3) y = ;
2) у = lg x; 4) y = |х |.

3. Найдите наибольшее значение функции

y = –0,25x2 + 3х – 8 на отрезке [8; 10].

4. Найдите наименьший период функции

f(x) = 0,2•sin 3x•cos 6x•cos 3x.

Ответы к самостоятельной работе

Вариант 1. 1. 3. 2. 3. 3. у = –8. 4. .

Вариант 2. 1. 4. 2. 2. 3. у = 0. 4. .

Домашнее задание. Прочитать п. 30. Знать, как вы-
полняется № 524.

30. Уравнения и неравенства (4 ч)
В этом пункте рассматриваются вопросы, связан-

ные с потерей и приобретением посторонних реше-
ний. Ученики знакомятся с понятиями равносильного
и неравносильного преобразования. До этого момента
в нашем курсе соответствующая символика не приме-
нялась. Практически все типы преобразований, рас-
сматриваемых в пункте, уже встречались школьни-
кам при изучении конкретных функций. Поэтому
здесь фактически речь идет не об изучении, а об ос-
мыслении знакомых приемов решения уравнений и
неравенств.

x3

π

4
---

π

6
---
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Объяснительный текст пункта вполне доступен
большинству школьников, поэтому перед тем, как
работать с материалом, следует предложить школь-
никам самостоятельно разобраться в нем дома. А на
уроках учитель отвечает на возникшие у школьников
вопросы и проводит соответствующий тренинг. Ко-
нечно, основное внимание при этом уделяется тем ти-
пам уравнений или неравенств, которые у школьни-
ков вызывают наибольшие затруднения. Если класс
не очень сильный, повторение можно выстроить по
основным типам уравнений и неравенств: иррацио-
нальные, показательные и логарифмические, триго-
нометрические. В сильном классе такое разделение
излишне, лучше сконцентрировать внимание школь-
ников на причинах неравносильности в различных
преобразованиях.

Учащиеся, безусловно, должны овладеть поняти-
ями равносильности и равносильного преобразова-
ния. В то же время умение свободно применять мате-
матическую символику при оформлении решений
формировать у всех школьников необязательно. Рас-
смотренные ранее образцы оформления решений,
в которых, например, вместо использования символа
совокупности рассматриваются различные случаи,
вполне соответствуют самым строгим требованиям.

На первом уроке особое внимание уделяется ре-
шению иррациональных уравнений, неравенств и их
систем. После разговора о равносильности фронталь-
но сравниваются выражения № 524 (3, 4, 5, 9), урав-
нения № 525 (1, 2, 3) и неравенства № 530 (2, 3, 4).

Затем школьникам можно предложить тест, кото-
рый выполняется в тетрадях, а два ученика вызыва-
ются к крыльям доски.

Тест
1. Укажите промежуток, которому принадлежит

корень уравнения:

= –2.

1) (–9; –6); 2) (–6; –3); 3) (–3; 0); 4) (0; 3).

x – 33
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2.  Сколько корней имеет уравнение

= 1 – x2?
1) Ни одного; 2) один; 3) два; 4) три; 5) четыре.

Ответы к тесту
Задание 1: 2; задание 2: 1.
З а т е м  крылья доски поворачиваются и обсуж-

даются  р е ш е н и я.

1. При решении уравнения = –2 обе его
части возводятся в куб: х – 3 = –8, х = –5. Посколь-
ку возведение в нечетную степень является равно-
сильным преобразованием, проверку корня делать
не надо. 

О т в е т:  –5.

2. При решении уравнения = 1 – х2

возводим обе его части в квадрат: х4 + х2 – 11 =
= 1 + х4 – 2х2. После преобразования получим
3х2 = 12, х2 = 4, х = –2 или х = 2.

Поскольку преобразование не является равносиль-
ным, а точнее говоря, при этом преобразовании могут
появиться посторонние решения, следует сделать про-

верку. Проверим число x = –2. =
= 1 – 4, 3 = –3. Равенство неверно, следовательно, –2
не является корнем уравнения. Аналогично прове-
ряем число 2, которое тоже не является корнем урав-
нения. 

О т в е т: нет корней.
1) В чем причина неравносильности при возведе-

нии обеих частей в квадрат? [В квадрат можно возво-
дить равенства или неравенства только с неотрица-
тельными частями.] 2) Выполнения какого условия
следовало потребовать, чтобы возведение в квадрат
данного уравнения было равносильным преобразо-
ванием? [Неотрицательности правой части, т. е.
1 – х2 � 0.]

3) Давайте подумаем, какие значения при этом
может принимать х? [–1 � х � 1.] Каким тогда будет

x4 + x2 – 11

x – 33

x4 + x2 – 11

–2( )4 + –2( )2 – 11
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подкоренное выражение? [Отрицательным.] Значит,
если бы мы с самого начала проверили правую часть,
вывод об отсутствии корней у данного уравнения
можно было бы дать устно. Кроме того, проверяя
корни, мы подставляли их в обе части равенства,
а нам достаточно убедиться в том, что правая часть
больше или равна нулю.

Таким образом, равносильным будет переход от

уравнения = 1 – x2 к системе 

Затем говорится о знаке равносильности, и школь-
никам предлагается самостоятельно оформить с по-
мощью знаков равносильности решение уравнения
№ 525 (1). Можно вызвать одного из школьников ре-
шать задания за крылом доски.

№ 525 (1). Р е ш е н и е. Оформление с помощью
символа равносильности:

= 2x – 1 ⇔

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔ x = 3 + . 

Здесь следует сказать, что можно было не решать
неравенство 2х – 1 � 0, а подставить в него корни
первого уравнения системы. При демонстрации
оформления можно ввести символ совокупности
вместо союза «или».

Домашнее задание. П. 30, пример 1, № 535, 524
(11—13), 525 (8), 530 (7, 8).

На втором уроке повторяются способы решения
показательных и логарифмических уравнений и не-
равенств.

В начале урока к доске приглашаются ученики
с демонстрацией решений домашних заданий. Пока
одни ученики оформляют доску, другие устно разби-

x4 + x2 – 11

х4 + х2 – 11 = 1 + х4 – 2х2,

1 – х2 � 0.

3x2 + 2x – 1

3x2 + 2x – 1 = 4x2 + 1 – 4x,
2x – 1 � 0

x2 – 6x + 2 = 0,
x � 0,5

x = 3 –  или x = 3 + ,

x � 0,5

7 7
7
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рают № 535, 536 (1—3). Затем проверяются решения
на доске, и класс приступает к тестированию.

Тест

После проверки ответов внимание уделяется
оформлению решений. Сначала оформим решения по-
казательных уравнений.

Вариант 1. 1) 2x – 1 + 2x + 1 = 20 ⇔ + 2•2x = 20 ⇔

⇔ 2x + 4•2x = 40, 2x (1 + 4) = 40 ⇔ 2x = 8, 2x = 23 ⇔
⇔ x = 3.

Вариант 2. 2) Сведем данное показательное урав-
нение 49•72x – 50•7x + 1 = 0 к квадратному, сделав
замену переменных t = 7x , 49t2 – 50t + 1 = 0.

Почему при таком переходе нельзя использовать
знак равносильности? [Уравнение относительно t
может иметь другие корни, чем исходное уравне-
ние.]

Корни квадратного уравнения: t1 = 1, t2 = .

Вернемся к переменной х:

7x = 1, x1 = 0; 7x = 7–2, x2 = –2.

Разберем решения логарифмических уравнений.

Вариант 1 Вариант 2

1. Решите уравнение и выберите промежуток, которому 
принадлежит его корень:

2x – 1 + 2 x + 1 = 20 log4(x – 5) = log255

1) (0; 2); 2) (2; 4); 3) (4; 6); 4) (6; 8)

2. Решите уравнение и найдите сумму его корней:

= (9x – 20) 49•72x – 50•7x + 1 = 0

1) –2; 2) 9; 3) –3; 4) 8

2log
3

 x log
3

2x

2
------

1
49
-------
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Вариант 1
2) = (9x – 20) ⇔

⇔  ⇔  ⇔ 

⇔ ⇔ 

Вариант 2. 1) log4(x – 5) = log255 ⇔ log4(x – 5) =

= log55 ⇔ log4(x – 5) = ⇔ x – 5 = 2 ⇔ x = 7.

Устно выполняется № 524 (11—13), письменно
№ 530 (5, 6).

В урок также можно включить следующие з а-
д а н и я.

1. Решите неравенство:

а) 0,42x – 1 � 0,16; г) log0,8(0,25 – 0,1x) > –1;

б) 2x3x � 36x• ; д) – 4log2x + 3 > 0;

в) lg (x + 5) � 2 – lg 2; е) log5x – 16 � 0.

2. Найдите наибольшее целое решение неравенст-

ва � х + 4.

Домашнее задание. П. 28, пример 2, № 524 (6, 7, 8),
525 (5, 6, 7, 8), № 530 (6).

На третьем уроке рассматриваются тригономет-
рические уравнения и неравенства. Новым способом
для учеников является универсальная подстановка,
которая обычно применяется, когда в одном уравне-
нии имеется сумма синуса, тангенса и косинуса.

Сначала обсуждаются преобразования № 524 (6,
7, 8). Речь идет о применении формулы тангенса

2log
3
 x log

3

= (9x – 20),

x > 0,

x >

log
3
 x2 log

3

20
9

-------

x2 = 9x – 20,

x > 20
9

-------

x = 5,
x = 4,

x > 20
9

-------

x = 5,
x = 4.

1
2
--- 1

2
---

6 log2
2 x

1
3
---

? ?
? ?

x
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суммы, поэтому второе выражение должно быть та-

ким: . При замене первого выражения

этой дробью ОДЗ сужается за счет исключения зна-
чений х таких, что cos x = 0. Значит, при таком пре-

образовании значения х = + πп, n � Z, следует рас-

смотреть дополнительно. В задании 7 равносильной
была бы замена первого выражения на |cos x |. Про-
пуск модуля может привести как к посторонним ре-
шениям, когда cos x < 0, так и к потере решений,
связанной с игнорированием случая cos x < 0, тре-
бующего замены первого выражения на –cos x. В за-
дании 8 преобразование равносильно.

Затем обсуждается и решается № 525 (5).
№ 525 (5). Р е ш е н и е.  Здесь следует рассмотреть

два случая: 1) sin x = 0; 2) sin x ≠ 0. 
1) sin x = 0, х = πn, n � Z; 

2) sin x ≠ 0, cos x = |sin x |, x = ± + 2πn, n � Z.

О т в е т:  πn; ± + 2πn, n � Z.

Полезно рассмотреть оформление решения с по-
мощью символов:

|sin x |cos x = sin2 x ⇔ 

⇔ ⇔ n � Z.

Аналогично строится работа с № 525 (6, 7, 8),
530 (8). Следует иметь в виду, что в учебнике помеще-
ны решения № 525 (6, 7, 8), а оформление с использо-
ванием символов № 525 (8) рассмотрено в примере 2.
Поэтому школьники уже имели возможность разо-
браться с этими заданиями. Если, по их мнению, ре-
шение этих заданий не вызывает у них затруднений,
то можно ограничиться комментированием решений
по учебнику. Полезно, однако, специально отметить,
что универсальная подстановка обычно применяется

tg x + 3

1 – 3tg x
-------------------------------

π

2
---

π

4
---

π

4
---

sin x = 0,
sin x ≠ 0,
cos x = |sin x |

х = πn,

x = ± + 2πn,π

4
---
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в случаях, когда в уравнении есть сумма тангенса
с синусом или косинусом, а данное уравнение можно
решать иначе, например, применяя формулы синуса
и косинуса двойного угла. Можно предложить
школьникам самостоятельно решить это уравнение
указанным способом.

№ 525 (8). Р е ш е н и е.
2sin 2x + cos 2x + 1 = 0, 4sin x cos x + 2cos2 x = 0, 

cos x(2sin x + cos x) = 0, откуда cos x = 0 или

2sin x = –cos x, х = + πп или tg x = – ,

x = –arctg + πn, n � Z.

О т в е т:  + πп, –arctg + πn, n � Z.

Заметим, что уравнение 4sin x cos x + 2cos2 x = 0
можно рассматривать как однородное уравнение
второй степени относительно синуса и косинуса и
сразу разделить почленно на 2cos2 x. Поскольку при
делении на выражение с переменной возможна поте-
ря корней, обращающих это выражение в нуль, сле-
дует дополнительно рассмотреть случай cos2 x = 0.

Вообще, полезно обсудить со школьниками рав-
носильное преобразование уравнения, связанное с
делением на выражение с переменной:

f(x) = g(x) ⇔

При решении № 530 (8), переходя ко второму не-
равенству, следует дополнительно потребовать вы-
полнения условия cos x > 0 (при этом синус будет от-
личен от 1, а его положительность будет вытекать из
самого неравенства):

logsin x cos x > 1, logsin x cos x > logsin x sin x.

В силу убывания логарифмической функции с ос-
нованием, меньшим 1, имеем с учетом требования
положительности выражения, стоящего под знаком

π

2
--- 1

2
---

1
2
---

π

2
--- 1

2
---

.

q(x) = 0,
f(x) = g(x),

f x( )

q x( )
------------  = g x( )

q x( )
------------
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логарифма: 0 < cos х < sin х, + 2πn < х < + 2πn,

п � Z.
Домашнее задание. П. 28, пример 2, № 536—538.

На четвертом уроке обсуждаются некоторые час-
то встречающиеся равносильные преобразования,
приведенные в № 536. В № 538 (2) школьники запи-

сывают, чему равносильно неравенство � g(x),
и с помощью этой равносильности решают неравен-
ство № 120 (7). Получится равносильность:

 � g(x) ⇔

№ 120 (7). Р е ш е н и е.

� 3x – 1 ⇔  ⇔

⇔ ⇔ ⇔

⇔ 

О т в е т:  x � – , 0 � x � .

Особое внимание следует уделить равносильнос-
ти № 536 (6), которая сравнивается с равносильно-

π

4
--- π

2
---

f x( )

f x( )

g(x) < 0,
f(x) � 0;

f(x) � g2(x).

 
 
 

5x2 + x
3x – 1 < 0,

5x2 + x � 0,

5x2 + x � (3x – 1)2

 
 
 

x < ,

x � 0,

x � – ,

4x2 – 7x + 1 � 0

1
3
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1
5
---

0 � x < ,

x � – ,

� x �

1
3
---

1
5
---

7 – 33
8

---------------------- 7 + 33
8

----------------------

x � – ,

0 � x � .

1
5
---

7 + 33
8

----------------------

1
5
--- 7 + 33

8
----------------------
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стью из  № 537. Затем, по аналогии с ними, записы-
вается равносильность для неравенства из № 538
и с ее помощью решаются указанные неравенства
из № 191.

В сильном классе можно предложить школьни-
кам дополнительно записать равносильности для не-
равенств: logg(x)f(x) > 1, logg(x)f(x) < 1, logg(x)f(x) � 1,
logg(x)f(x) � 1 и решить с их помощью неравенства
№ 191 (3—11).

Например,

logg(x)f(x) > 1 ⇔ logg(x)f(x) > logg(x)g(x) ⇔

⇔  ⇔

№ 191 (3).  Р е ш е н и е.

logx – 3(7 – x) > 1 ⇔ ⇔

⇔

Например, logg(x)f(x) � 1 ⇔

⇔ logg(x)f(x) � logg(x)g(x) ⇔ ⇔

⇔

g(x) < 1,
f(x) – g(x) < 0,
g(x) > 1,
f(x) – g(x) > 0,
x � ОДЗ

(g(x) – 1)(f(x) – g(x)) > 0,
x � ОДЗ.

(x – 4)(10 – 2x) > 0,
3 < x < 7,
x ≠ 4

4 < x < 5,
3 < x < 7, ⇔ 4 < x < 5.
x ≠ 4

g(x) < 1,
f(x) – g(x) � 0,
g(x) > 1,
f(x) – g(x) � 0,
x � ОДЗ

(g(x) – 1)(f(x) – g(x)) � 0,
x � ОДЗ.



№ 191 (9).  Р е ш е н и е.

(x – 1) � 1 ⇔

⇔ ⇔

⇔

Дальше решаем систему методом интервалов:
x2 – 6x + 8 = 0, x1 = 2, x2 = 4; x2 – 7x + 10 = 0, 
x1 = 2, x2 = 5 (рис. 26).

О т в е т: (1; 2) ∪ (2; 3) ∪ (3; 4) ∪ [5; +∞).

Зачет по материалу последней главы можно
не проводить.

На последних двух уроках (сдвоив их) школьни-
кам можно предложить итоговую контрольную ра-
боту на 60—70 минут. После завершения выделен-
ного времени организуйте проверку, рассмотрев на
доске решение некоторых задач.

logx2 – 6x + 9

(x2 – 6x + 8)(–x2 + 7x – 10) � 0,
x > 1,
x ≠ 3,

x2 – 6x + 8 ≠ 0

(x2 – 6x + 8)(x2 – 7x + 10) � 0,
x > 1,
x ≠ 3,
x ≠ 2,
x ≠ 4.

1 2 3 4 5– x

ОДЗ ОДЗ

Рис. 26

+
––

+++
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Итоговая контрольная работа
В а р и а н т 1

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.

1. Найдите область определения функции
у = log0,3(2 – 4х).

1) (–∞; 2); 3) (–∞; 0,5];
2) (–∞; 0,5); 4) (0,5; +∞).

2. Какая функция является убывающей на всей
области определения:
1) у = sin х; 3) у = |х |;
2) у = lgx; 4) у = π–x.

3. Найдите все значения аргумента, при которых

функция у =  принимает положительные
значения.
1) (0; 2); 3) (0; +∞);
2) (0; 2]; 4) (–∞; 2].

4. Укажите промежуток, которому принадлежит
корень уравнения 22x + 1 + 7•2x = 4.
1) (–6; –4); 3) (–2; 0);
2) [–4; –2]; 4) [0; 1].

5. Укажите количество натуральных решений нера-
венства log4(x2 + 2х – 8) < 2.
1) 9; 3) 2;
2) 5; 4) 1.

II уровень

6. При каких значениях аргумента значения функ-
ции у = (х + 3)(х – 1)2(х – 2)3 отрицательны?

7. Решите уравнение sin  cos = 0.

8. Решите неравенство logcos x(0,5 – 0,5sin 2х) > 0.

III уровень

9. Найдите, сколько целых чисел принадлежит об-
ласти значений функции 

x 2 – x4

x
2
--- x

2
--- 16 – x2
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y = .

10. Решите уравнение arcsin (x2 – 4) = arcsin (2x + 4).

В а р и а н т 2

I уровень

Укажите номер ответа, который вы считаете вер-
ным.
1. Найдите область определения функции

у = lg(6 – 3х).

1) (–∞; 2]; 3) (2; +∞);
2) (–∞; 2); 4) [2; +∞).

2. Укажите, какая из функций возрастает на всей
области определения.

1) у = – ; 3) у = cos x; 
2) y = log0,5 х; 4) y = πx.

3. Найдите все значения аргумента, при которых

функция y =  принимает положительные
значения.
1) (0; +∞); 3) (–∞; 4); 
2) [0; 4]; 4) (0; 4).

4. Укажите промежуток, которому принадлежит
корень уравнения 9x – 3x + 1 = 54.
1) (–7; –5); 3) (1; 3);
2) (–4, 2); 4) (8; 10).

5. Укажите количество натуральных решений нера-
венства (x2 – 6х + 8) � –1.

1) 3; 2) 4; 3) 5; 4) 2.

II уровень

6. При каких значениях аргумента значения функ-
ции у = (х + 1)(x – 2)2(х + 3)3 положительны?

7. Решите уравнение (cos2 x – sin2 x) = 0.
8. Решите неравенство logsin x(0,5 + 0,5cos 2x) > 0 .

16log 1

16
-------

sin x + cos x + 3 2

2
---------------------------------------------------------

x3

x 4 – x3

log1
3
---

1 – x2
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III уровень

9. Найдите, сколько целых чисел принадлежит мно-
жеству значений функции 

у = 7 .

10. Решите уравнение

arccos (3x – 16) = arccos (x2 – 26).

Ответы
к итоговой контрольной работе

Вариант 1. 1. 2. 2. 4. 3. 1. 4. 4. 5. 3. 6. (–3; 1) ∪ (1; 2).

7. –π; π; –4; 4; 0. 8. –  + 2πk < x <  + 2πk,

–  + 2πk < x < 2πk, 2πk < x <  + 2πk,  + 2πk <

< x <  + 2πk, k � Z. 9. Пять целых чисел. 10. –2.

Р е ш е н и я.

7. sin cos = 0 ⇔ sin x = 0 ⇔

⇔ ⇔ ⇔

О т в е т: 0, ±π, ±4.
8. logcos x(0,5 – 0,5 sin 2x) > 0 ⇔ 

⇔ ⇔

⇔

22x – 1 – 0,25•16x

π

2
--- π

4
---

π

4
--- π

4
--- π

4
---

π

2
---

x
2
--- x

2
--- 16 – x2 16 – x2

sin x = 0,
–4� x � 4,

16 – x2 = 0

x = πn, n � Z,
–4 � x � 4,
x = 4,
x = –4

x = π,
x = –π,
x = 0,
x = 4,
x = –4.

(cos x – 1)(–0,5 – 0,5sin 2x) > 0,
cos x ≠ 1,
cos x > 0,
0,5 – 0,5sin 2x > 0

sin 2x > –1,
cos x ≠ 1,
cos x > 0,
sin 2x < 1.
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О т в е т:  – + 2πk < x < – + 2πk, 

– + 2πk < x < 0; 0 < x < + 2πk,

+ 2πk < x < + 2πk, k � Z.

9. В функции y =  найдем

сначала область значений числителя дроби. Так

как sin x + cos x = sin x + , то множеством

значений этой суммы служит отрезок [– ; ].
Значит, множеством значений числителя дроби

является отрезок [2 ; 4 ], а всей дроби —
отрезок [2; 4]. С учетом убывания логарифмиче-

ской функции с основанием , множество зна-

чений данной функции — отрезок          

; = [–8; –4], в котором пять

целых чисел.

О т в е т:  пять целых чисел.
10. arcsin (x2 – 4) = arcsin (2x + 4) ⇔

⇔  ⇔ ⇔

⇔  ⇔ x = –2. 

О т в е т : –2.

Вариант 2. 1. 2. 2. 4. 3. 4. 4. 3. 5. 3. 6. (–∞; –3) ∪

∪ (2; +∞) ∪ (–1; 2). 7. – ; ; –1; 1. 

π

2
--- π

4
---

π

4
--- π

4
---

π

4
--- π

2
---

16log 1

16
-------

sin x + cos x + 3 2

2
---------------------------------------------------------

2 π

4
---

2 2

2 2

1
16
-------

16log 1

16
-------

 4 16log 1

16
-------

 2

x2 – 4 = 2x + 4,
–1 � 2x + 4 � 1

x2 – 2x – 8 = 0,
–1 � 2x + 4 � 1

x = –2,
x = 4,
–5 � 2x � –3

π

4
--- π

4
---
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8. 2πn < x <  + 2πn, – + 2πn < x < π (2n + 1),         

k � Z. 9. Четыре целых числа. 10. х = 5.

Р е ш е н и я.

7. (cos2 x – sin2 x) = 0 ⇔

⇔ cos 2x = 0 ⇔

⇔ ⇔ ⇔

⇔ ⇔

8. logsin x(0,5 + 0,5cos 2x) > 0, logsin x(0,5 + 0,5cos 2x) >
> logsin x1. Поскольку 0 < sin x < 1, имеем в силу
убывания логарифмической функции с основанием,
меньшим 1: 0 < 0,5 + 0,5cos 2x < 1, –1 < cos 2x < 1,

х ≠ n. С учетом условия 0 < sin x < 1 получаем

о т в е т:  2πп < х < + 2πп, + 2πn < х < π(2п +

+ 1), n � Z.

9. Преобразуем выражение 7  к

виду 7 . Сделаем замену перемен-
ных t = 22x – 1. Тогда под корнем получится квад-
ратный трехчлен t – t2, который принимает свое
наибольшее значение при t = 0,5. Соответствую-

π

2
--- π

2
---

1 – x2

1 – x2

cos 2x = 0,
–1 � x � 1,

1 – x2 = 0

2x = + πn, n � Z,

–1 � x � 1,
x = –1,
x = 1

π

2
---

x = + n, n � Z,

–1 � x � 1,
x = –1,
x = 1

π

4
--- π

2
--- x = ,

x = – ,

x = –1,
x = 1.

π

4
---

π

4
---

π

2
---

π

2
--- π

2
---

22x – 1 – 0,25•16x

22x  – 1 – 24x – 2



щее значение функции y = 7 , равное 3,5,
является наибольшим. Наименьшее значение

квадратного корня  равно 0 при t = 1.
Областью значений функции у является отрезок
[0; 3,5], в который попадают четыре целых числа.
О т в е т:  четыре целых числа.

10. arccos (3x – 16) = arccos (x2 – 26). При условии
того, что –1 � 3х – 16 � 1, в силу монотонности
функции y = arccos t имеем: 3x – 16 = х2 – 26,
х2 – 3x – 10 = 0, x1 = –2, x2 = 5. Условию удовлет-
воряет только x2. 
О т в е т:  5.

t – t2

t – t2
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