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Предисловие

Учебно-методический комплекс «Математика: алгебра

и начала математического анализа, геометрия. Геометрия.

10 класс. Углублённый уровень» авторов Е. В. Потоскуева,

Л. И. Звавича, состоящий из учебника, задачника и настоя-

щего методического пособия для 10 класса, предназначен

для обучения геометрии (стереометрии) учащихся 10 классов

с углублённым изучением математики. Речь идёт об учащих-

ся тех 10 классов, в которых углубление начиналось с 8 клас-

са, в результате чего эти учащиеся к 10 классу уже достаточ-

но сильно продвинуты в изучении математики, в частности,

планиметрии. Кроме того, к этой же категории можно отнес-

ти и учащихся тех 10 классов, в которых профильное обуче-

ние начиналось в 9 или даже в 10 классах.

При изучении геометрии в 8—9 классах стереометриче-

ские вопросы специально не рассматривают, хотя, разумеет-

ся, школьники в абсолютном большинстве уже представ-

ляют себе, что такое пространство и плоскость. Они уже

знакомы с такими геометрическими фигурами, как паралле-

лепипед (в частности, куб), пирамида (в частности, тетра-

эдр), призма, цилиндр, конус, шар, а также с некоторыми их

свойствами.

При углублённом изучении планиметрии учащиеся доста-

точно хорошо овладевают векторами. Они умеют применять

их к решению многих планиметрических задач и сравнитель-

но легко смогут перейти к изучению векторов в пространст-

ве. Если же изучение планиметрии проходило на общеобра-

зовательном уровне, то учителю либо потребуется дополни-

тельное время на изучение темы «Векторы», либо эту тему

придётся изучать в уменьшенном объёме, а при решении за-

дач уменьшить использование векторного метода хотя

и нежелательно, но возможно. То же самое можно сказать

относительно взаимосвязи изучения координатных методов

на плоскости и в пространстве.

В процессе изучения планиметрии были рассмотрены гео-

метрические преобразования на плоскости — движения и го-
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мотетия. И хотя аналогичное изучение вопросов преобразо-

ваний в пространстве предусматривается в курсе 11 класса,

некоторые идеи преобразований могут быть вполне использо-

ваны при работе в 10 классе. Например, применение централь-

ной симметрии при знакомстве с параллелепипедом и гомо-

тетии — при изучении параллельных сечений пирамиды.

Следует иметь в виду, что на уроки геометрии в классах

с углублённым изучением математики отводится 3 часа в не-

делю, что, с одной стороны, в полтора раза больше, чем в клас-

сах с изучением геометрии на базовом уровне, а с другой сто-

роны, даёт дополнительно всего один час в неделю и 33—

34 часа в год, что, конечно, очень мало. В связи с этим, по на-

шему мнению, главным отличием на занятиях по геометрии

в классах с углублённым изучением математики является не

только углубление и расширение теоретического материала,

но и методически верная подборка решаемых задач, как в

количественном, так и в качественном отношении.

Прежде всего, необходимо решить все простейшие опор-

ные задачи курса. Этими задачами ни в коем случае не сле-

дует пренебрегать, какими бы простыми они ни казались.

Кроме того, следует учитывать, что методика решения таких

задач в классах с углублённым изучением математики, вооб-

ще говоря, отличается от методики их решения в общеобра-

зовательных классах и классах гуманитарной направлен-

ности. Только после решения всех опорных задач стоит пере-

ходить к более сложным задачам. Разумеется, сам отбор

этих задач не только непрост, но и неоднозначен. В нашем

задачнике выделены значком «☺» те задачи, которые счита-

ем основными (среди них, в частности, находятся и все опор-

ные). Естественно, что такой выбор в определённом смысле

является условным и, возможно, будет изменён учителем

в процессе работы по учебнику и задачнику.

Значительной проблемой при преподавании геометрии

является малое количество задач, которое учитель успевает

рассмотреть за время урока. Но всё же, решая задачи на

уроке и дома, учащийся за отведённое учебное время может

при умении и желании «нарешать» около 700 задач, что не

так уж и мало. В задачнике более чем 1000 задач, во многих

из которых есть ещё и «подзадачи».

В своей работе в классах с углублённым изучением мате-

матики мы уже более 30 лет используем опыт летних зада-

ний по математике. Задания эти предлагаются учащимся на
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добровольной основе. Они состоят из шести «порций» по

20—30 задач, половина из которых по геометрии, а полови-

на — по алгебре и математическому анализу. Каждая «пор-

ция» рассчитана на декады 20—30 июня, 1—10 июля и т. д.,

так до 10—20 августа. Выполнив задание каждой декады,

учащиеся отправляют решения по почте (или другим

согласованным способом) своему преподавателю; таким об-

разом, получается шесть писем. Каждый школьник, при-

славший решения более чем 80% задач каждой декады, по-

лучает в первом полугодии нового учебного года «плаваю-

щую пятёрку», которую он может попросить выставить в

свою строку журнала на любом уроке (разумеется, только

единожды). Как показывает опыт, более двух третей уча-

щихся выполняют летнее домашнее задание и тем самым со-

храняют «спортивную математическую форму». Задачник,

безусловно, даст возможность отбора 60 задач для таких лет-

них заданий.

В данном пособии есть тексты контрольных работ, но нет

текстов самостоятельных работ. На это есть ряд причин. С

одной стороны, урочного времени не так много, чтобы учи-

тель «бездействовал» во время урока, а самостоятельной ра-

ботой является любое домашнее задание. С другой стороны,

учитель, благосклонный к самостоятельным работам, най-

дёт в задачнике обширный и благодатный материал для их

составления.

Конечно, хотелось бы именно на уроках рассмотреть со

школьниками большинство из предложенных в задачнике

упражнений. Для этого стоит подробнее рассмотреть способы
интенсификации процесса решения задач на уроке и причи-

ны, мешающие этой интенсификации.

• На методически недостаточно подготовленных занятиях

учащиеся, не видя текст условия задачи, воспринимают это

условие на слух, что может привести к его неверному,

неоднозначному пониманию. В этой связи, желательно, что-

бы на каждой парте находился задачник с условием этой зада-

чи, и школьники владели навыками быстрого прочтения и

уяснения текстов. В этой связи полезно иметь в кабинете в ка-

честве раздаточного материала комплект из 20—25 задачни-

ков.

Для ускорения хода урока учитель может представить ус-

ловие задачи в конструктивном виде. Приведём пример.
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Учителем зачитывается условие задачи: «Прямая МD
перпендикулярна плоскости квадрата АВСD. Найдите угол

между прямыми МB и АС, если сторона квадрата в два раза

больше отрезка МD». Но можно поступить иначе. Учитель

вызывает ученика к доске и, не зачитывая условие задачи,

говорит: «Нарисуйте изображение квадрата АВСD. К его

плоскости проведите перпендикуляр МD. Соедините прямы-

ми точки А и С, М и В. Теперь найдите угол между прямыми

MB и AC, если АD = 2МD».

Разумеется, таким способом сообщать условие каждой за-

дачи не следует, но в определённых ситуациях такая методи-

ка решения задач способствует ускорению хода урока в зна-

чительной мере.

• Учащиеся испытывают затруднения при изображении

фигур по условию задачи, медленно и не всегда с первого

раза верно выполняют рисунок. В этой связи целесообразно

на первых уроках изучения стереометрии чертежи к некото-

рым задачам выполнять самому учителю или под непосред-

ственным его руководством.

• Могут использоваться и готовые чертежи. В учебнике

и задачнике около 800 чертежей и рисунков, которые можно

использовать в качестве образца при решении и других

задач. Например, для решения рассмотренной выше задачи

можно использовать рисунок 51 задачника, хотя он дан к за-

даче с другим условием.

• Нередко «стереометрический» рисунок можно не де-

лать. Особенно это относится к обучению в 11 классе. Напри-

мер, задача: «Найдите высоту правильной четырёхугольной

пирамиды, все рёбра которой равны а», может быть решена

без использования рисунка. Задача: «Площадь полной по-

верхности куба равна 13. Найдите диагональ куба», разуме-

ется, не требует рисунка. Не требует рисунка и задача такого

типа: «У пирамиды 252 ребра. Сколько у неё граней и вер-

шин?» Не требуют рисунка и многие другие «качественные»

задачи 10 класса. Например: «Определите все возможные

случаи взаимного расположения прямой и плоскости квад-

рата, если: а) прямая перпендикулярна двум прямым, содер-

жащим стороны квадрата; б) прямая перпендикулярна двум

прямым, содержащим стороны квадрата, но не параллельна

никакой прямой, содержащей сторону данного квадрата;

в) прямая перпендикулярна двум прямым, одна из которых

содержит сторону квадрата, а другая — его диагональ.
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• Ход урока может быть значительно ускорен примене-

нием в классе навесных досок с заранее нанесёнными на них

(нестираемыми) изображениями куба, тетраэдра и т. п. Эти

же изображения можно «подавать на доску» при помощи ко-

доскопа или компьютера со специальной приставкой так,

чтобы учащемуся только и оставалось, что обвести их мелом.

Полезно иметь на стенах кабинета хорошо выполненные чер-

тежи (именно чертежи, а не цветные рисунки с тенями) мно-

гих геометрических тел. Это даёт возможность учащемуся

достаточно быстро перерисовать их на доску.

Процесс урока часто замедляется из-за неумелого приме-

нения геометрических инструментов или завышенных тре-

бований по их использованию. Неплохо, если учащиеся на-

учатся проводить прямые линии без линейки. Особенно это

просто сделать в тетрадях в клетку.

• Во время практикума по решению задач работа может

быть организована так, что большинство учащихся решают

задачу, рассматриваемую на доске, а нескольким учащимся

предлагаются для решения другие задачи с последующим

разбором их решения перед учащимися класса. Например,

учитель говорит: «Иванов пойдёт решать задачу № 73 на

доске, Петров на месте готовит решение задачи № 76, а Сидо-

ров — на месте решение задачи № 80». При этом задача № 73

выбирается достаточно лёгкой, чтобы её можно было решить

без подготовки.

• Во время решения задач на доске можно так организовать

работу класса, что с помощью одного чертежа будут заслу-

шаны решения нескольких нарастающих по сложности задач,

предложенных различным учащимся. В задачнике очень

многие задачи содержат большое количество связанных друг

с другом и «организованных» в таблицы «подзадач». Напри-

мер, № 2.037, 2.047, 3.006, 3.097—3.100, 4.029 и др. 

Такой приём качественно ускоряет работу класса и уве-

личивает количество рассмотренного задачного материала.

У любого учителя могут быть и свои методы увеличения тем-

па урока.

Как уже было отмечено, очень многие «беды» учащихся

на уроках стереометрии происходят от неумения сделать

правильный и удобный (конструктивный для решения зада-

чи) ричунок. Причём речь идёт вовсе не об аккуратности,

а о смысловой нагрузке рисунка.

Рисунок в стереометрии резко отличается от рисунка в

планиметрии. Последний, как правило, точно (по крайней
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мере,   с точностью до подобия на плоскости) соответствует

данным задачи. При этом, если прямые параллельны по

условию, то они параллельны на рисунке; если прямые пер-

пендикулярны по условию, то они перпендикулярны на

рисунке. Если отрезки равны по условию, то они равны на

рисунке. Если луч ОМ на чертеже расположен во внутренней

области угла РОK, то величина угла РОK равна сумме вели-

чин углов РОМ и МОK. И так далее.

В стереометрии при изображении пространственных фи-

гур на плоскости наблюдается совершенно иная картина.

Об этом достаточно написано в первой главе учебника.

Отметим также важность и необходимость того, чтобы

каждый изучающий стереометрию, «видел» динамику (и диа-

лектику) построения изображения геометрической фигуры

на рисунке (чертеже). (Мы умышленно называем изображе-

ния то рисунками, то чертежами.)

Как уже говорилось, желательно, чтобы на стенах кабине-

та висело достаточное количество различных стереометриче-

ских чертежей, которые полезно обсуждать как можно ча-

ще. При этом, конечно, надо много рисовать и чертить и на

доске, и в тетради, обсуждая при этом полученные чертежи

и рисунки. Мы советуем чаще обсуждать чертежи на протя-

жении всего 10 класса.

В процессе изучения стереометрического материала мож-

но провести ряд самостоятельных работ на выполнение деся-

тиклассниками конструктивно верных рисунков по задан-

ным геометрическим ситуациям. При этом не столь уж важ-

но, пользуются они линейкой или нет, но весьма важны

наглядность и простота изображения, употребление штри-

ховых линий там, где они нужны. Кроме того, полезно вы-

полнять рисунок в цвете, так как выполненный в двух или

трёх цветах рисунок не только более эффектен, но и более эф-

фективен.

В задачнике имеются три графические работы. Эти рабо-

ты соответствуют темам: «Следствия из аксиом стереомет-

рии», «Параллельность в пространстве», «Перпендикуляр-

ность в пространстве». Приведённые в этих работах задачи,

с одной стороны, достаточно просты для учащихся матема-

тических классов, но, с другой стороны, они очень важны.

Человек, разобравшийся в них и безукоризненно выполнив-

ший для каждой из них рисунок, достигает необходимого

уровня геометрической культуры, который позволит спра-
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виться в дальнейшем с решением стереометрических задач

более высокого уровня сложности.

Используя идеи, заложенные в графических работах,

учитель может составить и другие графические работы, на-

пример: «Углы в пространстве», «Сечения многогранников»,

«Векторы», «Координатный метод» и др.

«Вхождение» в курс стереометрии целесообразно начать

с обзора всевозможных многогранников. На интуитивном

(наглядном) уровне рассказать учащимся о кубе, параллеле-

пипедах, призмах, пирамидах и, в особенности, о тетраэд-

рах. Можно показать и круглые тела (фигуры вращения).

Следует научить учащихся изображать многогранники и фи-

гуры вращения. (Удобно при этом использовать клетчатую

тетрадную бумагу.) Необходимо ввести понятия: ребро, вер-

шина, грань, диагональ, плоский угол многогранника.

В школьном курсе геометрии часто приходится жертво-

вать логической строгостью, прибегая к наглядности. При

изучении стереометрии авторы считают возможным и необ-

ходимым пользоваться рисунками, так как рисунки помога-

ют понять содержание того или иного факта, проиллюстри-

ровать суть понятия, представить то, о чём идёт речь в акси-

оме, теореме, задаче. В этой связи авторы придерживаются

концепции изучать начальные и основополагающие вопросы

стереометрии (темы: «Аксиомы стереометрии и следствия

из них», «Параллельность, перпендикулярность, расстояния

в пространстве», «Векторный метод в пространстве») в зада-

чах, используя модели и изображения куба, правильного

тетраэдра, призмы, пирамиды, параллелепипеда, так как та-

кие задачи обладают конструктивностью и содержательно-

стью, а рассуждения учащихся при их решении становятся

доступными и естественными, что, в свою очередь, приводит

к сознательному и эффективному формированию у ученика

конструктивных пространственных представлений.

Особый разговор следует повести о построении сечений

куба и других многогранников, а в 11 классе — и тел враще-

ния. Строить сечения куба учащиеся могут уже при изуче-

нии первой главы. В задачнике приведены многочисленные

блоки рисунков для построения сечений куба. Первый блок —

№ 1.065, затем уже на другом уровне знаний и умений —

№ 4.030, 4.031, 4.032. Для освоения методов построения бо-

лее сложных сечений в задачнике имеется дополнение Д1

«Методы построения сечений многогранника», рисунки
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которого также полезно изучать во время урока. При этом

важно, чтобы учащиеся видели динамику «рождения» чер-

тежа. Пример такого «рождения» чертежей можно видеть

как в учебнике, так и в задачнике (рис. 71, 75). На этих

рисунках мы «сняли фильмы» о решениях данных задач.

Такие «фильмы» можно «снимать» и по решению более слож-

ных задач на построение сечений многогранников, при этом

все построения удобно делать, например, простым каранда-

шом и только отрезки, новые для данного «кадра», «стро-

ить» другим цветом.

Аналогичный приём двух и более цветов «развиваю-

щегося» чертежа удобно применять и при доказательствах

теорем.

Не нужно путать технику графического построения черте-

жа с решением задач на построения в пространстве, которые

носят чисто теоретический характер. Список важнейших за-

дач, составленный в логической последовательности, дан в

задачнике на с. 213. По этому списку возможно проведение

зачётов на данную тему.

Особенности изучения теории, на наш взгляд, состоят

в безусловном доказательстве на уроках всех рассматривае-

мых теорем (кроме особо оговорённых случаев), вынесении

этих доказательств на устные зачёты и другие возможные

устные испытания, в создании стройной системы этих дока-

зательств. В частности, на наш взгляд, совершенно не обяза-

тельно в начале курса стереометрии приводить полную систе-

му аксиом, учитывая все требования, предъявляемые к такой

системе.

В учебнике нет строгого аксиоматического построения

стереометрии. На основании нескольких аксиом последова-

тельно доказываются теоремы стереометрии. При этом

школьникам, естественно, можно и нужно сказать, что это

не полная система аксиом, что мы изучаем школьный пред-

мет «Геометрия», а не институтский курс «Основания гео-

метрии». Основная цель изучения системы доказательств

теорем стереометрии состоит в развитии личности учащего-

ся — развитии логического мышления, логической памяти

и т. п. Помимо этого, теоремы и их доказательства требуются

при решении задач не только для обоснования того или иного

утверждения, но и для поиска самого решения задачи, для

устранения ложных или неоправданно сложных путей.
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Изложение теории целесообразно вести лекционным ме-

тодом, крупными тематическими блоками.

Отметим, что выбор учителем нашего учебника и задачни-

ка в качестве основных даёт большие возможности для под-

робного изучения стереометрии, но это вовсе не означает, что

в процессе обучения не могут использоваться другие учебни-

ки, пособия и задачники. Так, например, наши учащиеся

и в дальнейшем смогут заглядывать в целый ряд книг

и использовать их.

Заметим, что наш комплекс также может быть исполь-

зован в качестве дополнительных материалов при работе

в классах с углублённым изучением математики и в общеоб-

разовательных классах, и классах гуманитарной направлен-
ности.

В курсе стереометрии 10 класса доказывается довольно

большое количество теорем, необходимых как для формиро-

вания теоретических знаний и логического аппарата уча-

щихся, так и для дальнейшего осознанного и обоснованного

решения задач.

В работе с учениками очень удобно создать список изучен-
ных теорем в порядке их прохождения. Причём в списке не

должна присутствовать формулировка теоремы, там находит-

ся лишь её развёрнутое название. Например, «теорема о двух

параллельных прямых, одна из которых пересекает данную

плоскость». Наличие такого списка на руках у учащихся

способствует:

• формированию представлений о логической структуре

курса и порядке доказательств теорем (что из чего следует

и в каком порядке излагается);

• лучшему усвоению и запоминанию ключевых моментов

курса, способности лучше и быстрее ориентироваться в прой-

денном материале;

• возможности организовать на уроке быстрое повторение

теории (учащимся предлагается найти в списке ту или иную

теорему и по названию этой теоремы дать её полную форму-

лировку);

• возможности сократить объяснение в контрольных и дру-

гих письменных работах (наши ученики имеют право поль-

зоваться данным списком на уроках, во время ответа у до-

ски, на контрольных работах и даже на экзаменах; правда,

на экзаменах данный список дублируется текстом билетов,

но там теоремы даны достаточно хаотично);
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• в определённой мере формированию умения учащихся

пользоваться справочными материалами (мы используем на

уроках геометрии книгу «Геометрия в таблицах», выпущен-

ную в издательстве «Дрофа», — эта книга имеется у каждого

из наших учащихся).

Заметим, что очень эффективным является умение уча-

щихся сделать первоначальный чертёж к каждой из теорем

списка и точно записать, что дано и что требуется доказать.

Список может быть хорошей основой для проведения итого-

вой аттестации (итогового устного зачёта) за курс 10 класса.

Как в учебнике, так и в задачнике помещён список теорем

курса (см. раздел «Приложение»). Мы советуем учащимся

по мере изучения переносить блоки этого списка в свой

компьютер и всегда иметь перед глазами распечатку прой-

денного.

На уроках, при решении домашних заданий, а может быть,

и на контрольных работах учащиеся могут использовать по-

мещённые в задачнике «Формулы планиметрии, стереомет-

рии и тригонометрии»; они в определённой мере заменят

справочный материал.

Следует обращать внимание на логику построения и точ-

ность письменной записи, сделанной учащимися как в конт-

рольной работе, так и при решении задач на уроке и дома.

Не стоит позволять придумывать свои обозначения или за-

менять смысл общепринятых обозначений другими. Напри-

мер, запись «a ∩ b» вовсе не означает, что прямые а и b пере-

секаются (эта запись обозначает множество всех общих то-

чек прямых a и b, которое может быть и пустым).

В задачнике помещён список принятых условных обозна-

чений. Эти обозначения, как правило, весьма удобны, хотя,

разумеется, не стоит доводить до абсурда требования к их

употреблению. Так, например, учащийся вполне может на-

писать: «прямая АВ лежит в плоскости АВС», не употребляя

ни скобок, ни знака включения.

На протяжении начального изучения стереометрии весьма

полезно предлагать учащимся для решения задачи стерео-

метрического содержания, которые очень быстро, но своеоб-

разно сводятся к планиметрическим. Приведём пример такой

задачи с заложенной в ней подсказкой решения.

«Диагональ АС четырёхугольника АBСD делит его на

правильный треугольник АСD со стороной 10 и прямоуголь-

ный треугольник АВС с гипотенузой АС и катетом AB, рав-

ным 5. Этот четырёхугольник перегнули по диагонали АС
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так, что точка В не лежит в плоскости ACD. На прямой AC
взяли такую точку М, что сумма длин отрезков ВМ и MD на-

именьшая. Найдите значение этой суммы». Oтвет: 5 .

Как мы уже говорили, в самом условии этой задачи зало-

жена подсказка разогнуть четырёхугольник и найти длину

диагонали BD. Дадим формулировку той же задачи без под-

сказки:

«Точка B не лежит в плоскости правильного треугольни-

ка ACD со стороной 10. АВ = 5 и угол АВС — прямой. Точка

М принадлежит прямой АС. Найдите наименьшее значение

длины ломаной BMD».

Программа изучения стереометрии в 10 классе достаточно

насыщенна. Кроме пяти тем, связанных с вопросами о вза-

имном расположении точек, прямых и плоскостей в про-

странстве, о вычислении расстояний между ними, а также

о нахождении углов между прямыми и плоскостями, в курсе

рассмотрены ещё две темы: «Векторный метод в пространст-

ве» и «Координатный метод в пространстве».

Обе эти темы, безусловно, важные, но, в отличие от пре-

дыдущих, могут изучаться на различных уровнях углубле-

ния. Подробное изучение векторного метода даст возмож-

ность практического его применения. К примеру, некоторые

теоремы первых пяти глав учебника доказываются с исполь-

зованием векторного метода в шестой главе. В седьмой главе

ряд геометрических мест точек в пространстве определяется

координатным методом.

Мы поместили в учебнике 10 класса краткий обзор вопро-

сов, которые будут изучены в 11 классе. Это сделано нами

для того, чтобы сделать структуру преподавания курса сте-

реометрии прозрачной и понятной для ученика. Ученик

10 класса вполне способен оценить на некотором этапе изу-

чения как уже накопленные им знания, так и перспективу

дальнейшего изучения материала.

В пособии предложены десять контрольных работ (от ну-

левой до девятой). Рассматривая эти контрольные работы,

учитель сам решит, полностью ли они соответствуют тому

уровню знаний, который он собирается задать при работе

с данным классом. При этом возможна как разгрузка конт-

рольных работ за счёт изменения текстов задач и введения

значков необязательных заданий, так и усложнение текстов.

Каждая контрольная работа предваряется списком подго-

товительных задач. На своём опыте мы убедились, что пред-

ложение такого списка (его можно назвать подготовитель-

7
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ным вариантом) помогает учащимся структурировать свои

знания и конкретизировать подготовку по данной теме.

К списку подготовительных задач учитель может доба-

вить список теоретических вопросов к каждой контрольной

работе, что также бывает весьма плодотворным. Вопросы

для такого списка можно взять либо из списка теорем,

либо из вопросов, предложенных в пособии для проведения

зачётов.

Если учитель посчитает, что контрольных работ слишком

много, он может либо не проводить часть из них, либо соеди-

нить две контрольные работы в одну, убрав часть заданий,

либо провести контрольную в виде самостоятельной работы

на уроке или в виде домашней контрольной работы.

Особое место уделяется «нулевой» контрольной работе,

предназначенной для определения уровня знания ученика-

ми планиметрии. В почасовом планировании 10 класса мож-

но выделить определённое время для повторения планимет-

рии. Однако такое выделение времени является необходи-

мым, на наш взгляд, только тогда, когда в силу различных

причин учитель не представляет себе уровня знания плани-

метрии его учениками (например, учитель только начал ра-

ботать с этим классом) или, наоборот, представляет себе этот

уровень, и он кажется ему весьма и весьма недостаточным

для дальнейшего изучения геометрии.

В разделе «Дополнения» задачника более чем на 40 стра-

ницах располагаются «Материалы для повторения и углуб-

ления планиметрии». Данных в этом разделе 256 задач впол-

не достаточно, чтобы поднять «планиметрическую культу-

ру» учащихся. Поможет им и список формул планиметрии,

помещённый в приложениях к задачнику.

Для тех учителей, которые сочтут нужным проводить за-

чёты по темам курса, в данной книге для учителя разработа-

ны 4 зачёта.

Зачёт № 1 по темам: Введение в стереометрию. Аксиомы

стереометрии. Взаимное расположение прямых в простран-

стве. (Повторение темы «Треугольники».)

3ачёт № 2 по темам: Взаимное расположение прямой

и плоскости. Перпендикулярность прямой и плоскости. Угол

между прямой и плоскостью. (Повторение темы «Окруж-

ность».)

Зачёт № 3 по темам: Параллельное проектирование.

Параллельные плоскости. Угол между двумя плоскостями.
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Расстояния в пространстве. (Повторение темы «Четырёх-

угольники».)

Зачёт № 4 по темам: Векторы в пространстве. Координаты

в пространстве. (Повторение темы «Векторы и координаты

на плоскости».)

Зачёт состоит из 10 билетов, каждый из которых содер-

жит два теоретических вопроса и две задачи, посвящённые

как новым темам стереометрии, так и темам планиметрии,

повторение которых обозначено в зачёте.

В большинстве школ с углублённым изучением математи-

ки в той или иной форме проводится итоговый годовой конт-

роль. Мы предлагаем материалы для проведения устного

экзамена (итогового устного испытания по курсу стереомет-

рии), содержащего 19 билетов, которые включают 2 устных

вопроса по стереометрии и 2 задачи, одна из которых —

по планиметрии. В качестве элемента игры введён счаст-

ливый 13-й билет, и вытянувший его учащийся вправе сам

определить билет, на который он будет отвечать.

В пособии имеется пример итогового теста. Для проведения

письменного итогового испытания по стереометрии можно

использовать материалы итоговой контрольной работы № 9.

Состав задачного материала не содержит трудных и олим-

пиадных задач. Однако в пособии основное внимание

сосредоточено на том, как стоит решать те или иные поме-

щённые в задачнике упражнения, дать наиболее оптималь-

ные чертежи к ним. Это, разумеется, не означает, что пред-

ложенный способ является единственным или наилучшим.

Как известно, в большинстве случаев такой способ вообще

трудно определить.

Требования к результатам обучения изложены в соответ-

ствующем разделе рабочей программы комплекса, разме-

щённой на сайте издательства «Дрофа» www.drofa.ru. До-

стигаемые предметные результаты при изучении материала

параграфов учебника представлены в методических указа-

ниях данного пособия к каждому параграфу.

Если пособие попадёт в руки учащегося, то он может

изучать представленное решение, что будет большим под-

спорьем в развитии его умения работать с текстом задачи

и решать её.

Авторы выражают искреннюю благодарность за неоцени-

мую помощь в подготовке рукописи к печати учителю мате-

матики Тамаре Николаевне Потоскуевой.
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Примерное тематическое планирование

Введение в стереометрию (1—8)

Предмет стереометрии. Основные понятия стереометрии.

Аксиомы стереометрии. Следствия из аксиом. О плоскости,

проходящей: через прямую и не лежащую на ней точку; че-

рез две пересекающиеся прямые; через две параллельные

прямые. Пересечение прямой и плоскости, двух плоскостей.

Техника выполнения простейших стереометрических чер-

тежей. Стереометрические фигуры: куб, параллелепипед,

призма, пирамида, сфера и шар. Построение сечений куба

и тетраэдра. Графическая работа № 1.

Контрольная работа № 1.

Взаимное расположение прямых
в пространстве (9—16)

Пересекающиеся и параллельные прямые в пространстве.

Скрещивающиеся прямые. Признаки скрещивающихся

прямых. Теорема о двух параллельных прямых, одна из ко-

торых пересекает плоскость. Теорема о транзитивности па-

раллельности прямых в пространстве. Направление в про-

странстве. Теорема о равенстве двух углов с сонаправленны-

ми сторонами. Определение угла между скрещивающимися

прямыми. Решение простейших задач на построение в про-

странстве (проведение через точку: прямой, параллельной

данной прямой; прямой, скрещивающейся с данной пря-

мой). Число решений задачи на построение.

Контрольная работа № 2.

Взаимное расположение прямой
и плоскости (17—25)

Параллельность прямой и плоскости. Признак параллель-

ности прямой и плоскости. Теорема о линии пересечения

двух плоскостей, одна из которых проходит через прямую,

параллельную другой плоскости. Теорема о линии пересече-

(3 ч в неделю, всего 102 ч)
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ния двух плоскостей, каждая из которых проходит через одну

из параллельных прямых. О плоскости, проходящей через

одну из скрещивающихся прямых параллельно другой пря-

мой. Решение простейших задач на построение в пространст-

ве (проведение через точку прямой, параллельной данной

плоскости, и плоскости, параллельной данной прямой).

Перпендикулярность прямой
и плоскости (26—34)

Признак перпендикулярности прямой и плоскости. Пер-

пендикуляр и наклонная. Теоремы о длинах перпендикуляра,

наклонных и проекций. Теоремы о трёх перпендикулярах

(прямая и обратная). Теорема о двух параллельных прямых,

одна из которых перпендикулярна плоскости. Теорема о двух

прямых, перпендикулярных плоскости. Построение плоско-

сти, проходящей через данную точку перпендикулярно дан-

ной прямой. Построение прямой, проходящей через данную

точку перпендикулярно данной плоскости.

Контрольная работа № 3.

Угол между прямой и плоскостью (35—43)

Определение угла между наклонной и плоскостью. О вели-

чине угла между наклонной и плоскостью. Угол между пря-

мой и плоскостью. Методы нахождения угла между наклон-

ной и плоскостью.

Параллельное проектирование. Свойства параллельного

проектирования. Ортогональное проектирование, его свой-

ства.

Параллельные плоскости (44—51)
Взаимное расположение двух плоскостей в пространстве.

Параллельность плоскостей. Признаки параллельности двух

плоскостей. Теорема о линиях пересечения двух параллель-

ных плоскостей третьей плоскостью. Теорема о прямой,

пересекающей одну из двух параллельных плоскостей. Тео-

рема о плоскости, пересекающей одну из двух параллельных

плоскостей. Теорема о проведении плоскости, параллельной

данной плоскости, через точку, не лежащую на ней; единст-

венность такой плоскости. Теорема о транзитивности парал-

лельности плоскостей в пространстве. Теорема об отрезках

параллельных прямых, заключённых между двумя парал-
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лельными плоскостями. Теорема о прямой, перпендикуляр-

ной одной из двух параллельных плоскостей.

Контрольная работа № 4.

Угол между двумя плоскостями (52—60)

Двугранный угол. Линейный угол двугранного угла. Тео-

рема о линейном угле двугранного угла. Перпендикулярные

плоскости. Признак перпендикулярности двух плоскостей.

Теорема о прямой, перпендикулярной линии пересечения

двух взаимно перпендикулярных плоскостей и лежащей

в одной из них. Теорема о прямой, перпендикулярной одной

из двух взаимно перпендикулярных плоскостей и имеющей

со второй плоскостью общую точку. Теорема о линии пересе-

чения двух плоскостей, перпендикулярных третьей. Угол

между двумя плоскостями. Методы нахождения двугранных

углов и углов между двумя плоскостями. Общий перпенди-

куляр двух скрещивающихся прямых. Теорема о площади

ортогональной проекции многоугольника.

Контрольная работа № 5.

Расстояния в пространстве (61—69)

Расстояние между двумя точками. Расстояние между точ-

кой и фигурой. Расстояние между точкой и прямой. Расстоя-

ние между точкой и плоскостью. Расстояние между точкой

и сферой. Расстояние между двумя фигурами. Расстояние

между двумя параллельными прямыми. Расстояние между

прямой и плоскостью. Расстояние между двумя плоскостями.

Расстояние между скрещивающимися прямыми. Геометри-

ческие места точек пространства, связанные с расстояния-

ми. Приёмы нахождения расстояний между фигурами в про-

странстве.

Контрольная работа № 6.

Уроки обобщения пройденного материала
о параллельности, перпендикулярности, углах
и расстояниях в пространстве (70—72)

Векторы в пространстве (73—81)

Вектор в пространстве. Коллинеарность двух векторов;

компланарность трёх векторов. Угол между векторами.

Линейные операции над векторами (сложение, вычитание,
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умножение вектора на скаляр) и их свойства. Разложение

вектора по двум неколлинеарным векторам, компланарным

данному вектору. О трёх некомпланарных векторах в про-

странстве: векторный базис пространства; разложение векто-

ра и его координаты в данном базисе. Условие коллинеарности

двух векторов и компланарности трёх векторов. Скалярное

произведение векторов и его свойства. Формулы, связанные

со скалярным произведением. Условие ортогональности двух

векторов. Решение геометрических задач векторным методом.

Контрольная работа № 7.

Координаты в пространстве (82—92)

Ортонормированный базис в пространстве. Прямоугольная

декартовая система координат в пространстве. Координаты

вектора, действия над векторами в координатах. Проекция

вектора на ось в координатах. Условия коллинеарности

и ортогональности двух векторов в координатах. Координа-

ты точки. Формулы нахождения: расстояния между двумя

точками в координатах; координат середины отрезка и точ-

ки, делящей отрезок в данном отношении. Уравнение и не-

равенства, задающие множества точек в пространстве. Урав-

нение сферы и неравенство шара.

Уравнение плоскости в пространстве. Уравнение плоскости,

проходящей через точку перпендикулярно данному вектору.

Общее уравнение плоскости и его исследование. Уравнение

плоскости в отрезках и другие виды уравнений плоскости.

Угол между двумя плоскостями в координатах, условия па-

раллельности и перпендикулярности двух плоскостей. Прямая

в координатах. Угол между двумя прямыми в координатах,

условия параллельности и перпендикулярности двух прямых

в пространстве. Взаимное расположение прямой и плоскости

в координатах. Угол между прямой и плоскостью в коорди-

натах, условие параллельности и перпендикулярности пря-

мой и плоскости. Формула расстояния от точки до плоскос-

ти. Решение геометрических задач координатным методом.

Контрольная работа № 8.

Повторение (92—102)
Теория, практикум по решению задач по планиметрии и

стереометрии. Устный зачёт.

Итоговая контрольная работа № 9.
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Методические указания

В данном разделе предлагаются краткие методические

рекомендации по изучению курса стереометрии в соответ-

ствии с главами учебника, решения и указания к решениям

ряда задач из задачника.

Заметим, что система задач к каждому разделу стереомет-

рии, реализованная по принципу «от простого — к сложно-

му», позволяет, с одной стороны, учителю дифференцирова-

нно и целенаправленно рекомендовать каждому ученику за-

дачи определённой сложности, с другой стороны, каждому

ученику самостоятельно, «по вкусу» выбрать для решения

ту или иную задачу. Вместе с тем учащийся, прежде чем при-

ступить к решению сложной задачи, должен решить про-

стейшие задачи к данному разделу стереометрии: эти задачи

являются опорными (базисными, ключевыми).

Любая задача может быть решена не единственным мето-

дом, и приведённые ниже решения не претендуют на един-

ственно возможные. Наоборот, авторы предполагают поиск,

нахождение и учителями, и учениками других, более раци-

ональных решений задач. Более того, мы не пытались дать

какие-то «сверхрациональные» или «сверхоригинальные»

решения; наши решения в основном рабочие и достаточно

стандартные.

Следует особо отметить, что эти решения ни в коем случае

нельзя принимать за образцы оформления решения той или

иной задачи ввиду, например, отсутствия в них полных аргу-

ментированных обоснований того или иного утверждения,

что обусловлено невозможностью подробного разбора огром-

ного количества всех задач в небольшой по объёму книге.

Глава 1. Введение в стереометрию

При строгом аксиоматическом методе построения (обосно-

вании) евклидовой геометрии доказательство того или иного

геометрического утверждения должно основываться лишь

на логических умозаключениях. В школьном же курсе геомет-

рии часто приходится жертвовать логической строгостью,
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прибегая к наглядности. Поэтому при изучении стереомет-

рии авторы считают возможным и необходимым пользоваться

рисунками, так как они помогают понять содержание того

или иного факта, проиллюстрировать суть понятия, предста-

вить то, о чём идёт речь в аксиоме, теореме, задаче.

В этой связи начальные и основополагающие вопросы сте-

реометрии предлагаются изучать с помощью изображений

куба, правильного тетраэдра, паралеллепипеда, призмы, пи-

рамиды и соответствующих последующих построений на этих

изображениях.

Учитывая, что интуитивное, живое пространственное во-

ображение в сочетании со строгой логикой мышления — ключ

к изучению стереометрии, желательно выработать у ученика

умение наглядно представить, вообразить, нарисовать фигу-

ры, о которых идёт речь в аксиоме, теореме, задаче.

И хотя при изучении геометрии рисунок, вообще говоря,

не имеет доказательной силы, даже если он выполнен

безупречно, тем не менее верно, наглядно и хорошо выпол-

ненный рисунок к задаче — это надёжный помощник при её

решении.

§ 1—3. Предмет стереометрии. Основные понятия.
Аксиомы стереометрии

Не исключено, что основные понятия и аксиомы стерео-

метрии будут сообщены ученикам учителем в форме лек-

ции-беседы. При этом заслуживают внимания комментарии

относительно аксиомы расстояния.

Смысл этой аксиомы состоит в следующем. По аксиоме R1

в любой плоскости выполняются аксиомы планиметрии.

Следовательно, на любой плоскости любым двум точкам А и

В ставится в соответствие положительное число — расстоя-

ние между ними на этой плоскости. Хотя через точки А и В
проходят одновременно различные плоскости, аксиома R7

утверждает, что расстояние между точками А и В будет одно

и то же на каждой из этих плоскостей. Но если точки А и В
принадлежат фигуре, не являющейся плоскостью (напри-

мер, точки А и В принадлежат различным граням куба, тет-

раэдра или сфере), то достаточно «увидеть и построить»

плоскость, содержащую эти точки, и в этой плоскости найти

расстояние между ними.

Заметим, что расстояние — одно из фундаментальных по-

нятий геометрии, поэтому в задачнике содержится большое
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число задач на нахождение различного вида расстояний,

а вопросу о нахождении расстояний будет уделено присталь-

ное внимание в задачах каждого изучаемого раздела стерео-

метрии.

При построении (рисовании) сечений тетраэдра и куба

плоскостями (задачи 1.033—1.040) полезно пояснить уча-

щимся, какие грани данного многогранника пересекает

заданная плоскость, построив при этом отрезки получаю-

щихся пересечений. При этом строить точки пересече-

ния прямой и плоскости, проводить прямые пересечения

двух плоскостей, отрезки пересечения грани и плоскости

следует после логического обоснования их существования

и единственности на основании соответствующих аксиом и

теорем.

При изучении § 1—3 учащиеся должны достичь следую-
щих предметных результатов: 

• понимать и объяснять содержание введённых аксиом

стереометрии; 

• задавать плоскость в пространстве тремя точками, не ле-

жащими на одной прямой; прямой и не принадлежащей ей

точкой; двумя пересекающимися прямыми; 

• строить изображения куба, параллелепипеда, призмы,

пирамиды; 

• на моделях и изображениях многогранников определять

(изображать) точки, прямые, плоскости; производить симво-

лические обозначения, записи; выполнять дополнительные

построения на этих изображениях; 

• формулировать и иллюстрировать аксиомы стереомет-

рии с использованием изображений и моделей куба, парал-

лелепипеда, призмы, пирамиды; 

• строить точки пересечения прямой и плоскости, прово-

дить прямые пересечения двух плоскостей; 

• вырабатывать навык начинать решение стереометриче-

ской задачи с изображения фигур, о которых идёт речь в

этой задаче, сопровождая аргументированными объяснения-

ми возникающие утверждения; 

• решать задачи на доказательство, построение и вычисле-

ние, используя аксиомы стереометрии. 

1.026. Дана плоскость α и три прямые АВ, ВС и АС, пере-

секающие её соответственно в точках A1, B1 и C1. Доказать,

что точки A1, В1 и С1 принадлежат одной прямой.
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Решение. По условию точки А =
= AB ∩ AC, В = АВ ∩ ВС и С = ВС ∩ АС не

лежат на одной прямой, значит, по ак-

сиоме R2 через них можно провести

единственную плоскость. Обозначим её

β (рис. 1). В этой плоскости по аксиоме

R4 лежат прямые AВ, ВС и АС. Так как

прямая АВ лежит в плоскости β и пере-

секает плоскость α в точке A1, то по ак-

сиоме R5 плоскости α и β пересекаются

по некоторой прямой m, проходящей через A1. Вследствие

того, что ВС ⊂ β, АС ⊂ β, точки B1 = ВС ∩ α и C1 = АС ∩ α так-

же принадлежат прямой m.

1.040. Дан правильный тетраэдр EFGS, у которого EF =

= 12. Точки L и N лежат на рёбрах SG и SE соответственно,

причём SL = 3, SN = 3. Точка Т — середина ребра SF.

1) Построить: а) точку Y1 пересечения прямой TL и плоскос-

ти EFG; б) точку Y2 пересечения прямой TN и плоскости

EFG; в) точку пересечения прямой TN и плоскости ELF;

г) прямую пересечения плоскостей LY1Y2 и NFE. 2) Найти:

а) длину отрезка Y1Y2; б) отношение, в котором плоскость

LY1Y2 делит отрезок SE, считая от точки S.    

Решение. 1. а) Так как прямые TL и GF лежат в одной

плоскости FGS (рис. 2) и не параллельны, то точка их пересе-

чения является точкой пересечения TL и плоскости EGF,

т. е.  Y1 = TL ∩ GF = TL ∩ (EGF).

1. б) Аналогично Y2 = TN ∩ EF = TN ∩ (EGF).  

1. в) Точкой пересечения пря-

мой TN и плоскости EFL является

точка Y2 пересечения прямых ТN
и EF, лежащих в одной плоскости

EFS.

1. г) Плоскость LY1Y2 совпада-

ет c плоскостью NTL, а плоскость

NFE — с плоскостью SEF, по-

этому (LY1Y2) ∩ (NEF) = NY2.
2. а) Если K — середина сторо-

ны GS правильного � FGS, то L —

середина SK, значит, LT || KF.

Тогда Y1F : FG = LK : KG = 1 : 2,

Рис. 1
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откуда Y1F = 0,5FG = 6. Аналогично Y2F = 0,5FE = 6. А так

как � FGE — правильный, то ∠ Y1FY2 = 60°, поэтому

Y1Y2 = 6.

2. б) (LY1Y2) ∩ SE = N, значит, плоскость LY1Y2 делит от-

резок SE в отношении SN : NE = 1 : 3.

§ 4. Следствия из аксиом.
Способы задания плоскости

Прежде всего следует заметить, что рассматриваемые в

этом параграфе учебника простейшие следствия из аксиом

доказываются нами методом «от противного» (от противопо-

ложного), который применяется и при решении задач.

Применяя аксиомы стереометрии и первые следствия из

них, учащиеся решают стереометрические задачи, в кото-

рых исследуются некоторые свойства геометрических фи-

гур, расположенных в пространстве. К стереометрическим

относятся, например, задачи на построение сечений много-

гранников плоскостями, при этом каждый этап построения

должен быть логически обоснован и сопровождаться вопро-

сом: «Из чего это следует?»
Важно пояснить учащимся, что на основании аксиомы R5

плоскость не может пересечь грань многогранника по лома-

ной, а может иметь с ней либо общий отрезок, либо общую

точку (вершину многогранника), либо не имеет с ней общих

точек. А так как сечением многогранника плоскостью явля-

ется многоугольник, то число сторон многоугольника-сече-

ния не может превышать числа граней многогранника. При-

чём если пересечением плоскости и многогранника является

лишь одна точка (вершина многогранника) или лишь один

отрезок (ребро многогранника), то эту плоскость мы не будем

называть секущей.

Прорешав достаточное число задач этого параграфа на ло-

гически-наглядном уровне, учащиеся «привыкают» к тому,

что плоскость в пространстве можно задать:

а) тремя точками, не лежащими на одной прямой;

б) прямой и не принадлежащей ей точкой;

в) двумя пересекающимися прямыми;

г) двумя параллельными прямыми.

В дальнейшем они узнают, что задать плоскость в про-

странстве можно и другими определяющими её элементами.
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При изучении § 4 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять сущность метода «от противного»

при доказательстве теорем; 

• задавать плоскость в пространстве тремя точками, не ле-

жащими на одной прямой; прямой и не принадлежащей ей

точкой; двумя пересекающимися прямыми; двумя парал-

лельными прямыми;

• доказывать первые следствия из аксиом, корректно обо-

сновывая возникающие утверждения;

• видеть на моделях и изображениях многогранников па-

раллельные прямые;

• изображать плоскость в пространстве, задавая её: тремя

точками, не лежащими на одной прямой; прямой и не при-

надлежащей ей точкой; двумя пересекающимися прямыми;

двумя параллельными прямыми; 

• строить плоские сечения многогранников на основании

системы аксиом, аргументированно объясняя каждый шаг

построения; 

• решать задачи на применение аксиом стереометрии и их

следствий с использованием моделей и изображений куба,

параллелепипеда, пирамиды, сопровождая при этом аргу-

ментированными объяснениями возникающие утвержде-

ния; 

• формулировать и иллюстрировать аксиомы стереомет-

рии с использованием изображений и моделей куба, парал-

лелепипеда, призмы, пирамиды, доказывать изученные тео-

ремы;

• решать задачи на доказательство, вычисление и постро-

ение с использованием изображений куба, правильного тет-

раэдра, призмы, пирамиды, аргументируя утверждения и

шаги построения.

1.052. Вершина А ромба ABCD со стороной а лежит

в плоскости α, a остальные его вершины лежат в одном полу-

пространстве относительно плоскости α. Известно, что пря-

мая BD пересекает плоскость α в точке K. а) Построить точ-

ки Р и Q пересечения плоскости α с прямыми ВС и CD.
б) Найти отношение PA : AQ, если ВD : DK = 3 : 1.

Решение. Пусть плоскость β, в которой лежит данный

ромб, пересекает плоскость α по прямой m, проходящей че-
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рез А и K. Тогда Р = ВС ∩ α = BC ∩ m, Q = CD ∩ α = CD ∩ m
(pис. 3).

По теореме Фалеса (в плоскости) имеем:

BA || CD ⇒  =  = 3; BC || AD ⇒  =  = 3.

Тогда:

 =  ⇒  =  =  =  + 1 =

= 3 + 1 = 4 ⇒ PA :  AQ = 4 : 1.

1.055. Диагональ AC четырёхугольника ABCD делит его

на правильный треугольник АCD со стороной 10 и прямо-

угольный треугольник АВС с гипотенузой АС и катетом АВ,

равным 5. Этот четырёхугольник перегнули по диагонали

AС  так,  что точка В не лежит в плоскости ACD. На прямой

АС взяли точку М так, что сумма длин отрезков ВМ и MD —

наименьшая. Найти значение этой суммы.

Решение. Рассмотрим исходный четырёхугольник ABCD
(рис. 4, а). В �АВС (∠B = 90°) имеем: АВ = 5 = 0,5AC ⇒ ∠ACB =

Рис. 3
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= 30°. Значит, ∠ BCD = 90°. Тогда

BD =  = 5 .
Так как самый короткий путь

от В до D — отрезок BD, то иско-

мая точка M есть точка пересече-

ния диагоналей АС и BD четы-

рёхугольника АВСD. При переги-

бании четырёхугольника ABCD
по диагонали АС (рис. 4, б) сумма

ВМ + DM остаётся неизменной,

равной 5 , и является наимень-

шей.

1.060. ABCDA1B1C1D1 — куб

с ребром а. О — точка пересече-

ния диагоналей грани A1B1C1D1;

точка K — середина DC; точка М
лежит на луче ВB1, В1M = 2a. По-

строить сечение куба плоскостью

ОKМ и определить его вид.

Решение. Строим (рис. 5) точ-

ки: 1) Р = MO ∩ BD, причём

B1D1 || BD ⇒ МB1 : MB = B1O : BP =

= 2 : 3, откуда PF : FВ = 1 : 2, где

F = АС ∩ BD. Это означает, что

KP || AC; 2) L = KР ∩ АD, причём DL = LА; 3) H = KP ∩ AB,
причём AH : AB = 1 : 2; 4) A1 = HM ∩ A1B1; 5) С1 =

= A1O ∩ CC1. При этом плоскость ОKМ пересекает плоскость

грани ABB1A1 пo прямой МН. Так как МВ1 : MВ =
= А1В1 : BH и A1В1 || BН, то прямая МН проходит через A1.

Тогда пересечением плоскости ОKМ  и грани A1В1С1D1 явля-

ется отрезок A1C1, следовательно, искомым сечением куба

является трапеция KLA1C1.

1.063. В кубе ABCDA1B1C1D1 с ребром длины 4 точка M
принадлежит ребру AA1 и AM = 3, точка Р принадлежит

ребру CC1 и РC1 = 1, точка K делит ребро DD1 в отношении

1 : 3, считая от D. Найти расстояние от вершины В до пря-

мой пересечения плоскостей KМР и ADC.

Рис. 5
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Решение. Построив точки F = PK ∩ CD и Н = MK ∩ AD,
получаем прямую FH = (MPK) ∩ (АDС) (риc. 6).

Имеем: KD : PC = 1 : 3, KD || РС ⇒ DF : FC = 1 : 3, откуда

FD = 2. Аналогично находим HD = 2. Значит, равнобедрен-

ный прямоугольный � FDH гомотетичен треугольнику CDA,

поэтому FН || АC, и перпендикуляр BL из точки В на пря-

мую FH содержит диагональ BD квадрата ABCD, при этом

BL = BD + 0,25BD = 5 .

Задачи к главе 1

1.071. MABCD — правильная четырёхугольная пирами-

да. O — точка пересечения диагоналей основания ABCD.

МО = АВ = а. Точка О — середина отрезка МР; точка K — се-

редина MD; точка Т принадлежит лучу ВС, причём СТ = 

и С лежит между В и Т. Построить сечение пирамиды плос-

костью РKТ, определить его вид и найти длину стороны се-

чения, лежащую на основании пирамиды.

Решение. Пусть Q — точка пересечения медиан РK и DO
равнобедренного треугольника MDP (рис. 7). Тогда ВО : ОQ =
= ВС : СТ = 3 : 1. Этo означает, что TQ || AC. Если при этом

Н = TQ ∩ AD, L = TQ ∩ DC, то отрезок HL — искомая сторо-
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на сечения HKL данной пирамиды, причём � HKL — равно-

бедренный и HL = АС = .

Глава 2. Прямые в пространстве

§ 6. Классификация взаимного расположения
двух прямых в пространстве

Не всякие две прямые пространства лежат в одной плоскос-

ти, иначе говоря, не через любые две прямые пространства

можно провести плоскость: наряду с пересекающимися и

параллельными прямыми, в пространстве существуют скре-

щивающиеся прямые. Учащимся следует пояснить, что

через две параллельные или две пересекающиеся пря-

мые проходит единственная плоскость, в то время как через
две скрещивающиеся прямые плоскость провести невоз-
можно.

Прежде чем приступить к решению задач, учащиеся долж-

ны уяснить, что при взаимном расположении двух прямых

в пространстве возможен один и только один из трёх случа-

ев: либо они пересекаются, либо параллельны, либо скрещи-

ваются. При этом параллельные прямые в пространстве об-

ладают рядом свойств, напоминающих свойства параллель-

ных прямых на плоскости, в частности, через точку про-

P
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странства, не лежащую на данной прямой, можно провести

прямую, параллельную данной, и притом только одну.

При решении стереометрических задач учащиеся должны
знать, что:

• если одна из двух параллельных прямых лежит в данной

плоскости, то другая, параллельная ей прямая, не может эту

плоскость пересекать;

• через точку пространства, не лежащую на данной пря-

мой, можно провести прямую, параллельную данной, и при-

том только одну;

• из двух пересекающихся прямых только одна может

быть параллельна некоторой данной прямой;

• если две прямые параллельны третьей прямой, то они

параллельны;

• из двух скрещивающихся прямых только одна может

быть параллельна некоторой прямой;

• если прямая а в точке М пересекает плоскость α, то эта

прямая скрещивается с любой прямой плоскости α, не про-

ходящей через точку М;

• если четыре точки А, В, С и Е нe лежат в одной плоскос-

ти, то прямые AB и СЕ, АC и BE, АE и BC попарно скрещи-

ваются.

На моделях, изображениях тетраэдра, куба и других мно-

гогранников учащиеся наглядно могут увидеть различные

пары прямых, определяя их взаимное расположение с по-

мощью признаков, но не определений.

Типичной ошибкой учащихся являются их попытки до-

казать, что две прямые скрещиваются, пользуясь определе-

нием скрещивающихся прямых: невозможно найти плос-

кость, в которой лежат две данные скрещивающиеся прямые,

так же как невозможно найти общую точку двух параллель-

ных прямых в евклидовом пространстве.

Учащимся следует пояснить, что на плоском чертеже две

скрещивающиеся прямые изображаются либо пересекаю-

щимися, либо параллельными прямыми, либо прямой и точ-

кой, не принадлежащей этой прямой.

При изучении § 6 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять, что для взаимного расположения

двух прямых в пространстве возможен один и только один

из трёх случаев; либо они пересекаются, либо параллельны,

либо скрещиваются; 
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• понимать и объяснять, что если одна из двух прямых ле-

жит в плоскости, а другая пересекает эту плоскость в точке,

не принадлежащей первой прямой, то эти прямые скрещива-

ются (признак скрещивающихся прямых);

• доказывать, что данные прямые скрещиваются,  на ос-

новании не определения, а признака скрещивающихся пря-

мых; 

• понимать и объяснять, что через точку пространства, не

лежащую на данной прямой, можно провести прямую, па-

раллельную данной, и притом только одну;

• понимать и объяснять, что если одна из двух параллель-

ных прямых лежит в данной плоскости, то другая, парал-

лельная ей прямая, не может эту плоскость пересекать;

• понимать и объяснять, что из двух пересекающихся

прямых только одна может быть параллельна данной

прямой;

• понимать и объяснять, что если две прямые параллель-

ны третьей прямой, то они параллельны;

• понимать и объяснять, что из двух скрещивающихся

прямых только одна может быть параллельна данной пря-

мой;

• если прямая a в точке M пересекает плоскость α, то эта

прямая скрещивается с любой прямой плоскости α, не

проходящей через точку M; 

• понимать и показывать, что на плоском чертеже две

скрещивающиеся прямые изображаются либо пересекаю-

щимися, либо параллельными прямыми, либо прямой и точ-

кой, не принадлежащей этой прямой;

• видеть на моделях, изображениях тетраэдра, куба и дру-

гих многогранников интуитивно различные пары прямых,

изображать их и с помощью признаков определять их взаим-

ное расположение; 

• строить на изображениях тетраэдра, куба и других мно-

гогранников (изображать) перпендикуляр из данной точки

на данную прямую и находить его длину, аргументированно

обосновывая каждый шаг построения и вычисления;

• формулировать определения параллельных, скрещи-

вающихся прямых; формулировать и доказывать признак

скрещивающихся прямых;

• решать задачи о взаимном расположении прямых в про-

странстве на доказательство, построение и вычисление, ис-



32

пользуя изображения и модели куба, правильного тетраэд-

ра, призмы, пирамиды;

• доказывать, что: через точку пространства, не лежащую

на данной прямой, можно провести прямую, параллельную

данной, и притом только одну; если одна из двух параллель-

ных прямых лежит в данной плоскости, то другая, парал-

лельная ей прямая не может эту плоскость пересекать; из

двух пересекающихся прямых только одна может быть па-

раллельна данной прямой; если две прямые параллельны

третьей прямой, то они параллельны; из двух скрещиваю-

щихся прямых только одна может быть параллельна данной

прямой;

• изображать на построенных изображениях куба, пра-

вильного тетраэдра, правильной пирамиды и призмы, пря-

моугольного параллелепипеда различные случаи взаимного

расположения двух прямых в пространстве.

2.016. Прямая АВ пересекает плоскость α. Через концы

отрезка АВ и его середину С проведены параллельные пря-

мые, пересекающие плоскость α в точках A1, B1 и С1. Рас-

смотреть случаи: 1) отрезок АВ не пересекает плоскость α;

2) отрезок АВ пересекает α. В каждом случае найти: а) длину

отрезка CC1, если: AA1 = 7, BB1 = 5; б) длину отрезка AA1, ес-

ли ВB1 = 7, CC1 = 11.

Решение. 2. а) Пусть K =

= CC1 ∩ AB1 (рис. 8). Тогда CC1 =
= C1K – СK. Так как СK и С1K —

средние линии треугольников со-

ответственно АВB1 и АA1B1, то

CK = 0,5ВB1 = 2,5,       С1K = 0,5,

АA1 = 3,5. Значит, СC1 = 1.

2. б) Используя средние линии

СK и C1K треугольников соответ-

ственно АВB1 и АA1B1, имеем:

АA1 = 2С1K = 2СK + 2СC1 = 7 + 2•11 = 29.

2.019. Через вершины А, В, С и D параллелограмма

ABCD, расположенного в одном полупространстве относитель-

но плоскости α, точку О пересечения его диагоналей и цент-

роид М треугольника BCD проведены параллельные пря-

мые, которые пересекают данную плоскость α соответствен-

но в точках А1, В1, C1, D1, O1, M1. Найти МM1, ОО1 и DD1,
если АА1 = 17, СС1 = 5, BB1 = 15.

Рис. 8
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Решение. В трапеции AA1C1C
(рис. 9) отрезок OO1 — сред-

няя линия,  поэтому OO1 =

=  = 11. Тогда в  тра-

пеции ВB1D1D со средней ли-

нией ОO1 находим DD1 =

= 2 OO1 – ВB1 = 2•11 – 15 = 7.

Если OM = ML = LC,

MM1 || OO1 || LL1 и MM1 = x,
LL1 = y, то в трапеции СC1M1М имеем MM1 = 2LL1 – СC1 или

х = 2у – 5,  а в трапеции OO1L1L — LL1 = 2МM1 – OO1 или

у = 2х – 11. Тогда из у = 2(2у – 5) – 11 находим у = 7, значит,

х = MM1 = 9.

2.029. Пусть точка D не лежит в плоскости АВС; K — се-

редина АВ; Р — середина CD; М — центроид треугольника

АВС. а) Доказать, что фигура ADPB не может быть трапеци-

ей. б) Доказать, что прямые DM и KР пересекаются. в) В ка-

ком отношении (считая от D) прямая KР делит отрезок DM?

г) Определить взаимное положение прямых МР и AD. От-

веты обосновать.

Решение. а) Трапеция — плоская фигура, а точки А, В, Р и
D не лежат в одной плоскости, так как прямые АВ и DC скре-

щиваются.

б) Точки D, М, K и Р (рис. 10) лежат в одной плоскости

DKC  (Р ∈ DC), причём точки K  и Р  разделены прямой DM,

поэтому прямые KР и DM пересе-

каются в некоторой точке О.

в) Если Н — центроид � ABD,
то KH : KD = KM : KС = 1 : 3 ⇒

⇒ HM || CD и НМ : CD = 1 : 3. Так

как в трапеции середины основа-

ний, точка пересечения боковых

сторoн и точка пересечения диаго-

налей лежат на одной прямой, то

диагонали СН и DM трапеции

CDHM пересекаются в точке О.

Тогда DO : OM = CD : HM = 3 : 1.

г) Прямые AD и PM скрещива-

ются по признаку скрещивающих-

ся прямых.
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§ 7. Угол между лучами.
Угол между прямыми в пространстве.
Перпендикулярные прямые

Во многих учебниках геометрии изучение этого вопроса

отнесено на более позднее время. Мы считаем, что такой

принцип тормозит как процесс решения задач, так и даль-

нейшее изучение теоретического материала.

Из планиметрии известно, что за величину угла между пе-

ресекающимися прямыми принимается величина наимень-

шего из углов, образованных этими прямыми.

Величину угла между скрещивающимися прямыми а и b
определяют следующим образом. Через произвольную точку

М пространства проводят прямые a1 || a и b1 || b и находят ве-

личину угла между пересекающимися прямыми a1 и b1. Эту

величину и принимают за угол между скрещивающимися

прямыми а и b. При этом величина угла между скрещиваю-

щимися прямыми не зависит от выбора точки М.
Величина угла ϕ между прямыми в пространстве принад-

лежит промежутку [0°; 90°]; если ϕ = 90°, то прямые перпен-

дикулярны; если одна из двух параллельных прямых пер-

пендикулярна некоторой прямой, то и вторая прямая пер-

пендикулярна этой прямой.

Учащимся следует пояснить, что под углом между скре-

щивающимися прямыми понимают не аналог угла между

пересекающимися прямыми, не геометрическую фигуру,

а некоторую величину.

При решении задач для нахождения величины угла между

двумя скрещивающимися прямыми а и b можно взять на

одной из них, например на прямой а, любую точку M и в

плоскости, определяемой прямой b и точкой М, провести че-

рез точку М прямую b1 || b. Угол между прямыми а и b1 равен

углу между скрещивающимися прямыми а и b. При этом вы-

бирать следует ту из двух данных скрещивающихся прямых

и такую точку на другой из них, чтобы полученное изобра-

жение угла было наглядным, а его построение наиболее

простым; величина искомого угла не зависит от выбора точ-

ки М.
При изучении § 7 учащиеся должны достичь следующих

предметных результатов: 
• понимать под углом между скрещивающимися прямы-

ми не аналог угла между пересекающимися прямыми, не

геометрическую фигуру, а некоторую величину;
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• понимать и доказывать теорему о равенстве двух углов с

сонаправленными сторонами;

• на моделях, изображениях куба, правильного тетраэд-

ра, параллелепипеда, правильных пирамиды и призмы: изо-

бражать, определять и вычислять углы между пересе-

кающимися и скрещивающимися прямыми, содержащими

рёбра, диагонали многогранника, диагонали его граней,

сопровождая каждый шаг построения и вычисления кор-

ректной аргументацией; изображать перпендикуляр из дан-

ной точки на данную прямую, находить его длину, аргу-

ментированно обосновывая каждый шаг построения и вы-

числения;

• строить сечения многогранников и находить их площа-

ди, периметры. 

2.034. В кубе ABCDA1B1C1D1 диагонали AC и ВD грани

ABCD пересекаются в точке O. Найти угол между прямыми:

а) АD1 и A1C1; б) АВ и DC1; в) AB и С1D1; г) АD1 и OD1; д) АA1

и OD1.

Решение. Пусть ребро куба ABCDA1B1C1D1 (рис. 11) рав-

но а. Тогда:

a) ∠ (AD1, A1C1) = ∠ (AD1, AC) = ϕ. В прямоугольном

� АОD1  АО = AD1, поэтому ϕ = 60°.

б) ∠ (AB, DC1) = ∠ (AB, AB1) = α. � АВB1 — равнобедрен-

ный прямоугольный, поэтому α = 45°.

в) АВ || С1D1 ⇒ ∠ (AB, С1D1) = 0°.

г) ∠ (AD1, OD1) = ψ. В прямо-

угольном � AOD1  AO = АD1, по-

этому ψ = 30°.

д) ∠(AA1, OD1) = ∠ (DD1, OD1) =

= ∠ OD1D = β. В прямоугольном

� ODD1 находим tg β =  =

=  = , откуда β = arctg .

1

2
---

Рис. 11
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2.035. Точка E — середина

ребра CС1 куба ABCDA1B1C1D1.
Построить угол между прямыми

А1В и В1Е и найти его величину,

если длина ребра куба равна a.
Решение. Если K — середина

ребра DD1, то A1K || B1Е, поэтому

∠ (B1E, A1B) = ∠ (A1K, A1B) =

= ∠ BA1K = ϕ (рис. 12).

В � A1BK: 

cos ϕ = . 

Находим: А1K2 = A1D  + D1K2 = a2 +  = a2; A1B2 = 2a2;

BK2 = BD2 + DK2 = 2a2 +  = a2. Тогда cos ϕ =

=  =  , откуда ϕ = arccos .

2.037. EFGHE1F1G1Н1 — куб. Точки L, N и Т — середи-

ны рёбер F1G1, G1H1 и H1Н соответственно; K — точка пере-

сечения диагоналей грани EE1F1F.
Заполните таблицу расположения прямых и величин уг-

лов между ними.

№ Прямые Расположение Величина угла
между прямыми

1 LN и EG

2 F1T и FH

3 F1N и KT

4 TN и ЕG

5 F1T и KN

6 KH1 и LN

Рис. 12

B1
C1

C

D
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a2
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a 5

2
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---------------------------------------------- 10

10
----------- 10
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Решение. Пусть ребро куба

EFGHE1F1G1H1 (рис. 13) равно a.
1) Прямые LN и EG скрещи-

ваются, при этом LN || FH, поэто-

му ∠ (LN, EG) = ∠ (FH, EG) =

= 90°.

2) Прямые F1T и FH лежат  в

одной плоскости и не парал-
лельны: они пересекаются под

углом arctg .

3) Отрезки F1K и NT равны и

параллельны ⇒ F1KTN — па-

раллелограмм ⇒ F1N || KN ⇒

⇒ ∠ (F1N, KT) = 0°.

4) NT ⊂ (HGG1),  EG ∩ (HGG1) = G ∉ TN ⇒ TN  и  EG  скре-

щиваются. TN || EF1 ⇒ ∠ (TN, EG) = ∠ (EF1, EG) = 60°.

5) F1T ∩ KN = O ⇒ ∠ (F1T, KN) = ∠ TON = ϕ. В � TON име-

ем cos ϕ = .

Находим NT2 = 0,5a2; в � F1G1N: F1N2 = F1G  + G1N2 =

= 1,25a2; в � F1H1T: F1T2 = F1H  + H1T2 = 2,25a2. Тогда в

параллелограмме F1NTK получаем: KN2 = 2(F1N2 + NT2) –

– F1T2 = 2•(1,25a2 + 0,5a2) – 2,25a2 = 1,25a2 ⇒ ON2 = KN2 =

= 0,3125a2. Далее, ОТ2 = F1T2 = 0,5625a2. Тогда

cos ϕ =  = ,

откуда ϕ = arccos .

6) LN || F1H1 ⇒ ∠ (LN, KH1) = ∠ (F1H1, KH1) = ∠ F1H1K = ψ.

Так как F1H  = 2a2, F1K2 = , H1K2 = E1K2 + E1H  = a2,

то треугольник F1H1K прямоугольный с прямым углом

F1KH1, в котором F1K = F1H1, значит, ψ = 30°. (Учитывая,

что H1K — медиана правильного треугольника F1EH1, не-

медленно получаем: ψ = 30°.)
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Задачи к главе 2

2.046. Точки А, В, С и D не принадлежат одной плоскос-

ти. Точки K, М, L и N принадлежат соответственно отрезкам

BD, AD, АС и ВС так, что DK : KB = DM : MA = CL : LA =
= CN : NB = 1 : 4. Определить периметр четырёхугольника

KMLN, если АВ = 25, CD = 30.

Решение. Из условия задачи следует, что NK || CD || LM и

LN || AB || MK (рис. 14), причём МK= LN = АВ = 5, NK =

= ML = CD = 24. Значит, периметр параллелограмма

MKNL равен 2•(5 + 24) = 58.

2.053. Равнобедренные трапеции АВСР и РСМK имеют

общую боковую сторону и лежат в разных плоскостях, при-

чём ВС = 3,  АР = 12, РK = 24. Определить взаимное располо-

жение прямых АВ  и МK при каждом из следующих значе-

ний длины отрезка МС: а) 5; б) 6; в) 7; г) 8.

Решение. Пусть АВ ∩ СР = Н, МK ∩ СР = H1 (рис. 15). Тог-

да ВС : АP = ВН : АН = СН : РН и MC : KP = МН1 : KН1 =
= CH1 : PH1. Если МС = 6 (случай б)), то BC : АР = 3 : 12 =

= 6 : 24 = МC : KР, откуда CH : PH = CH1 : PH1, т. е. точки Н
и Н1 совпадают. Это означает, что прямая АВ пересекает

плоскость, в которой расположена трапеция РСМK, в точ-

ке Н, принадлежащей прямой KМ, поэтому прямые АВ и

1

5
---

4

5
---
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D
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МK пересекаются (рис. 15, а). В остальных случаях получим

ВС : АР ≠ МС : KР, т. е. СH : PН ≠ СH1 : РH1. Это означает,

что прямые АВ и МK скрещиваются (рис. 15, б).

2.054. ABCD — правильный тетраэдр с длиной ребра 7.

Точки М и K — середины рёбер BD и АС соответственно.

Точка Р делит ребро АС в отношении 5 : 2, считая от точки С.

Найти длину заключённого внутри тетраэдра отрезка  пря-

мой, проходящей через точку Р параллельно прямой KМ.

Решение. Из условия задачи сле-

дует, что АР = 2, АK = 3,5 (рис. 16).

Тогда АР = АK = 2. Из РН || KМ

следует НР : KM = AP : AK = 4 : 7.

В прямоугольном � ВМK нахо-

дим

МK =  =

=  = .

Тогда PH = KM = •  =

= 2 .

2.055. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шести-

угольная призма, все рёбра которой равны 1. Найти

величину угла между прямыми: а) АС и E1D; б) А1В и C1D;

в) А1В и B1D; г) А1В и C1F; д) А1В и B1F.

Указание. Для решения мет-

рических задач применительно

к правильной шестиугольной

призме полезно на отдельном

(выносном) рисунке изобразить

её нижнее (или верхнее) осно-

вание — правильный шестиуголь-

ник ABCDEF (рис. 17), сторона

которого равна 1.

Взаимное расположение диа-

гоналей и сторон этого шести-

угольника, их длины и величины

углов между ними известны из

планиметрии.

Рис. 16
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Сочетая изображения пра-

вильного шестиугольника и пра-

вильной шестиугольной приз-

мы, будем решать задачу.

Решение. а) Прямая АС ле-

жит в плоскости ABC, прямая

E1D пересекает эту плоскость в

точке D, не принадлежащей

прямой AC (рис. 18). Значит,

прямые АС и E1D скрещивают-

ся (по признаку скрещивающихся прямых).

Обозначим: α = ∠ (AC, E1D). Так как в правильном шес-

тиугольнике ABCDEF диагонали АС и FD параллельны, то

α = ∠ (AC, E1D) = ∠ (FD, E1D) = ∠ E1DF.

В � E1DF по теореме косинусов имеем: 

cos α =  =

=  =

=  ⇒ α = arcos .

б) Обозначим: β = ∠ (A1B, C1D). Прямые A1B и C1D (рис. 19)

скрещиваются (почему?). Найдём угол между ними. Диаго-

нали A1F и C1D параллельных граней A1F1FA и C1D1DC пра-

вильной шестиугольной призмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1 па-

раллельны, поэтому ∠(A1B, C1D) = ∠(A1B, A1F) = ∠BA1F = β.

В � BA1F имеем: A1F = A1B = , BF = . 

Тогда по теореме косинусов

получаем:

cos β =  =  

 =  ⇒ 

⇒ β = arcos .

Рис. 18
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д) По признаку скрещивающихся прямых прямые A1B и

B1F скрещиваются (рис. 20).

Обозначим:  ϕ = ∠ (A1B, B1F) и через вершину B1 проведём

прямую, параллельную A1B. Эта прямая пересекает (поче-

му?) прямую AB в некоторой точке K. Тогда: B1K || A1B,

B1K = A1B, поэтому ∠ (A1B, B1F) = ∠(B1K, B1F) = ∠FB1K = ϕ.

В �FB1B по теореме косинусов имеем: 

cos ϕ = .

Находим: B1K = A1B = ;

в прямоугольном � FB1B: 

B1F2 = BF2 + B1B2 = ( )2 + 12 = 4;

в � FAK :  

FK2 = AF2 + AK2 – 2•AF•AK•cos 120° =

= 1 + 4 – 2 • 1 • 2 • (–0,5) = 7.

Тогда получаем: cos ϕ =  = –  ⇒ ϕ = arcos 

(угол между прямыми — острый).

Глава 3. Прямая и плоскость в пространстве

§ 8. Параллельность прямой и плоскости

Учащимся следует пояснить, что при решении стереомет-

рических задач обоснование параллельности прямой и плоско-

сти с помощью только одного определения их параллельнос-

ти затруднительно и не приводит к желаемому результату.

В таких случаях пользуются признаками параллельности пря-

мой и плоскости, которые учащиеся должны твёрдо усвоить

Рис. 20
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и знать. При построении сечений многогранников плоскос-

тями, проходящими через прямую, параллельную какой-либо

грани многогранника, важную роль играют теоремы 10, 11 и

12. В частности, при решении задач 3.018 и 3.025 учащиеся

на основании теорем 10 и 11 могут доказать, что в сечении

пирамиды получается трапеция.

К сожалению, приходится констатировать, что некоторые

учителя избегают подобных доказательств под предлогом оче-

видности того или иного факта. А жаль! Именно на началь-

ном этапе изучения стереометрии закладываются основы

стереометрической культуры, геометрической грамотности

учащихся. С другой стороны, обоснованные доказательства

очевидных фактов отнимают много времени, в результате

может быть решено мало задач. Но, проявляя чувство меры,

нужно всё-таки стараться рассмотреть за урок (45 мин) не

менее 6 задач. Для этого есть много путей. Например:

• во время решения задач можно так организовать работу

на уроке, чтобы по одному рисунку были решены последова-

тельно несколько нарастающих по сложности задач, опросив

при этом нескольких учащихся;

• можно только один раз доказать, что в сечении правиль-

ной пирамиды плоскостью, проходящей через сторону её ос-

нования, получится трапеция, и пользоваться этим фактом

далее при решении аналогичных задач;

• у учащихся полезно выработать понимание того, что

означает «рабочее решение задачи» и «полное решение зада-

чи» и в каких случаях каждое из них применяется;

• иногда в текст условия задачи на уроке можно вставить

слова «докажите самостоятельно», «несмотря на очевидность,

нуждается в доказательстве» и т. п.

Из теоремы 9, в частности, вытекает факт существования

и способ построения прямой, параллельной данной плоскос-

ти и проходящей через данную точку, не лежащую в этой

плоскости. А из теоремы 10 следует, что если прямая а па-

раллельна плоскости α, то в плоскости α существуют пря-

мые, параллельные прямой а. Эти факты применяются в тех

случаях, когда для решения задачи требуется произвести не-

которые дополнительные построения.

Решения учащимися задач данного и следующего пара-

графов будут способствовать выработке у них навыков осу-

ществлять необходимые в будущем построения на изображе-

ниях многогранников.
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Задачи данного параграфа подобраны таким образом: сна-

чала предлагаются несложные задачи на доказательство,

построение, а также задачи развивающего характера, в кото-

рых ставятся вопросы «Параллельны ли ...?», «Каким может

быть взаимное расположение ...?», «Справедливо ли утверж-

дение ...?», «Возможно ли ...?». Далее следуют задачи, более

сложные по содержанию, в которых требуется не только

строить сечения многогранников, но и определять форму се-

чений, вычислять их площади, периметры. Одним словом,

решаются стереометрические задачи вычислительного ха-

рактера, проводится подготовка к решению содержательных

задач в 11 классе.

При изучении § 8 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение параллельности пря-

мой и плоскости;

• понимать и объяснять, что при решении стереометриче-

ских задач обоснование параллельности прямой и плоскости

с помощью определения их параллельности не приводит к

желаемому результату, поэтому следует пользоваться при-

знаками параллельности прямой и плоскости; 

• понимать и объяснять, что если прямая, не лежащая в

плоскости, параллельна какой-либо прямой, лежащей в этой

плоскости, то эти прямая и плоскость параллельны;

 • понимать и объяснять, что плоскость и не лежащая

в ней прямая, параллельные некоторой плоскости, парал-

лельны;

• понимать и объяснять, что плоскость и не лежащая

в ней прямая, параллельные некоторой прямой, парал-

лельны; 

• понимать и объяснять, что если плоскость проходит че-

рез прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает

эту плоскость, то прямая пересечения этих плоскостей па-

раллельна данной прямой;

• понимать и объяснять, что если через каждую из двух

параллельных прямых проведена плоскость, причём эти

плоскости пересекаются, то прямая их пересечения парал-

лельна каждой из данных прямых;

• понимать и объяснять, что если прямая параллельна

каждой из двух пересекающихся плоскостей, то она парал-

лельна их линии пересечения;
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• понимать и объяснять, что для любых двух скрещиваю-

щихся прямых существует единственная пара параллель-

ных плоскостей, проходящих соответственно через эти пря-

мые;

• понимать и объяснять, что в сечении правильной четы-

рёхугольной пирамиды плоскостью, проходящей через сто-

рону её основания, получается трапеция, и пользоваться

этим фактом далее при решении аналогичных задач; 

• формулировать определение и признак параллельности

прямой и плоскости;

• доказывать теоремы о том, что: если прямая, не лежа-

щая в плоскости, параллельна какой-либо прямой, лежащей

в этой плоскости, то эти прямая и плоскость параллельны;

плоскость и не лежащая в ней прямая, параллельные некото-

рой плоскости, параллельны; плоскость и не лежащая в ней

прямая, параллельные некоторой прямой, параллельны; 

• используя изображения многогранников, строить изо-

бражения: прямой, проходящей через данную точку парал-

лельно данной плоскости; плоскости, проходящей через дан-

ную точку параллельно данной прямой;

• строить прямую пересечения двух плоскостей, одна из

которых проходит через прямую, параллельную другой

плоскости;

• строить сечение многогранника плоскостью, проходя-

щей через прямую, параллельную какой-либо грани этого

многогранника;

• строить сечения многогранников, определять форму се-

чений, вычислять их площади, периметры;

• используя изображения многогранников, решать задачи

на доказательство и вычисление, применяя свойства парал-

лельности прямых и плоскостей; аргументированно обосно-

вывать каждое утверждение логического, конструктивного,

вычислительного характера.

3.018. Основанием правильной четырёхугольной пирами-

ды PABCD является квадрат ABCD. Построить сечение этой

пирамиды плоскостью, проходящей через AB и точку K —
середину ребра PC. Найти площадь этого сечения, если все

рёбра пирамиды равны 8.

Решение. АВ || СD ⇒ АВ || (РСD) ⇒ KМ || АВ, где KМ =

=  (АВK) ∩ (РСD), значит, АВKМ — равнобедренная трапе-

ция (рис. 21) с основаниями АВ = 8, KM = 4 и высотой FL
(F и Н — середины соответственно АВ и CD, L = KМ ∩ РН).
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В � РНF находим медиану

FL =  = 

=  = 

=  = 2 .

Тогда 

SABMK = •FL = 

= •2  = 12 .

3.023. Дан параллелепипед

ABCDA1B1C1D1, Р и Q — внут-

ренние точки граней соответ-

ственно ABCD и А1В1С1D1. По-

строить сечение параллелепи-

педа плоскостью, проходящей

через точки Р и Q и параллель-

ной прямой СC1.

Решение. Через точку Q про-

ведём в грани А1B1C1D1 любую

прямую l, пересекающую B1C1

и С1D1 соответственно в точ-

ках F1 и E1 (рис. 22), затем проведём прямые F1F || CС1

и Е1E || СС1 (F ∈ BC, E ∈ DC). В плоскости ЕFF1 проводим пря-

мую QL || CC1 (L ∈ EF). Далее в грани ABCD проводим пря-

мую PL, получаем точки   Н = PL ∩ AB и М = РL ∩ СD, через

которые проводим НH1 || СС1 и MM1 || CC1. HMM1H1 — ис-

комое сечение.

3.024. Через вершину P правильного тетраэдра РМВН
с ребром, равным 8, провести сечение, параллельное реб-

ру MB. Сколько таких сечений тетраэдра можно провес-

ти? Какие фигуры при этом получаются в сечениях? Най-

ти площадь сечения, проходящего через середину K реб-

ра BH.

A

F
B

P

K

M

C

D

H
O

L

Рис. 21
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Решение. Пусть О — центр

основания ВМН данного тетра-

эдра. Любое сечение этого тет-

раэдра — равнобедренный тре-

угольник. Таких сечений мож-

но провести бесконечно много.

Если L — середина МН, то

� PLK — сечение данного тет-

раэдра, проходящее через K

(рис. 23) и S
� PKL = KL•PF, где

F = KL ∩ HD. Находим: 

KL = 4, PF =  = 

=  = 2 . 

Тогда S
� PKL = 4 .

3.025. В правильной четы-

рёхугольной пирамиде PABCD
с вершиной Р все рёбра равны 4.

Построить сечение этой пира-

миды, проходящее через центр

O её основания параллельно

ребру ВС и медиане РK грани

ВCР. Установить форму полу-

ченного сечения; найти его пе-

риметр и площадь.

Решение. В сечении получа-

ется равнобедренная трапеция

FNML с боковыми сторонами FN = ML = 2, основаниями

MN = 2 и FL = 4, а её высотой является отрезок ОН = РK =

=  (рис. 24). Поэтому периметр этой трапеции равен 10,

а её площадь — 3 .

3.026. Дан правильный тетраэдр РАВС с ребром 6. Через

центр О основания АBC тетраэдра проведена плоскость α, па-

раллельная ВС и пересекающая ребро AР в некоторой точке

K. Построить сечение тетраэдра плоскостью α. Указать гра-

ницы изменения периметра и площади этого сечения при

всевозможных положениях точки K на ребре АР.

Рис. 23
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Решение. Пусть O ∈ DL, DL || ВС (рис. 25). В сечении тет-

раэдра всякий раз будет получаться pавнобедренный треуголь-

ник с основанием DL = ВС = 4. Наименьшие периметр и

площадь имеет треугольник DLK, плоскость которого пер-

пендикулярна АР. Найдём его периметр P
�DLK и площадь

S
�DLK.

Пусть М и Н — середины противоположных рёбер АР и ВС

данного тетраэдра. Так как OK � АР, МН � АР и ОА = АМ,

то ОK = НМ =  =  = 2 ;

так как ВН || DK, то DK = BH = •3  = 2 . Тогда

P
� DLK = 2DK + DL = 4•(  + 1); S

�DLK = DL•OK =

= •4•2  = 4 .

Высота KO треугольника DLK — сечения тетраэдра — яв-

ляется высотой прямоугольного треугольника АОР, прове-

дённой из вершины О его прямого угла AOP. Вычисления по-

казывают, что ОА = 2 , ОР = 2 , т. е. ОK < ОА < ОР. Этo

2

3
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означает, что � DLP имеет наибольший периметр и наиболь-

шую площадь. Найдём их:

P
�DPL = 2PD + DL = 2  + 4 =

= 2  + 4 = 4•(  + 1).

S
�DPL = DL•OP = •4•2  = 4 .

Таким образом, 4•(  + 1) � P
� DLK � 4•(  + 1);

4 � S
�DLK � 4 .

§ 9, 10. Перпендикулярность прямой и плоскости.
Перпендикуляр и наклонная к плоскости.
Теорема о трёх перпендикулярах

Мы советуем изложить материал этих параграфов в форме

лекции-беседы. При этом как в лекции, так и на практиче-

ских занятиях следует уделить особое внимание вопросам

существования и единственности прямой, проходящей через

данную точку перпендикулярно данной плоскости (плоскос-

ти, проходящей через данную точку перпендикулярно дан-

ной прямой). Именно после изучения этого материала стано-

вится возможным решать задачи на нахождение расстояний

от точки до прямой и до плоскости, между параллельными

прямыми в пространстве, между параллельными прямой и

плоскостью.

Необходимо пояснить учащимся, что при решении сте-

реометрических задач затруднительно обосновывать пер-

пендикулярность прямой и плоскости при помощи только

одного определения, и помощником в таком обосновании

становится признак перпендикулярности прямой и плос-

кости.

Целесообразно обращать внимание учащихся на опреде-

лённую аналогию утверждений о перпендикуляре, наклон-

ной и её проекции на плоскость с соответствующими утверж-

дениями в планиметрии относительно перпендикуляра, на-

клонной и её проекции на прямую.

Необходимо подчеркнуть особую роль теорем о трёх пер-

пендикулярах при решении ряда задач, в которых определя-

ются перпендикулярности прямых и плоскостей, а также на-

ходятся расстояния в пространстве.

OD2 + OP2

22 + 2 6( )
2

7

1

2
--- 1

2
--- 6 6

3 7

2 6
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Задачи данного параграфа (как и всех других) подобраны

по принципу: от простого к сложному. Сначала предлагают-

ся несложные задачи на доказательство, на вычисление рас-

стояний, затем — задачи на построение перпендикуляров

на изображениях куба и правильного тетраэдра. Очень важ-

ными являются вопросы, связанные с аргументацией

построений перпендикулярных отрезков, прямых и плос-

костей.

Таким образом, в данном параграфе опять решаются сте-

реометрические задачи вычислительного и конструктивного

характера. Иначе говоря, проводится пропедевтика к реше-

нию содержательных задач на вычисление площадей по-

верхностей и объёмов многогранников и фигур вращения

в 11 классе.

При изучении § 9, 10 учащиеся должны достичь следую-
щих предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение прямой, перпендику-

лярной данной плоскости;

• понимать и объяснять признак перпендикулярности

прямой и плоскости;

• понимать и доказывать теоремы (прямую и обратную)

о трёх перпендикулярах;

• понимать и доказывать теоремы о длинах перпендикуля-

ра, наклонных и проекций этих наклонных;

• понимать и объяснять, что диагональ куба перпендику-

лярна плоскости, проходящей через концы трёх рёбер, исхо-

дящих из той же вершины, что и диагональ;

• понимать и объяснять, что скрещивающиеся рёбра пра-

вильного тетраэдра попарно взаимно перпендикулярны;

• понимать и объяснять, что отрезки, соединяющие се-

редины пар скрещивающихся рёбер правильного тетраэдра,

являются их общими серединными перпендикулярами;

• формулировать: определение прямой, перпендикуляр-

ной плоскости; признак перпендикулярности прямой и

плоскости;

• строить изображение: прямой, проходящей через дан-

ную точку перпендикулярно данной плоскости; плоскости,

проходящей через данную точку перпендикулярно данной

прямой;

• формулировать и доказывать признак перпендикуляр-

ности прямой и плоскости, теоремы о свойствах прямых,



50

перпендикулярных плоскости; иллюстрировать эти теоремы

на изображениях многогранников;

• на изображениях куба, правильного тетраэдра, прямо-

угольного параллелепипеда проводить прямые, перпендику-

лярные данной плоскости, и изображать плоскости, перпен-

дикулярные данной прямой, логически обосновывая каждое

построение; 

• решать задачи на доказательство и вычисление на пер-

пендикулярность прямой и плоскости, используя модели и

изображения многогранников; 

• формулировать и доказывать прямую и обратную теоре-

мы о трёх перпендикулярах; 

• на изображениях и моделях куба, правильного тетраэд-

ра, прямоугольного параллелепипеда: иллюстрировать те-

орему о трёх перпендикулярах; решать задачи на доказа-

тельство, построение и вычисления, используя теоремы о

перпендикулярности прямой и плоскости, о трёх перпен-

дикулярах, корректно аргументируя соответствующие шаги

логического, вычислительного и конструктивного харак-

тера; 

• строить сечения куба, правильного тетраэдра, правиль-

ной пирамиды; находить площади этих сечений. 

3.034. Точка Р удалена от каждой стороны правильного

треугольника на 30 см. Найти расстояние от точки Р до плос-

кости треугольника, если площадь вписанного в этот тре-

угольник круга равна 576π см2.

Решение. Пусть РO  � (АBС),

PM � AB, PK � BC, РН � АС и

PM = РK = РН = 30 (рис. 26).

Тогда ОМ = ОK = ОН и по тео-

реме о трёх перпендикулярах

OМ � AB, OK � ВС, ОН � АС.

Это означает, что О — центр

круга, вписанного в � ABC,
a отрезок ОK равен радиусу r
этого круга.

Так как 576π = πr2, то r = 24.

Тогда в прямоугольном �РОK

имеем: ОР =  =

=  = 18.
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3.035. Точка M удалена от

плоскости прямоугольного тре-

угольника на расстояние, рав-

ное 5 , и равноудалена от

каждой его стороны. Найти рас-

стояние от точки М до каждой

из сторон этого треугольника,

если его гипотенуза и один из

катетов равны соответственно

25 и 15.

Решение. Пусть � ABC —
данный прямоугольный тре-

угольник, МO � (АBС) (рис. 27).

Eсли МK � АВ, MH � BC,

MP � AC и МР = МK = МН,   то OР = OK = ОН и по теореме

о трёх перпендикулярах ОK � АВ, ОН � ВС, OP � AC, т. е.

точка М проектируется в центр О окружности, вписанной в

треугольник АВС.

Для нахождения расстояний от M до АВ, ВС и АС (они рав-

ны между собой) достаточно найти радиус r этой окружности.

Так как второй катет треугольника АВС равен 20, а его пери-

метр Р и площадь S равны соответственно 60 и 150, то r =  =

=  = 5. Тогда МK =  =  = 10.

3.052. Через точку М высо-

ты АН равнобедренного тре-

угольника АВС (АВ = АС) прове-

дён к его плоскости перпендику-

ляр МР. Доказать, что ВС � LH,
где L — любая точка прямой АР.

Решение. Так как PM� (АВС),

то РМ � ВС. Тогда РМ � АН,

РМ�ВС ⇒ BC�(APH) (рис. 28),

поэтому BC перпендикулярна

любой прямой плоскости АРН.

А так как LH ⊂ (АРН), то

ВС � LH.

3.053. В кубе ABCDA1B1C1D1 точки Е, F и М — середины

рёбер соответственно A1B1, B1C1 и ВB1. Доказать, что прямая

B1D перпендикулярна плоскости EFM.

A
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B
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C H

M

Рис. 27
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Решение. Прямая B1D1, являющаяся проекцией прямой

B1D на плоскость грани A1B1C1D1, перпендикулярна прямой

A1C1 (рис. 29). Значит, B1D � A1C1, а так как EF || A1C1, то

B1D � EF.
Аналогично доказывается, что B1D � MF. Тогда по призна-

ку перпендикулярности прямой и плоскости B1D � (МЕF).

3.062. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Доказать, что:
а) BD�(AA1C); б) BD� АC1; в) DA1 � AC1; г) AC1 � (A1BD).

Решение. а) Tак как BD � AC и BD � АA1, то по признаку

перпендикулярности прямой и плоскости BD � (AA1C)

(рис. 30).

б) AC — проекция AC1 на (АВС) — перпендикулярна

BD ⊂ (ABC), значит, АC1 �ВD.
в) Проекцией прямой AC1 на плоскость грани АA1D1D яв-

ляется прямая AD1 � DA1, значит, AC1 � DA1.
г) В п. б) и в) доказано, что AC1 � BD и AC1 � DA1, поэтому

AC1 � (A1BD).
3.066. О — точка пересече-

ния диагоналей квадрата АDСD.
РО — перпендикуляр к плоскости

АВС; точка М —середина сторо-

ны ВС. Докажите, чтo: а) прямая

РМ является проекцией наклон-

ной ОМ на плоскость PBC; б) пер-

пендикуляр, опущенный из точ-
ки О на плоскость АВР, пересечёт

медиану PP1 треугольника ABР.

Pешение. а) OP � (АВС) ⇒

⇒ OP � BC; OВ = ОС ⇒ ВР = СР;

М — середина BC ⇒ BC� PM
(рис. 31). Tогда BC � (ОМР),

Рис. 29
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значит, (OMP) � (ВРС), поэтому   РМ — проекция ОМ на

(BPC).

б) АВ � OP1, АВ � ОР (OP � (ABC)) ⇒ AB � (ОРP1) ⇒

⇒ (ОРP1) � (АВР). Это означает, что любая прямая, проходя-

щая через точку О перпендикулярно (АВР), лежит в (OPP1).

А так как (OPP1) ∩ (АВР) = РP1, то перпендикуляр OK из

точки О на (АВР) пересекает PP1.

3.074. Боковая сторона равнобедренного треугольника
равна 10 см, а основание 12 см. Точка М удалена от каждой
его стороны на 15 см. Найти: а) расстояние от точки М
до плоскости треугольника; б) площадь круга, вписанного
в треугольник.

Решение. Пусть точка О — основание перпендикуляра
из точки М на (АВС) = α, MH � AB, MK � BC, MP � AC
(рис. 32). Тогда OH � AB, OK � BC, OP � AC. Так как MН =
= МK = МР, то ОН = ОK = ОР = r, где r — радиус окружнос-
ти, вписанной в � АBС.

Так как r =  =  = 3, то: a) ρ(M; α) =

= МО =  =  = 6  (см); б) Sкр = 9π (см2).

3.080. В правильном тетраэдре РАВС с ребром, равным 2,
точка О — центр основания АВС. Найти расстояние от точки
О до плоскости грани РВС.

Решение. Так как АР = ВР = СР и точка О — центр основа-
ния АBС правильного тетраэдра РАВС, то ОР � (АВС)

и ОK = AK (pиc. 33), где точка K — середина ВС.

2S   ABC

P   ABC

---------------------�

�

2 16•6•6•4

32
-----------------------------------------

MK2 – OK2 152 – 32 6

Рис. 32
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Аналогично, если точка М — центр правильного �РВС,
то AM � (РВС), М ⊂ РK.

Пусть ОН � (РВС). Так как (АРK) � (РВС), то ОН ⊂(АРK)

и Н ∈РK. Это означает, что ОH || АМ и ОН = АМ =

=  = •  = •  =

= .

3.081. Точка P равноудалена
от всех сторон прямоугольной
трапеции с острым углом в 60° и
большей боковой стороной, рав-

ной 8 . Найти расстояния от

точки P до сторон трапеции, ес-
ли известно, что расстояние от
этой точки до плоскости трапе-
ции равно 8.

Решение. Пусть АВСD — дан-
ная трапеция (рис. 34), у ко-

торой АВ = 8 , ∠ BAD = 60°,

∠ C = ∠ D = 90°. Ocнование O пер-
пендикуляра РО к плоскости

трапеции является центром окружности, вписанной в эту
трапецию, причём � АОВ — прямоугольный и ОА =
= AB•cos 30° = 12.

Перпендикуляры, проведённые из точки Р к сторонам
трапеции, проектируются на радиусы окружности, вписан-
ной в данную трапецию. Если OK — радиус этой окружнос-
ти, то OK = OA•sin 30° = 6.

Тогда в прямоугольном � KOP имеем: РK =  =

=  = 10.

§ 11. Угол между прямой и плоскостью

Задачи этого параграфа (как и любого другого) предна-
значены для дальнейшего развития пространственных пред-
ставлений учащихся, главным образом связанных с вопроса-
ми метрического характера — нахождением углов и расстоя-
ний между геометрическими фигурами и их элементами.

При решении задач на нахождение угла между прямой и
плоскостью полезно пользоваться следующим фактом. Если

1

3
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расстояние от точки А до плоскости α равно h, а точка О ле-
жит в плоскости α, то синус угла ϕ между прямой ОА и плос-

костью α равен : sin ϕ = .

При изучении § 11 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение угла между прямой и
плоскостью;

• формулировать определение угла между прямой и
плоскостью; 

• на моделях и изображениях многогранников интуитив-
но видеть угол между прямой и плоскостью и логически обо-
сновывать его изображение;

• правильно и наглядно строить угол между прямой и
плоскостью на изображениях куба, правильного тетраэдра,
правильной пирамиды;

• решать задачи на построение и вычисление угла между
прямой и плоскостью с использованием изображений куба,
прямоугольного параллелепипеда, правильного тетраэдра,
правильной пирамиды, корректно аргументируя конструк-
тивные и логические утверждения. 

3.085. Катет AC равнобедренного прямоугольного тре-
угольника ABC лежит в плоскости α, а катет ВС образует с
этой плоскостью угол в 45°. Доказать, что гипотенуза этого
треугольника образует с плоскостью α угол в 30°.

Решение. Пусть АC = ВС = а, тогда АВ = a . Если

BB1 � α (рис. 35), то ВB1 =  = . Тогда в прямоугольном

� ВB1А получаем: sin A =  =  = , откуда ∠ A = 30°.

h
OA
--------- h

OA
---------

2

Рис. 35

A

B

CB1

30°

45°

α

BC

2
--------- a 2

2
-----------

B1B

AB
------------

a 2

2
-----------

a 2
----------- 1

2
---
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3.086. Наклонная АВ образует с

плоскостью α угол в 45°. В этой

плоскости через основание А на-

клонной под углом 45° к её проек-

ции проведена прямая АС. Найти

угол между прямой АС и наклонной

АВ.

Решение. Пусть АВ = a, BM � α,

BK� AC (K∈AC) (рис. 36). Tогда

в прямоугольных треугольниках

АВМ, АМK, АВK получаем соот-

ветственно: AM =  = , АK =

=  = , cos A =  =  =  ⇒ ∠ A = 60°.

3.087. Прямоугольник ABCD и прямоугольный треуголь-

ник DCP лежат в различных плоскостях. Вершина Р проек-

тируется в точку В; BP = 4 см, AB = 4  см, AD = 4 см.

Найти угол между прямыми: a) DP и АВ; б) РС и АD.
Решение. a) AB || CD ⇒ ∠(AB, DP) =

= ∠ (CD, DP) = ∠ CDP. В прямо-

угольном � ВCР (рис. 37) имеем:

СР =  = 4 . Тогда

� DCP — равнобедренный прямо-

угольный, откуда ∠ CDP = 45°.

б) AD || BC ⇒ ∠ (PC, AD) =

= ∠ (PC, BC) = ∠ BCP = 45°, так как

� ВСР — равнобедренный прямо-

угольный.

3.095. Катет AC равнобедренного прямоугольного тре-

угольника АВС лежит в плоскости α, гипотенуза AB рав-

на 4,  а вершина В удалена от плоскости α на расстояние 2.

Определить величину угла между плоскостью α и прямой:

a) AB; б) ВС; в) прямой, содержащей медиану CC1; г) пря-

мой, содержащей медиану ВB1; д) прямой, содержащей ме-

диану АА1.

Pешение. Пусть BH � α, ВH = 2; C1K � α (K ∈ AH);

A1M � α (M ∈ CH) (рис. 38). В � АВС имеем: AC = ВС = 2 .

Рис. 36
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а) В прямоугольном � ABH катет BH равен половине ги-

потенузы АВ, значит, ∠ BAH = ∠ (AB, α) = 30°.

б) В прямоугольном � ВСН катеты BH и СН равны, поэто-

му ∠ BCH = ∠ (BC, α) = 45°.

в) В � АВС: С1C =  =  = 2.

Учитывая, что С1K = 1, приходим к выводу: ∠ C1CK = 30°.

г) В1B =  =  = . Тогда

sin ∠ BB1H = , значит, ∠ ВB1Н = ∠ (ВВ1, α) = arcsin .

д) В прямоугольном � АA1C находим АA1 = .

А так как А1М = 1, то ∠ A1AM = ∠ (AA1, α) = arcsin .

3.096. О — точка пересечения диагоналей ромба ABCD.

Сторона ромба равна 8, ∠ АBС = 120°. Длина перпендику-

ляра ОK к плоскости АВС равна 6. Точка О удалена от плос-

кости ABK на 3. Найти величину угла, который образует

с плоскостью АВK прямая: а) ОK; б) АО; в) BD; г) KС; д) KD;

e) CD.

Решение. В ромбе ABCD имеем: OВ = АВ = 4,

ОА = AB•cos 30° = 4 . Обозначим (AВK) = α.

Рис. 38
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а) Пусть ОМ � AB, тогда KМ � AB (рис. 39). Если

ОН � (АВK), то Н ∈ МK и ∠ (OK, α) = ∠ OKH. Так как в пря-

моугольном � ОНK � ОН = ОK, то ∠ OKH = 30°.

б) OH � (ABK) ⇒ ∠ (OA, α) = ∠ OAH. Так как в прямо-

угольном � ОАН  ОН = 3, ОА = 4 , то ∠ OAH = arcsin .

в) Пусть DF � AB, тогда FL � AB (FL || МK). Если DL � α,

то L ∈ ВН и BL — проекция BD на α. Поэтому ∠ (BD, α) =
= ∠ DBL = ψ. Так как BD = 2OВ, то DL = 2OН = 6. Тогда

sin ψ =  =  ⇒ ψ = arcsin .

г) Пусть СР � α, P ∈ α. Так как CD || α, то CP || DL и CP =

= DL = 6. Находим СK =  =  =

= 2 . Если ∠ (CK, α) = ∠ CKP = β, то получаем sin β =  =

=  =  ⇒ β = arcsin .

д) Так как DL � α, то ∠ (DK, α) = ∠ DKL = γ. Находим sin γ =

=  =  =  (KD =  =  =

= 2 ), откуда γ = arcsin .

e) CD || α ⇒ ∠ (CD, α) = 0°.

Рис. 39
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3.098. Прямая BK перпендикулярна плоскости равносто-

роннего треугольника АВС. ВK = АВ; точка М — середина

АС. Заполнить таблицу.

Решение. 2) Пусть АB = а. Так как М — середина АС,

то ВМ — проекция KM на (АВС) (рис. 40). Поэтому

∠ (KМ, (АВС)) = ∠BMK. Значит, 

tg ∠ BMK =  =  = , откуда ∠ BMK = arctg .

5) ∠ (AC, (KBA)) = ∠ CAB = 60°.

7) AC � (BKM) ⇒ 
⇒ (ACK) � (BKM) ⇒ KM — про-
екция AK на (BKM) ⇒

⇒ ∠ (AK, (BKM)) = ∠ (AK, KM) =
= ∠ AKM. 

Так как sin∠ AKM =  = ,

то ∠ AKM = arcsin .

8) (ACK) � (BKM) ⇒ KM —
проекция BK на (ACK) ⇒

⇒ ∠(BK, (ACK)) = ∠(BK, KM) =
= ∠ BKM.

№ Прямая
и плоскость

Измеряемый
плоский угол Величина угла

1 KA и ABC

2 KM и ABC

3 CA и MBK

4 ВA и BMK

5 AC и KBA

6 BM и KBA

7 AK и ВKM

8 ВK и AСK

9 МВ и ACK

10 АK и BСK

BK
BM
----------- a

a 3

2
-----------

----------- 2 3

3
----------- 2 3

3
-----------

B

H

C

M
A

K

ϕ

Рис. 40
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Так как tg ∠ BKM =  = , то ∠ BKM = arctg .

9) Из (ACK) � (BKM) следует, что ∠ (ВМ, (ACK)) =

= ∠ (BM, KM) = ∠ BMK. 

Так как tg ∠ BMK =  = , то ∠ BMK = arctg .

10) Пусть Н — середина ВС. Тогда АН � ВС. Кроме того,

BK � (ABC) ⇒ ВK � АН. Это означает, что АН � (ВСK),

откуда (АKН) � (ВCK). Поэтому ∠ (АK, (ВСK)) = ∠ АKН = ϕ.

Так как tg ϕ =  =  =  = , то

ϕ = arctg .

3.099. О — точка пересечения медиан правильного тре-

угольника АBС. МО — перпендикуляр к плоскости ABC;

МА = АВ = а; точка K — середина стороны ВС; Р — точка пе-

ресечения медиан треугольника МВС. Заполнить таблицу.

№ Прямая
и плоскость

Измеряемый
плоский угол Величина угла

1 MC и АВС

2 MK и АВС 

3 СB и AMK

4 СA и АМK

5 ОС и АMK

6 СМ и АMK

7 РВ и АMK

8 AP и MBC

9 OМ и MBС

10 АK и MBC

11 MB и ACP

12 ВC и АCP

a 3

2
-----------

a
----------- 3

2
------- 3

2
-------

a

a 3

2
-----------

----------- 2 3

3
----------- 2 3

3
-----------

AH
KH
----------- AH

BK2 + BH2
--------------------------------------

a 3

2
-----------

a2 + 
a2

4
------

------------------------- 15

5
-----------

15

5
-----------
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Решение. Так как OA = OB =
= OC, то МA = МВ = МС =
= АВ = a (рис. 41). Причём

ОА = ОВ = ОС = •  = ,

ОK = •  = .

1) ∠ (MC, (ABC)) = ∠ MCO;

cos ∠ MCO =  =  =  ⇒

⇒ ∠ MCO = arccos .

2) ∠ (MK, (ABC)) = ∠ MKO;

cos ∠ MKO =  =  =  ⇒ ∠ MKO = arccos .

6) Из (АМK) � (ВСМ) cледует, что ∠ (СМ, (АМK)) =
= ∠ (CM, KM) = ∠ CMK = 30°.

9) Из (АMK) � (ВСМ) следует, что ∠ (OM, (ВMС)) =
= ∠ (ОМ, KМ) = ∠ ОМK. 

Так как sin ∠ ОМK =  =  =  ⇒ ∠ ОМK = arcsin .

11) Так как CP � MB и СР ∩ MВ = Н, то CH � MB,
AH � MB, откуда MB � (ACP). Значит, ∠ (BM, (ACP)) = 90°.

12) MB � (ACP) ⇒ СН — проекция ВС на (АСР). Тогда
∠ (BC, (ACP)) = ∠ BCH = 30°.

§ 12. Параллельное проектирование и его свойства.
Ортогональное проектирование

Учителю математики 10—11 классов известны трудности,

которые возникают у начинающих изучать стереометрию.

Причиной возникновения этих трудностей является неуме-

ние учащихся правильно, наглядно и удобно сделать рису-
нок, изобразить фигуру, расположенную в пространстве. Ещё

большую трудность вызывают дополнительные построения.

Уже в начале учебника (§ 5) идёт речь о специфике выпол-
нения стереометрических рисунков. В настоящем параграфе

Рис. 41

K

A

O

B

C

M

H
P

2

3
--- a 3

2
----------- a 3

3
-----------

1

3
--- a 3

2
----------- a 3

6
-----------

OC
MC
-----------

a 3

3
-----------

a
----------- 3

3
-------

3

3
-------

OK
MK
------------

a 3

6
-----------

a 3

2
-----------

----------- 1

3
--- 1

3
---

OK
MK
------------

a 3

6
-----------

a 3

2
-----------

----------- 1

3
--- 1

3
---



62

рассматриваются основные свойства параллельного проек-

тирования, а более подробное изложение вопроса об изобра-

жениях в параллельной проекции плоских и пространствен-

ных фигур на плоскости можно прочесть в дополнительном

материале «Изображение фигур в параллельной проекции»

учебника. Вопрос о построении сечений многогранников

в школьной геометрии изложен в дополнительном материале
«Методы построения сечений многогранников» задачника.

В отличие от планиметрии, где, например, равные, парал-

лельные и перпендикулярные отрезки изображаются соот-

ветственно равными, параллельными и перпендикулярными

отрезками, в стереометрии наблюдается совершенно иная

картина — правильный треугольник можно изображать тре-

угольником любой формы, квадрат и прямоугольник — лю-

бым параллелограммом. Куб и правильный тетраэдр обычно

изображают, придерживаясь определённых правил, которые,
в свою очередь, основаны на свойствах параллельного проек-

тирования. В стереометрии параллельные отрезки изобража-

ются также параллельными или совпадающими отрезками.

Для достижения наглядности при изучении стереометрии

такие её разделы, как «Аксиомы стереометрии и следствия

из них», «Параллельность, перпендикулярность, расстоя-

ния в пространстве», излагаются в учебнике с помощью мо-

делей и изображений куба, параллелепипеда, призмы, пира-

миды. Зная, как изображаются в параллельной проекции
плоские многоугольники, учащиеся с самого начала выраба-

тывают навыки правильно аргументированного изображе-

ния многогранников.

Учащиеся должны уяснить, как изображается, например,

средняя линия, медиана, биссектриса и высота треугольни-

ка, а также помнить, что отношение длин отрезков, лежа-

щих на параллельных прямых или на одной прямой, сохра-

няется при параллельном проектировании.

Более того, учащиеся должны понимать, что при построе-

нии сечения многогранника на рисунке фактически строится

изображение сечения многогранника на его изображении

в параллельной проекции.

Для решения задачи 3.112 можно учащимся порекомен-

довать прочесть в дополнительном материале учебника нача-

ло заметки «Изображение фигур в параллельной проекции».

При изучении § 12 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять основные свойства (инварианты)

параллельного проектирования;
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• понимать и объяснять, что при параллельном проекти-
ровании инвариантными являются: отношение длин отрез-
ков, лежащих на параллельных прямых или на одной пря-
мой; понятия средней линии и медианы треугольника; поня-
тие центроида треугольника;

• изображать при параллельном проектировании: любой
треугольник — треугольником любой формы; параллело-
грамм, прямоугольник, ромб — параллелограммом; трапе-
цию — трапецией; окружность — эллипсом; 

• понимать и объяснять свойства ромба (прямоугольника,
квадрата, трапеции), инвариантные при параллельном про-
ектировании;

• понимать и объяснять, что вершина правильной пирами-
ды на её изображении ортогонально проектируется в центр
основания пирамиды;

• при построении сечения многогранника на рисунке фак-
тически строить изображение сечения многогранника на его
изображении в параллельной проекции;

• формулировать и доказывать свойства параллельного
проектирования; 

• формулировать и доказывать свойства ромба, прямо-
угольника, квадрата, трапеции, инвариантные при парал-
лельном проектировании;

• строить в параллельной проекции изображения любого
треугольника, параллелограмма, прямоугольника, ромба,
трапеции, окружности; 

• изображать в параллельной проекции равнобедренную
трапецию и её ось симметрии, логически обосновывая
каждый шаг построения;

• изображать в параллельной проекции ромб, имеющий
угол в 60°, и строить изображение высоты этого ромба, прове-
дённой из: вершины острого угла; вершины тупого угла, логи-
чески обосновывая каждый шаг построения;

• строить изображение центра окружности, описанной
около правильного треугольника-оригинала, логически обо-
сновывая каждый шаг построения; 

• верно и наглядно строить изображение правильной че-
тырёхугольной пирамиды, правильной треугольной пирами-
ды, правильного тетраэдра, логически обосновывая каждый
шаг построения;

• верно строить изображение правильного шестиугольни-
ка и правильной шестиугольной пирамиды в параллельной
проекции, логически обосновывая каждый шаг построения;

• правильно и наглядно строить угол между прямой и
плоскостью на изображениях куба, правильного тетраэдра,
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правильной пирамиды, логически обосновывая каждый шаг
построения;

• находить площадь ортогональной проекции много-
угольника;

• решать задачи на доказательство, построение, вычисле-
ние с использованием изображений куба, правильного тетра-
эдра, параллелепипеда, правильной шестиугольной призмы,
логически обосновывая каждое утверждение.

3.113. Ортогональной проекцией ромба ABCD на плос-

кость, проходящую через вершину А ромба и параллельную
его диагонали BD, является квадрат AB1C1D1 co стороной a.

Найти периметр ромба, если его диагональ АС равна m.

Решение. Так как ВD || В1D1 (рис. 42), то OВ = O1B1 = .

Тогда АВ =  =  = . Значит, пе-

риметр ромба равен 4•  = 2 .

3.114. Ортогональной проекцией плоского четырёхуголь-

ника ABCD является квадрат А1B1C1D1 со стороной 4; АA1 = 3,

BB1 = 6, СС1 = 9. Найти длину DD1, вид, периметр и площадь

четырёхугольника ABCD. Точки А, В, С и D расположены по

одну сторону от плоскости проектирования.

Решение. Пусть О = AC ∩ BD, O1 = A1C1 ∩ B1D1 (рис. 43).

Так как O1 — середина A1C1, то О — середина АС, поэтому

OO1 =  =  = 6. Тогда из BD || B1D1 следует, что

DD1 = 6.

a 2

2
-----------

OA2 + OB2 m2

4
--------  + 

a2

2
------ 2a2 + m2

2
------------------------------

2a2 + m2

2
------------------------------ 2a2 + m2

C1

B
C

O1

O

B1

AD

D1

Рис. 42

O

B

A

A1

B1

O1

D1

C1

M

D

Рис. 43

C

AA1 + CC1

2
-------------------------------- 3 + 9

2
---------------



65

Так как ABCD — плоский четырёхугольник, a A1B1C1D1 —
квадрат, то на основании свойств параллельного проектиро-
вания имеем: АВ || СD, АВ = CD, т. е. ABCD — параллело-
грамм. Учитывая, кроме того, что A1C1 � B1D1, по теореме о

трёх перпендикулярах приходим к выводу: AC � B1D1. А так

как ВD || B1D1, то AC � BD. Это означает, что ABCD — ромб

(но не квадрат, так как АC пересекает плоскость квадрата
A1В1С1D1).

Пусть точка М на отрезке CC1 такова, что C1М = B1B = 6.

Тогда в прямоугольном � ВСM находим ВС =  =

=  = 5, значит, периметр ромба ABCD равен 20.

В прямоугольном � ВОС находим

ОС =  =  = ,

значит, площадь ромба ABCD равна

АС•BD = •2 •4  = 4 .

Задачи к главе 3

3.123. В прямоугольнике ABCD сторона АВ = , AD = 14.

Две равные равнобедренные трапеции APFD и BCKL (AD || PF
и ВС || KL) имеют общую точку О, АР = 10, PF = 2. Трапеция
лежит вне плоскости прямоугольника. Найти длину общего
отрезка MR данных трапеций и площадь треугольника PFK,
если точка О — середина отрезков АР и BL.

Решение. Общий отрезок MR (O = М) данных трапеций
является средней линией каждой из них (рис. 44), поэтому

MR =  =  = 8.

Так как М — середина АР и BL,

то AB || PL и АВ = PL = . Анало-

гично FK || CD и FK = CD = .

Учитывая, что отрезки PF и KL
равны между собой и параллельны
соответственно AD и ВС, заключаем,
что PFKL — прямоугольник со

стоpонами  и 2, значит, S
�PKF  =

= SPFKL = • •2 = .

BM2 + CM2

42 + 32

BC2 – OB2 25 – 8 17

1

2
--- 1

2
--- 17 2 34

16

3
-------

AD + PF
2

-------------------------- 14 + 2

2
------------------

AB

P

K

L
R

DC

F

O = M

Рис. 44
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3.125. Oснованием парал-

лелепипеда АBCDA1B1C1D1

служит ромб. B вершине B схо-

дятся равные углы трёх его гра-

ней. Доказать, что ACC1A1 —
прямоугольник.

Решение. Пусть B1H — вы-

сота данного параллелепипеда
(рис. 45). Докажем, что
H ∈ BD.

Так как грани АА1B1B и

ВB1C1C — равные параллелограммы с общей вершиной, то

их высоты B1L и В1K равны и, являясь наклонными к плос-

кости АBC, имеют равные проекции соответственно LH и

KH на эту плоскость. Причём по теореме о трёх перпендику-

лярах LH � AB и KH � BC. Это означает, что точка Н равно-

удалена от сторон угла АВC, т. е. Н принадлежит диагонали

BD этого угла (ABCD — ромб). Тогда B1H лежит в плоскости

ВB1D1D.

Получаем: АC � B1H, AC � BD ⇒ AC � (BB1D1D) ⇒

⇒ AC � ВB1. А так как ВB1 || AA1, то AC � AA1 ⇒ AA1C1C —
прямоугольник.

3.127. Через каждую из двух

скрещивающихся диагоналей бо-

ковых граней правильной тре-

угольной призмы проводятся два

сечения так, что они параллельны

другой из этих диагоналей. Дока-

зать, что эти сечения равны.

Решение. Пусть Н и K — се-

редины рёбер соответственно  АC
и A1C1 правильной призмы

АВСА1B1C1 (рис. 46). Тогда   BH =

= B1K и BH || B1K, A1Н = KС и

A1H || KС. Значит, (A1ВH) || (B1KС)

и S  = S .

3.135. Точка Е — середина ребра СC1 куба ABCDA1B1C1D1.
Построить и найти угол между прямыми A1В и B1E, если

ребро куба a.

Рис. 45

B

K H

L A

DC

D1C1

B1 A1

C1A1

H

B

A C

K

B1

Рис. 46
�A BH �B KC
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Решение. Пусть K — сере-
дина ребра D1D. Тогда

A1K || B1E и ∠ (A1B, B1E) =

= ∠ (A1B, A1K) = ∠ BA1K = ϕ

(рис. 47).
Находим: 

A1K =  = 

=  = ;  

A1B = a ; 

ВK =  = 

=  = а. 

Тогда в � A1ВK:

cos ϕ =  =  = ,

откуда ϕ = arccos .

3.136. Через вершину А прямоугольника ABCD проведена
прямая АР, перпендикулярная плоскости прямоугольника.
Известно, что PD = 6 см, BР = 7 см, PC = 9 см. Найти рас-
стояние между прямыми: а) АР и ВС; б) AP и CD; в) BP и CD;
г) PD и BC.

Решение. По теореме о трёх перпендикулярах BP � ВС
и PD � DC (рис. 48). Тогда

в � PDC: DC =  = 3  = АВ;

в � ВСР: ВС =  = 4  = АD.

а) Так как AB — общий пер-

пендикуляр скрещивающихся

прямых АР и ВС, то ρ(AP; BC) =

= AB = 3 .
б) Так как AD — общий пер-

пендикуляр скрещивающихся

прямых AP и DC, то ρ(AP; DC) =

= AD = 4 .

Рис. 47
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в) Так как ВС — общий перпендикуляр скрещивающихся

прямых ВР и DC, то ρ(ВР; DC) = BC = 4 .

г) Так как DC — общий перпендикуляр скрещивающихся

прямых PD и BC, то ρ(PD; BC) = DC = 3 .

Замечание. Задачу 3.136 целесообразно решать после про-
хождения материала об общем перпендикуляре двух скре-
щивающихся прямых.

3.140. Сторона ВС треугольника AВС (АВ = 13, BС = 14,
AС = 15) лежит в плоскости α; расстояние от точки A до
плоскости α равно 6. Найти расстояния от точек B1 и C1 до

плоскости α, где BB1 и CC1 — высоты треугольника АBC.
Решение. Пусть � ВСK — ортогональная проекция � ВCА

на плоскость α; 
AK � α, B1H � α, C1D � α, 

Н ∈ СK, D ∈ BK (рис. 49). 
Тогда ρ(А; α) = AK, 

ρ(B1; α) = B1H, ρ(C1; α) = C1D.
Имеем: 

 =  ⇒ B1H = . 

Аналогично C1D = .

Для решения задачи доста-
точно найти B1C и BC1, для чего, в свою очередь, достаточно

найти катеты BB1 и СС1 прямоугольных треугольников

ВB1С и BCC1.

Находим: 

СC1 =  =  = ;  

BB1 =  = .

Тогда

в � BB1C: B1C =  =  = ;

в � ВС1С: BC1 =  =  = .

Tаким oбразом, 

ρ(B1; α) = B1H =  = ; ρ(C1; α) = C1D =  = .

2

5
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α

Рис. 49
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3.141. ABCD — паралле-
лограмм со сторонами
АВ = 6, ВС = 14. Сторона AD
лежит в плоскости β, рас-
стояние от В до плоскости β
равно 3, М — точка пересе-
чения биссектрис углов А и
D параллелограмма. Найти
расстояние от точки М до
плоскости β.

Решение. Обозначим F =
= AM ∩ ВС, L = DM ∩ BC
и проведём МР || АВ; K =
= МР ∩ ВС (рис. 50).

Так как АВ = BF = CL = DC = 6 (� ABF и � CDL — равно-
бедренные), то BF + LC = 12. Значит, точка М лежит вне дан-
ного параллелограмма и FL = 14 – 12 = 2. При этом равнобед-
ренными являются � FMK (FK = KМ) и � MKL (МK =
= KL). Следовательно, FK = МK = KL = 1, поэтому МР =

= МK + KР = 1 + 6 = 7. Тогда  =  ⇒ ρ(M; β) =

=  =  = 3,5.

3.144. В правильном тетраэдре РАВС точка О — центр
его основания АВС, точка K — середина ребра РC. Провести
перпендикуляры: а) из точки K на (ABС); б) из точки K на
(ABP); в) из точки O на (ВCP); г) из точки O на (ACP). Найти
длины этих перпендикуляров, если ребрo тетраэдра равно 2.

Решение. а) Так как
OP � (ABC), то в плоскости
СОР проводим KD || OP, D∈OC
(рис. 51); получили KD� (АВС).
Находим 

KD = ОР =  = 

=  = .

б) Пусть Е — центр грани
АВР, тогда СЕ � (АВР), значит,
отрезок KH || СЕ (где Н ∈ РЕ)
перпендикулярен (АВР). Ана-

логично находим KН = .

C1B1 M1
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в) Если М — центр грани ВCР, то AM � (ВCР), значит,

отрезок OL || AM (где L ∈ PA1, A1 — середина ВС) перпенди-

кулярен (ВСР). Из ОА1 = AA1 и OL || AM следует, что

OL = АМ = •  = .

г) Решение аналогично предыдущему.

3.145. ABCDA1B1C1D1 — куб. Точка E — середина ребра

BB1, точка K — середина ребра CC1, точка М — середина

ребра A1B1. Провести перпендикуляры: а) из точки А на

плоскость BB1D; б) из точки В на (ACB1); в) из точки A1

на (AB1D1); г) из точки В на (A1C1D); д) из точки E на (ADD1);

е) из точки K на (ВВ1D); ж) из точки M на (AB1D1). Найти

длину каждого из этих перпендикуляров, если ребро куба

равно а.
Решение. Пусть О = AC ∩ BD, O1 = А1C1 ∩ B1D1 (рис. 52).

a) AO � (ВB1D), АО = АС = .

б) Проекциями диагонали BD1 на плоскости АBС и ВСС1

являются соответственно прямые BD и ВС1, перпендикуляр-

ные соответственно прямым АС и B1С. Тогда прямая ВD1

перпендикулярна каждой из прямых АС и B1С, а значит,

1

3
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3
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3
--- 2 6

3
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9
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и плоскости АB1С, пересекая её в точке Р = ВD1 ∩ OB1. Так

как диагональ BD1 делится параллельными плоскостями

АB1С и A1C1D на три равные части, то длина перпендикуля-

ра ВР из точки В на (АB1С) равна BD1 = .

в) Рассуждая аналогично случаю б), получим:

A1R � (AB1D1), где R = A1С ∩ АO1, причём A1R = CA1 = .

г) (A1C1D) || (АB1C) и ВD1 � (AB1C) ⇒ BD1 � (A1C1D). Учи-

тывая, что BD1 ∩ (A1C1D) = Н = BD1 ∩ DO1 и ВН = BD1,

получаем: BH � (A1C1D) и ВН = .

д) EL � (ADD1) и EL = a.

e) KS�(BDD1) и KS = , где S — середина диагонали BD1.

ж) Имеем A1R� (АB1D1) и A1R =  (случай в)). Проведём

МF || A1R, где F ∈ RB1. Тогда MF � (АB1D1) и MF = A1R =

= .

3.151. В кубе ABCDA1B1C1D1

с ребром a найти расстояние от

центра грани CDD1C1 до плоскос-

ти AB1С.

Решение. Пусть М — центр

грани СDD1C1 (рис. 53) и

K = BD1 ∩ (AB1С) (см. 3.145). Про-

водим МH || ВD1, Н ∈ СK. Тогда

МH — искомый перпендикуляр;

его длина равна половине длины

KD1, т. е. • a  = .

3.153. Боковая сторона АD трапеции ABCD лежит в

плоскости α, а расстояние от точки пересечения диагоналей

трапеции до плоскости α равно 12; АB = 3CD. Найти расстоя-
ния от точек В и C до плоскости α.
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Решение. Пусть О = AC ∩ BD, O1 = AC1 ∩ B1D; CC1 � α,

BB1 � α (рис. 54). Так как OD : OB = OC : OA = CD : AB =

= 1 : 3, то BD = 4OD, CA = OA. Это означает, что ρ(B; α) =

= 4ρ(O; α) = 4•12 = 48 и ρ(C; α) = ρ(O; α) = •12 = 16.

3.156. В треугольной пирамиде KABC на рёбрах KА,

KB и АС взяты соответственно точки М (KМ : МА = 3 : 5),

N (KN : NB = 7 : 5) и Р (АР : PC = 2 : 3). Найти отношение,

в котором плоскость MNP делит ребро ВС, считая от

точки В.

Решение. Построим точки L = МN ∩ АВ, Н = BC ∩ LP
и сечение MNHP данного тетраэдра плоскостью MNР
(рис. 55).

Воспользуемся теоремой Менелая для �АВK и прямой MN.

Имеем: • •  = 1 или • •  = 1, откуда  = .

Далее, по теореме Менелая для � АВС и прямой PL:

• •  = 1 или • •  = 1, откуда  = .

3.161. Точка K лежит на окружности радиуса 1 с цент-

ром A. Прямая ВK перпендикулярна плоскости окружности

и ВK = 1. Точка Р лежит на окружности. Составить функ-

цию, выражающую зависимость величины угла между пря-

мой ВР и плоскостью окружности от величины х угла РАK
(0 < х � π).
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Решение. Пусть ϕ — величина
угла между прямой ВР и плоско-
стью окружности (рис. 56). Если
H — середина хорды KР окруж-
ности, то KН = sin 0,5x, зна-

чит, tg ϕ = , откуда ϕ =

= arctg .

3.162. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 —

правильная шестиугольная приз-
ма, все рёбра которой равны 1.
Найти синус угла между: а) пря-
мой В1Е и плоскостью BC1C; б) прямой АВ и плоскостью

BF1C; в) прямой BD1 и плоскостью BF1C; г) прямой А1В и

плоскостью ВВ1С; д) прямой C1F и плоскостью BF1C.

Решение. Для решения метрических задач применитель-
но к правильной шестиугольной призме полезно на отдель-
ном (выносном) рисунке изобразить её нижнее (или верхнее)
основание — правильный шестиугольник ABCDEF, сторона
которого равна 1 (см. рис. 17 и указание к задаче 2.055).

а) Обозначим: ∠ (B1E, ((BC1C)) = β.

Имеем: СЕ � ВС (см. рис. 17); С1С � (АВС), CЕ ⊂ (АВС)

(рис. 57) ⇒ C1C � EC (по определению прямой, перпенди-

кулярной плоскости). Получаем: CE � ВС, CE � C1C ⇒

⇒ CE � (BC1C) (по признаку перпендикулярности прямой

и плоскости) ⇒ EC � B1C (по определению прямой, перпен-

дикулярной плоскости).
Это означает, что В1С — ортогональная проекция пря-

мой В1Е на (ВС1C), при этом ∠ CB1E = ∠ (B1E, ((BC1C) = β,

∠ B1CE = 90°.

Рис. 56
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Тогда в прямоугольном � В1СЕ с катетами CE =  и

В1С =  находим: 

sin β =  =  =  = 0,2 .

б) Обозначим: ∠ (AB, (BF1C)) = α. Ha рисунке 58 построено

сечение BCNE1F1M данной призмы плоскостью BF1C,

при этом K = AF ∩ BC, � АВK — правильный, так как

∠ ABK = ∠ KAB = 60° (как смежные с внутренними углами

правильного шестиугольника); стороны � АВK равны по 1.

Пусть точка Т — середина отрезка BK. Тогда: AT � BK
(как медиана правильного � АВK) ⇒ МТ � ВK (по теореме

о трёх перпендикулярах) ⇒ BK � (AMT) (по признаку пер-

пендикулярности прямой и плоскости) ⇒ (МВK) � (АМТ)

(по признаку перпендикулярности двух плоскостей). Это

означает, что перпендикуляр АО, проведённый из точки А
на (МВK) (О ∈ (МВK)), расположен в (АМТ). А так как

(МВK) ∩ (АМТ) = МТ, то О ∈ МТ (см. рис. 58). Поэтому  АО —

высота прямоугольного � АМТ с катетами АТ = = 

и AМ = 0,5 F1F = 0,5 (как средняя линия � F1FK). Значит,

АО =  =  = 0,25 .

Имеем: AO � (BF1C), O ∈ (BF1C); B ∈ (BF1C) ⇒ OB —

ортогональная проекция AB на (BF1C). Тогда

∠ (AB, (BF1C)) = ∠ (AB, BO) = ∠ ABO = α.

3
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-------------------------------------- 3

3( )
2
 + 2( )

2
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Так как AO � (BF1C), OB ⊂ (BF1C), то АO � OВ (по

определению прямой, перпендикулярной плоскости) ⇒

� ABO — прямоугольный, с катетом ОА = 0,25  и гипоте-

нузой АВ = 1. Это означает: sin α = 0,25 .

Глава 4. Плоскости в пространстве

§ 13. Параллельность плоскостей

Накопленный и хорошо усвоенный учащимися материал

о взаимном расположении прямых, прямой и плоскости спо-

собствует более осознанному изучению вопросов взаимного

расположения плоскостей в пространстве.

Учащиеся должны понимать, что как при выяснении во-

проса о параллельности, перпендикулярности, скрещивае-

мости двух прямых, параллельности и перпендикулярности

прямой и плоскости, так и при выяснении вопроса о том, па-

раллельны ли две плоскости, используются признаки их па-

раллельности (теоремы 18, 19). Кроме того, полезным при

решении задач является утверждение: две плоскости, пер-

пендикулярные одной и той же прямой, параллельны.

Не менее важными при решении задач являются теоремы

20—25, при внимательном анализе которых учащиеся могут

обнаружить определённую аналогию между свойствами па-

раллельных плоскостей в пространстве и свойствами парал-

лельных прямых на плоскости. Кроме того, полезным при

решении задач стереометрии является пространственный

аналог теоремы Фалеса.

Авторы и в этом параграфе продолжают придерживаться

своей концепции изучать свойства взаимного расположения

плоскостей в задачах, используя модели и изображения ку-

ба, правильного тетраэдра, призмы, пирамиды, параллеле-

пипеда, так как такие задачи обладают конструктивностью

и содержательностью, а рассуждения учащихся при их ре-

шении становятся доступными и естественными, что, в свою

очередь, приводит к сознательному и эффективному фор-

мированию у ученика конструктивных пространственных

представлений. Однако некоторые задачи можно решать и

без помощи рисунка (например, 4.001, 4.002, 4.008, 4.017).

Задачи, предлагаемые в графической работе № 2, с одной

стороны, достаточно просты, но, с другой стороны, они очень

3

3
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важны. Разобравшись в их решениях и безошибочно выпол-

нив нужный для каждой из них рисунок, ученик достигает

того необходимого уровня геометрической культуры, кото-

рый позволит ему в дальнейшем справиться со стереометри-

ческими задачами более высокой сложности.

При изучении § 13 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять, что при выяснении вопроса о том,

параллельны ли две плоскости, необходимо использовать

признаки их параллельности;

• понимать и объяснять, что если каждая из двух пересе-

кающихся прямых одной плоскости параллельна другой

плоскости, то данные плоскости параллельны;

• понимать и объяснять, что если две пересекающиеся

прямые одной плоскости соответственно параллельны двум

прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны;

• понимать и объяснять, что прямые, по которым две па-

раллельные плоскости пересекаются третьей плоскостью,

параллельны;

• понимать и объяснять, что если прямая пересекает одну

из двух параллельных плоскостей, то она пересекает и

другую;

• понимать и объяснять, что если плоскость пересекает од-

ну из двух параллельных плоскостей, то она пересекает и

другую плоскость;

• понимать и объяснять, что две плоскости, параллельные

третьей, параллельны; 
• понимать и объяснять, что при построении сечений

многогранников можно (и нужно) пользоваться признаками

и свойствами параллельных плоскостей: если секущая плос-

кость пересекает каждую из двух параллельных граней мно-

гогранника, то отрезки, по которым секущая плоскость пе-

ресекает эти грани, являются параллельными сторонами

многоугольника-сечения;

• понимать и объяснять, что отрезки параллельных пря-

мых, заключённые между параллельными плоскостями,

равны;

• формулировать определение параллельных плоскостей;

• формулировать и доказывать теоремы:

— о признаках параллельности плоскостей;

— о свойствах параллельных плоскостей;

— о единственности плоскости, проходящей через данную

точку параллельно данной плоскости;
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— о транзитивности отношения параллельности плоскос-

тей в пространстве;

— о свойствах отрезков, заключённых между двумя па-

раллельными плоскостями; 

— о свойстве прямой, перпендикулярной к одной из двух

параллельных плоскостей;

• интуитивно видеть параллельные плоскости на моделях

и изображениях многогранников, после чего логически обо-

сновывать их параллельность;

• используя изображения многогранников, корректно ар-

гументируя возникающие утверждения и повторяя при этом

свойства параллельного проектирования, параллельности и

перпендикулярности прямых и плоскостей, решать задачи:

— на признак параллельности двух плоскостей;

— на построение сечений многогранников и вычисление

их периметров, площадей; 

— на вычисление расстояний между точками, прямыми и

плоскостями; 

— на вычисление углов между прямыми и плоскостями. 

4.016. Построить сечение правильной шестиугольной приз-

мы плоскостью, проходящей через сторону нижнего основа-

ния и противолежащую сторону верхнего основания. Найти

площадь этого сечения, если боковые грани призмы — квад-

раты со стороной 4 см.

Решение. Строим точки (рис. 59): R = AB ∩ EF; Т =

= AB ∩ CD; Р = RE1 ∩ FF1; Q = TD1 ∩ CC1. Шестиугольник

ABQD1E1P — искомое сечение.

Так как P и Q — середины рёбер FF1 и CC1, то площадь

шестиугольника ABQD1E1P равна удвоенной площади тра-
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Рис. 59
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пеции ABQР, высота AL которой равна AE1, где АE1 =

=  =  = 8. Значит, S  =

= 2• •AL = (4 + 8)•4 = 48 (см2).

4.018. Прямая DF пересекает параллельные плоскости α,

β и γ соответственно в точках D, Е и F, при этом DF = 3,

EF = 9. Прямая EG пересекает плоскости α и γ соответствен-

но в точках G и Н, при этом EG = 12. Найти длину отрезка

GH.

Решение. Если плоскость γ лежит между плоскостями α

и β (рис. 60, a), то GН = 3; если плоскость α лежит между

плоскостями β и γ (рис. 60, б), то GH = 6.

4.022. Точка O — центр oснования ABCD правильной че-

тырёхугольной пирамиды РАВCD. Построить сечение этой

пирамиды плоскостью α, проходящей: а) через О параллель-

но грани РАВ; б) через середину отрезка OВ параллельно

диагонали AC основания и ребру PD; в) через середину отрез-

ка РО параллельно основанию пирамиды. В каждом случае

определить вид фигуры-сечения и найти её площадь, если

ВС = 12, PB = 10.

Решение. а) Так как α || (АBР), то прямые МK = α ∩ (АВС),

МH = α ∩ (АРD), KL = α ∩ (СРВ) параллельны соответ-

ственно АВ, АР, ВР, при этом НL || МK (рис. 61). Учитывая,

что PABCD — правильная пирамида, K и М — середины ВС
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и AD, приходим к выводу: MHLK — равнобедренная

трапеция, у которой МK = 2HL, а высота OQ = PF =

= 4 (PF =  =  = 8). Значит, SMHLK =

= •OQ = •4 = 36.

б) Проведём NR || PD, N — середина OB. Так как α || АС,

то прямая FK = α ∩ (АВС) параллельна АС, значит, FK � OB.

В сечении получается равнобедренный � FKR с основанием

KF = АС = •12  = 6  и высотой NR = DР = •10 =

= 2,5. Тогда S
�FKR = KF•NR = •6 •2,5 = .

в) Сечением пирамиды плоскостью, проходящей через се-

редину её высоты и параллельной её основанию, является

квадрат, площадь которого в четыре раза меньше площади

основания пирамиды, т. е. равна 36.

4.028. В правильной треугольной призме АВСА1B1С1 все

рёбра равны a. Точка М лежит на ребре AB, причём

AM : MB = 3 : 1, точка N — середина B1C1. а) Построить се-

чение призмы плоскостью, проходящей через точку М парал-

лельно плоскости A1ВС. б) Найти периметр сечения. в) Найти

площадь сечения. г) В каком отношении плоскость сечения

делит отрезок AN, считая от А?

Рис. 61
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Решение. a) Пусть секущая плоскость α параллельна
(A1ВС) и пересекает рёбра AC и A1А в точках соответственно

D и K, тогда МK || А1В, DK || А1C (рис. 62). Таким образом,

в сечении призмы получается равнобедренный треугольник
MDK (МK = DK).

б) Из условия АМ : МB = 3 : 1 следует, что МK = DK =

= A1В, MD = ВС. Тогда для периметра треугольника

МDK имеем:

P
�MDK = (2A1В + ВС) = (2•a  + а) = (2  + 1)a.

в) MD�AH ⇒ MD�KH ⇒ S
�MDK = MD•HK = • BC ×

× A1L = a•  =  где A1L =  =

=  = .

г) Обозначим Е = AN ∩ (MDK) = AN ∩ KH; F = AN ∩ A1L.

Тогда AF = AN, AE = AF. Значит, AE = AN, откуда

AE : EN = 3 : 5.

§ 14. Двугранные углы. Угол между двумя плоскостями

Задачи данного параграфа носят пропедевтический ха-

рактер к решению содержательных задач стереометрии

в 11 классе. В этой связи учащимся необходимо привыкнуть

Рис. 62
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видеть двугранные углы, образованные различными плос-

костями, находить, изображать и вычислять их линейные

углы наиболее простым способом.

Для нахождения угла ϕ между двумя пересекающимися

плоскостями α и β удобно использовать следующий факт: ес-

ли плоскости α и β пересекаются по прямой c, а некоторая

точка М плоскости α удалена от плоскости β на расстояние h

и от прямой с — на расстояние m, то sin ϕ = .

Заметим, что при решении отдельных вопросов задачи

4.055 желательно к каждому из них выполнить специаль-

ный рисунок.

При изучении § 14 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение двугранного угла;

• понимать и объяснять, что двугранный угол может быть

острым, прямым или тупым, если его линейный угол соот-

ветственно острый, прямой или тупой;

• формулировать определение двугранного угла;

• видеть и правильно изображать (показывать на рисунке)

линейные углы двугранных углов в данном многограннике;

в качестве многогранников целесообразно использовать куб,

правильные или специальные пирамиды;

• понимать, что двугранный угол может быть острым,

прямым или тупым, если его линейный острый, прямой или

тупой; 

• решать задачи на нахождение: величины двугранного

угла; расстояния от точки, расположенной внутри двугран-

ного угла, до его граней или его ребра; целесообразно исполь-

зовать для решения различных задач на двугранные углы

изображения куба, прямоугольного параллелепипеда, пра-

вильных или специальных пирамид;

• находить с помощью теоремы о площади ортогональной

проекции многоугольника: площадь основания многогран-

ника; площадь сечения многогранника; величину двугран-

ного угла при ребре многогранника; величину угла между

плоскостями основания и сечения многогранника; в качест-

ве многогранников использовать куб, правильные пи-

рамиды; 

• находить углы и расстояния между прямыми и плоскос-

тями на изображениях многогранников.

h
m
-----
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4.039. Точки A и B лежат на разных гранях двугранного
угла, величина которого равна 60°. Точки A1 и B1 — проек-

ции точек A и B на ребро двугранного угла. АA1 = A1B1 =

= ВB1 = 2. Найти длину отрезка AВ.

Решение. Пусть D — такая точка грани A1B1B, что четы-

рёхугольник A1B1BD — квадрат (рис. 63). Тогда � AA1D —

равносторонний со стороной 2.

Так как AA1 � A1B1 и A1D � A1B1, то A1B1 � (АA1D). Зна-

чит, BD � (AA1D), поэтому � ABD — прямоугольный, в кото-

ром  АВ =  =  = 2 .

4.047. Доказать, что все двугранные углы правильного
тетраэдра равны. Найти их величину.

Решение. Пусть РАВC — правильный тетраэдр (рис. 64).
Так как РА = PB = РС, то ОА = OВ = ОС, где PO � (ABC)
и О — центр правильного � ABC, в котором СO � АВ,
AO � ВС, ВО � АС. Если при этом СО ∩ АВ = K, АО ∩ ВС = М,
ВО ∩ АС = L, то ОK = OM = ОL.

Taк кaк PK = PM = PL и РK � АВ, РМ � ВС, РL � АС, то
равны углы ОKР, ОМР и OLP, являющиеся линейными
углами двугранных углов при рёбрах соответственно АВ, ВС
и АС. Аналогично доказывается равенство двугранных углов
при других рёбрах правильного тетраэдра.

Обозначим ϕ = ∠ ОKР = ∠ OMP = ∠ OLP. Если ребро тетраэд-

ра РАВС равно a, то РK = , ОK = . Тогда

 cos ϕ =  =   = , откуда ϕ = arccos .

BD2 + AD2 22 + 22 2
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4.055. Дан куб ABCDA1B1C1D1, точка М — середина реб-
ра C1D1. Заполнить таблицу.

Решение. 5) Пусть ребро куба равно а. Плоскости A1BD и

C1DВ пересекаются по прямой BD, образуя двугранный угол

A1(BD)C1, линейным углом которого является ∠ A1OC1 = ϕ

(рис. 65). В прямоугольном � С1ОО1, где ∠ О1OC1 = , нахо-

№ Плоскости
Взаимное 

расположение 
плоскостей

Величина угла 
между 

плоскостями

1 A1BA и D1CD

2 A1B1С1 и DD1С

3 A1BD и B1D1C

4 B1AС и ADC

5 A1BD и C1DB

6 A1BD и СC1A

7 АB1C1 и ADC

8 A1MA и B1C1C

9 A1MA и BB1D

10 MA1D и CA1D

Рис. 65
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дим: tg  =  =  =  ⇒  = arctg . Тогда

ϕ = 2acrtg .

8) Плоскости A1МА и B1C1C пересекаются по прямой,

параллельной АА1. Так как (ВСС1) || (АDD1) (см. pис. 65),
то ∠ ((А1MA), (B1C1C)) = ∠ ((A1MA), (ADD1)) = α. Линей-

ным углом двугранного угла D1(A1A)М служит ∠ MA1D1.

В прямоугольном � МA1D1 находим: tg α =  =  =  ⇒

⇒ α = arctg .

9) Плоскости A1МА и BB1D пересекаются по прямой P1Р
(см. pис. 65) и образуют двугранный угол K(P1P)D, линей-

ным углом которого служит ∠ KPD = β. В треугольнике KPD
находим: ∠ AKD = arctg 2, ∠ PDK = 45°, тогда ∠ KPD =
= 135° – arctg 2.

10) Плоскости MA1D и CA1D пересекаются по прямой

A1D, образуя двугранный yгол M(A1D)C. Если FE — средняя

линия � А1CD, то MF — медиана равнобедренного � МA1D —

перпендикулярна A1D. Кроме того, FE || CD, значит,

FE� A1D, поэтому ∠ MFE — линейный угол двугранного уг-

ла M(A1D)C = γ. Точка Е является центром куба, лежит в плос-

костях О1ОМ и A1B1CD, причём МЕ � (A1CD). Тогда в пря-

моугольном � FEM находим tg γ =  =  = , откуда

γ = arctg .

§ 15. Перпендикулярность плоскостей

Материал о перпендикулярности плоскостей является

завершающим в изложении разделов стереометрии, посвя-

щённых вопросам взаимного расположения прямых и плос-

костей в пространстве. После изучения этого материала
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учащиеся должны уметь решать задачи не только на опреде-

ление взаимного расположения прямых и плоскостей, но

и на нахождение углов и расстояний между ними, а также

численных характеристик (длин, периметров, площадей

и т. д.) различных геометрических фигур.

Все разделы задачи 4.067, кроме д), полезно решить с по-

мощью единого рисунка. Сочетание задач на доказательство,

построение и исследование (4.056—4.062, 4.066, 4.069, 4.072,
4.074) с задачами вычислительного характера на нахожде-

ние расстояний (4.063—4.065), периметров и площадей сече-

ний многогранников (4.070—4.071), углов между прямыми

и плоскостями (4.067—4.068, 4.073) свидетельствует о боль-

шом многообразии вопросов стереометрии, которые можно

решать после изучения пройденного материала.

При изучении § 15 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение перпендикулярных

плоскостей;

• понимать и объяснять, что если одна из двух плоскостей

проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскос-

ти, то эти плоскости перпендикулярны (признак перпенди-

кулярности двух плоскостей);

• понимать и объяснять, что если в плоскости есть хоть од-

на прямая, перпендикулярная другой плоскости, то эти

плоскости взаимно перпендикулярны (признак перпендику-

лярности двух плоскостей);

• понимать и объяснять, что для определения, перпенди-

кулярны ли две плоскости, применяется признак перпенди-

кулярности двух плоскостей;

• понимать и объяснять, что если плоскость перпендику-

лярна прямой, по которой пересекаются две данные плоскос-

ти, то эта плоскость перпендикулярна каждой из данных

плоскостей;

• понимать и объяснять, что если прямая лежит в одной из

двух взаимно перпендикулярных плоскостей и перпендику-

лярна линии их пересечения, то она перпендикулярна дру-

гой плоскости;

• понимать и объяснять, что если прямая, проведённая че-

рез точку одной из двух взаимно перпендикулярных плос-

костей, перпендикулярна другой плоскости, то она лежит в

первой из них;

• понимать и объяснять, что если прямая, проведённая че-

рез точку одной из двух пересекающихся плоскостей, пер-
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пендикулярна другой плоскости и не лежит в первой, то дан-

ные плоскости не перпендикулярны;

• понимать и объяснять, что если две плоскости, пер-

пендикулярные третьей плоскости, пересекаются, то прямая

их пересечения перпендикулярна третьей плоскости;

• формулировать определение перпендикулярных плос-

костей; 

• формулировать и доказывать признак перпендикуляр-

ности двух плоскостей; 

• доказывать признаки перпендикулярности двух плос-

костей и свойства перпендикулярных плоскостей; 

• доказывать теорему о площади ортогональной проекции

многоугольника; 

• решать задачи на признак и свойства перпендикуляр-

ных плоскостей, используя изображения правильного тетра-

эдра, правильной пирамиды, куба; 

• находить расстояния между скрещивающимися прямы-

ми, используя изображения правильного тетраэдра, куба;

целесообразно предлагать учащимся решать одну и ту же за-

дачу различными методами;

• решать задачи на определение и признак перпендику-

лярных плоскостей, используя изображения правильного

тетраэдра, правильной пирамиды, куба;

• формулировать и доказывать теоремы: о прямой, лежа-

щей в одной из двух взаимно перпендикулярных плоскостей

и перпендикулярной прямой их пересечения; о прямой, пер-

пендикулярной одной из двух взаимно перпендикулярных

плоскостей и имеющей со второй плоскостью общую точку; о

линии пересечения двух плоскостей, перпендикулярных

третьей; иллюстрировать содержание этих теорем на моде-

лях и изображениях куба, правильного тетраэдра, прямо-

угольного параллелепипеда, правильной шестиугольной

призмы;

• используя многогранники и применяя теоремы о свойст-

вах параллельности и перпендикулярности прямых и плос-

костей, решать задачи: на доказательство параллельности и

перпендикулярности прямых и плоскостей; на вычисление

расстояний и углов между прямыми и плоскостями; на по-

строение сечений и вычисление их площадей;

• сопровождать все рассуждения при решении задач кор-

ректными аргументациями.
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4.063. Плоскости α и β взаимно перпендикулярны. Пря-

мая p пересекает плоскости α и β в точках соответственно А и

В, образуя при этом с каждой из плоскостей углы, равные ϕ.

Найти длину отрезка, концами которого являются проекции

точек A и B на линию пересечения данных плоскостей, если

длина отрезка АВ равна а.
Решение. Обозначим а = α ∩ β, A1 и B1 — ортогональные

проекции соответственно точек А и В на прямую a. Так как

АA1 � а, А ∈ а, α � β, а = α ∩ β, то AA1 ⊂ α (рис. 66). Анало-

гично BB1 � a, В ∈ β, α � β, a = α ∩ β ⇒ ВB1 ⊂ β. Тогда в прямо-

угольных треугольниках ABB1, АA1В и АA1B1 получаем со-

ответственно АB1 = AB•cos ϕ = a•cos ϕ, A1А = AB•sin ϕ =

= a•sin ϕ, A1B1 =  = а  = a .

4.064. Концы А и В отрезка АВ, длина которого равна

10  см, принадлежат перпендикулярным плоскостям со-

ответственно α и β. Углы между прямой AB и плоскостями

α и β равны соответственно 30° и 45°. Найти: a) расстояния от

концов отрезка АВ до линии пересечения плоскостей α и β;

б) длины проекций отрезка АВ на плоскости α и β.
Решение. Обозначим а = α ∩ β, А1 и B1 — ортогональные

проекции соответственно точек А и В на плоскости соответ-

ственно β и α. Так как AA1 � β, A ∈ α, α � β, a = α ∩ β, то

AA1 ⊂ α и AA1 � a (рис. 67). Аналогично доказывается, что

ВВ1 ⊂ β и ВB1 � a.
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а) Используя прямоугольные треугольники ABB1 и АA1B,

находим соответственно расстояния: ρ(В; a) = |BB1| = АВ =

= •10  = 5  (см) и ρ(А; a) = | AA1| = AB•sin 45° =

= 10 •  = 10 (см).

б) Проекциями отрезка АВ на плоскости α и β являются от-

резки АВ1 и A1В, длины которых равны: | АB1| = АВ•cos 30° =

= 10 •  = 5  (см); | A1B| = АВ•соs 45° = 10 •  =

= 10 (см).

4.067. ABCD — ромб с углом 60°. Прямая MA перпенди-

кулярна плоскости ромба, причём АВ = AM = а. Найти угол

между плоскостями: а) АМВ и ABC; б) АМВ и AMD; в) MDC
и АВС; г) МАD и МВС; д) MDC и ВСМ.

Решение.
а) AM � (АВС) ⇒ (АМВ) � (АВС) ⇒ ∠ ((AMB), (ABC)) =

= 90°.

1

2
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2
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б) AM � (АВС) ⇒ ∠ BAD — линейный угол двугранного
угла B(AM)D. Поэтому, если в ромбе ABCD ∠ BAD = 60°,
то ∠ ((AMB), (AMD)) = 60°; ecли ∠ BAD = 120°, то тогда
∠ ((AMB), (AMD)) = 120° (рис. 68).

в) Плоскости MDC и ABC образуют двугранный угол с
ребром DC. Пусть N — середина DC, ВТ = AМ и ВТ || AM,
тогда ∠BNT = α — линейный угол двугранного угла B(CD)T

(см. рис. 68). Находим tg α =  =  =  ⇒ α = arctg .

г) Из AD || ВС следует, что прямая ML, по которой пересе-
каются плоскости MAD и MBC, параллельна стороне AD
(см. рис. 68), т. е. плоскости MAD и MBC образуют двугран-
ный угол A(ML)B.

Так как BD = DL = AВ = а, то BM = BL = a . Значит,

� MBL — равнобедренный. Если Р и Н — середины ML и AD,
то ∠ BPН = β — линейный угол двугранного угла A(ML)B.

Из АМ || РН, AM � (ABC) следует, что � BHP — прямо-

угольный, в котором ВН = , РН = а. Тогда tg β = ,

откуда β = arctg .

д) Плоскости MBC и MDC образуют двугранный угол

B(MC)D с ребром МС (рис. 69, a, б). Так как диагонали ром-

ба ABCD взаимно перпендикулярны и делятся точкой пере-

сечения пополам, кроме того, (АМС) � (АВС), то плоскость

АMС делит двугранный угол B(MC)D пополам.

Пусть OR � MC, тогда из CM � BD, CM � OR получаем

CM � (BRD) ⇒ ∠ BRD = ϕ — линейный угол двугранного угла

B(MC)D. Найдём угол ϕ.
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Если ∠ BAD = 60° (см. рис. 69, a), то BD = a, АС = a .

Так как в прямоугольном � АCМ МС =  = 2а =

= 2АМ, то ∠ ACM = 30°. Значит, OR = ОС = . Тогда

в прямоугольном � ORD, в котором ∠ ORD = , находим

RD =  =  = , sin  =  =  =

= , откуда ϕ = 2arcsin .

Если ∠ BAD = 120° (см. рис. 69, б), то BD = a ,
АС = a. Значит, � АСМ — равнобедренный прямоугольный

(∠ ACM = 45°), ОС = , OD = . Тогда ОR = , RD =

=  =  = , sin  =  =  =

= , откуда ϕ = 2arcsin .

4.068. Плоскости АВС и ABD образуют угол в 45°. Изве-

стно, что AD = 3, АВ = 5, BC = ; DA � АВ, СВ � AB.
Найти: a) CD; б) угол между прямой CD и плоскостью ABC.

Решение. а) Пусть DK � (АВС), K ∈ (АВС) (рис. 70). Тогда в

прямоугольном � CDK находим CD = .

Так как AD � AB, то АK � АВ
и в равнобедренном прямоуголь-

ном � ADK имеем DK = .

Если L — такая точка отрезка

АK, что AL = ВС, то в прямо-

угольном � CLK находим CL =
= АВ = 5, LK = АK – AL =

=  –  = . Тогда СK =

3

AM2 + AC2

1

2
--- a 3

4
-----------

ϕ

2
---

OR2 + OD2 3

16
-------a2 + 

1

4
---a2 a 7

4
----------- ϕ

2
--- OD

RD
---------

a
2
---

a 7

4
-----------

-----------

2 7

7
----------- 2 7

7
-----------

3

a
2
--- a 3

2
----------- a 2

4
-----------

OR2 + OD2 1

8
---a2 + 

3

4
---a2 a 14

4
--------------- ϕ

2
--- OD

RD
---------

a 3

2
-----------

a 14

4
---------------

---------------

42

7
----------- 42

7
-----------

2

CK2 + KD2

A

D

B

K
C

45°
ϕ L

Рис. 70

3 2

2
-----------

3 2

2
----------- 2

2

2
-------
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=  =  = . Значит, CD =  =

=  = .

б) В прямоугольном треугольнике CDK находим ∠ KCD = ϕ:

sin ϕ  =   =  = , откуда ϕ = arcsin .

4.071. В треугольной пирамиде МАВС боковые грани

MAC и MBС взаимно перпендикулярны и перпендикуляр-

ны основанию пирамиды, которым служит равнобедрен-

ный треугольник ACB. Через вершину С проведена плос-

кость α, перпендикулярная плоскости грани МАВ. Найти

периметр и площадь фигуры, получившейся при пересе-

чении пирамиды и плоскости α, если МС = 10 см, AB =

= 20 см.

Решение. Пусть точка D — середина гипотенузы AВ рав-

нобедренного прямоугольного � АВС (рис. 71) с гипоте-

нузой АВ = 20. Тогда CD = AD = 10, при этом АС = ВС =

= 10  и � МАВ является равнобедренным с высотой MD =

= 10 .

Так как AB � (CDM), то (АМВ) � (CMD), значит, перпен-

дикуляр СН к (АMB) лежит в плоскости CMD, H ∈ MD,

а из CH � MD следует, что Н — середина MD (� MCD — рав-

нобедренный прямоугольный). Это означает, что искомое се-

чение данной пирамиды плоскостью α представляет собой

равнобедренный треугольник CKР с основанием РK (РK || АВ
и РK = 0,5АВ = 10) и высотой

СН = 0,5MD = 5 . Поэтому

S
�CKP = PK•CH = 25  (см2).

В прямоугольном � СPН на-

ходим СР =  =

=  = 5 . Тогда

периметр треугольника СРK

равен РK + 2СР = 10 + 2•5  =

= 10•(  + 1) (см).

CL2 + LK2 25 + 
1

2
--- 51

2
------- CK2 + DK2

51

2
------- + 

9

2
--- 30

DK
CD
----------

3

2
-------

30
----------- 15

10
----------- 15

10
-----------

2

2

C

M

K

H

P

A

D

B

Рис. 71

2

1

2
--- 2

CH2 + PH2

5 2( )
2
 + 52 3

3

3
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§ 16. Общий перпендикуляр 
двух скрещивающихся прямых

Вопрос об общем перпендикуляре двух скрещивающихся

прямых и о расстоянии между ними относится к одному из

наиболее сложных в изучении взаимного расположения пря-

мых и плоскостей в пространстве. А так как с нахождением

расстояния между двумя скрещивающимися прямыми свя-

зано решение многих задач на нахождение наибольшего и

наименьшего значений площадей и объёмов геометрических

фигур, то этот вопрос заслуживает подробного изложения

учителем.

Учащимся следует пояснить, что для нахождения рас-

стояния между двумя скрещивающимися прямыми вовсе

не обязательно строить их общий перпендикуляр (что часто

не так просто сделать), а можно поступить иначе.

Если а и b — данные скрещивающиеся прямые, то бывает

достаточно применить один из трёх следующих методов.

а) Провести (или увидеть уже построенные) через прямые

а и b параллельные плоскости. Тогда расстояние от любой

точки одной из этих плоскостей до другой плоскости равно

расстоянию между а и b.
б) Провести (или увидеть уже проведённую), например,

через прямую а плоскость α, параллельную прямой b. Тогда

расстояние от любой точки прямой b до плоскости α равно

расстоянию между а и b.
в) Провести плоскость α, перпендикулярную прямой а и

пересекающую её в некоторой точке A; затем построить пря-

мую b1 — ортогональную проекцию прямой b на эту плос-

кость. Тогда расстояние от точки А до прямой b1 равно рас-

стоянию между а и b.
Для успешного решения задач, в которых требуется най-

ти расстояние между двумя скрещивающимися прямыми,

учащиеся должны уметь применять все перечисленные три

метода. Целесообразно предложить учащимся решать одну и

ту же задачу различными методами.

Применение этих методов показано в приведённых ниже

решениях задач данного параграфа и задач к этой главе.

При изучении § 16 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять, что расстояние между двумя

скрещивающимися прямыми равно расстоянию между па-
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раллельными плоскостями, проходящими через эти пря-

мые;

• понимать и объяснять, что для нахождения расстояния

между двумя скрещивающимися прямыми вовсе не обяза-

тельно строить их общий перпендикуляр, а можно посту-

пить иначе, а именно если a и b — данные скрещивающиеся

прямые, то бывает достаточно применить один из трёх сле-

дующих методов: 

— проводить (или увидеть уже построенные) через пря-

мые a и b параллельные плоскости; тогда объяснять, что рас-

стояние от любой точки одной из этих плоскостей до другой

плоскости равно расстоянию между прямыми a и b;

— проводить (или увидеть уже проведённую), например,

через прямую a плоскость α, параллельную прямой b; тогда

объяснять, что расстояние от любой точки прямой b до плос-

кости α равно расстоянию между прямыми a и b;

— провести плоскость α, перпендикулярную прямой a и

пересекающую её в некоторой точке А; затем построить пря-

мую b1 — ортогональную проекцию прямой b на эту плос-

кость; тогда объяснять, что расстояние от точки А до прямой

b1 равно расстоянию между прямыми a и b; 

• доказывать теорему о единственности общего перпенди-

куляра двух скрещивающихся прямых;

• доказывать, что расстояние между двумя скрещи-

вающимися прямыми равно: расстоянию между параллель-

ными плоскостями, проходящими через эти прямые; рас-

стоянию от любой точки одной из прямых до плоскости, про-

ходящей через вторую прямую параллельно первой прямой;

расстоянию от точки пересечения плоскости, перпендику-

лярной одной из данных прямых, до ортогональной проек-

ции на эту плоскость второй прямой;

• решать задачи на нахождение расстояния между скре-

щивающимися прямыми, используя изображения правиль-

ного тетраэдра, куба, прямоугольного параллелепипеда; це-

лесообразно предлагать учащимся решать одну и ту же зада-

чу различными методами;

• сопровождать рассуждения при решении задач коррект-

ными аргументациями.

4.077. Плоскости квадрата ABEF и ромба ABCD перпен-

дикулярны; CD = 6, ∠ С = 60°. Найти расстояние между пря-

мыми: a) EF и CD; б) AF и ВС.
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Решение. а) Пусть Р — сере-

дина CD правильного � ВCD
(рис. 72). Тогда BP � CD ⇒

⇒ EP � CD. Tак как ЕF || СD, тo

EP � EF, значит, ЕР — общий

перпендикуляр параллельных

прямых EF и CD, поэтому

ρ(EF; CD) = РЕ. Находим:    

ВР =  = 3 ; 

РЕ =  = 

=  = 3 .

б) Пусть ВK — медиана правильного � АBD (см. рис. 72).

Тогда BK � AD. А так как AF � (АВС), то ВK � AF, следо-

вательно, ВK � (ADF). Получаем: 

BC || (AFD), AF ⊂ (AFD) ⇒ ρ(ВС; AF) =

= ρ(BC; (AFD)) = ρ(В; (AFD)) = ВK = 3 .

4.079. На двух скрещиваю-

щихся прямых АВ и СK выбра-

ны точки А и С так, что угол

BAС равен углу АСK и равен

90°; АВ = KС = 6. Найти ВK, ес-

ли расстояние между прямыми

АВ и СK равно 3 и АВ перпенди-

кулярна CK.

Решение. Из условия задачи

следует, что AС — общий пер-

пендикуляр скрещивающихся

прямых АВ и СK (рис. 73), т. е.

ρ(АB; CK) = АС = 3.

Проведём СН || АВ. Тогда AC � (CKH). Если CH = AB, то

BH � (CKH) и ВН = AC = 3. В равнобедренном прямоуголь-

ном � СKН находим KН = 6 , а в прямоугольном � BKH —

ВK =  =  = 9.

4.080. Угол между двумя скрещивающимися прямыми

AВ и СK равен 60°, а расстояние между ними равно 3. Точки

A и C выбраны так, что ∠ ВАС = ∠ АСK = 90°; AВ = 4; KC = 2.

Найти BK.

DKA

F

B

P

C

E

Рис. 72

6 3

2
----------- 3

BE2 + BP2

62 + 3 3( )
2

7

3

Рис. 73

A

H

K
α

C

B

2

BH2 + KH2 32 + 6 2( )
2
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Решение. Из условия задачи

следует, что АС — общий пер-

пендикуляр скрещивающихся

прямых AB и CK (рис. 74), т. е.

ρ(АВ; CK) = АС = 3.

Проведём CН || АВ. Тогда
AC � (СKН). Если СН = АВ, то
BН � (СKН) и ВН = AС = 3.

Если ∠ KCH = 60°, то в � CKН
имеем KH2 = СН2 + CK2 –
– 2CH•CK•cos 60° = 16 + 4 –
– 2•4•2•0,5 = 12; в прямоуголь-
ном � ВKН находим 

ВK =  =  = .

Если ∠ K1CH = 120°, то в � CK1H имеем K1Н2 = СH2 +

+ K1C2 – 2CH•K1C•cos 120° = 16 + 4 + 2•4•2•0,5 = 28;

в прямоугольном � ВK1Н находим 

ВK1 =  =  = .

4.084. Из точек А и B на плоскость α опущены перпенди-
куляры АA1 и ВB1 и наклонные AP и BТ, перпендикуляр-

ные прямой А1B1. Найти расстояние между прямыми AР и
ВТ, если А1Р = 0,5, B1Т = 3,5, а РТ = 5.

Pешение. Возможны два случая.
С л у ч а й  1.  Проекции A1P и B1Т расположены в одной

полуплоскости плоскости α относительно прямой A1B1

(рис. 75, a). Так как A1Р ||  B1Т и АA1 ||  ВB1, то скрещиваю-

A

H

K α

C

K1

B

Рис. 74

60°

BH2 + KH2 9 + 12 21

BH2 + K1H2 9 + 28 37

Рис. 75

B1

α

A

A1

B
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T

B1

α

A

A1

B

H

P

Ta) б)
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щиеся прямые АР и BT лежат в параллельных плоскостях
соответственно АA1Р и ВB1Т. Это означает, что расстояние

между АР и ВТ равно расстоянию между плоскостями АA1Р
и ВB1Т, т. е. равно длине отрезка A1B1.

Найдём длину A1B1, для чего проведём отрезок PK, рав-

ный и параллельный A1B1 (K ∈ B1Т). Тогда в прямоугольном

� TРK:  ТK = B1T – B1K = 3,5 – 0,5 = 3, РK =  = 4.

Так как РK = A1B1, то расстояние между прямыми АР и ВТ
равно 4.

С л у ч а й  2.  Проекции A1P и B1Т расположены в разных

полуплоскостях плоскости α относительно прямой A1B1

(рис. 75, б); A1B1 ∩ РТ = Н. Тогда  =  =  = , отку-

да HT = 7РH, B1H = 7A1Н. Учитывая, что РТ = РН + ТН =

= 8PH = 5, получаем: РН = , ТН = . В прямоуголь-

ном треугольнике A1HP получаем: A1H =  =

=  = , тогда B1H = 7A1Н = . Значит,

A1B1 =  +  = 3. Таким образом, в этом случае расстояние

между прямыми АР и ВТ равно 3.

4.087. Дан куб АВСDА1B1C1D1 с ребром а. Точка K — се-

редина ребра B1C1. Заполнить таблицу.

№ Прямые Расстояние между прямыми

1 AA1 DC

2 BB1 DC1

3 DC A1K

4 DD1 A1K

5 B1D AC

6 AK BC

7 B1C C1D

8 AK BD

9 DK AC1

PT2 – TK2

A1P

B1T
------------ PH

HT
----------

A1H

B1H
------------- 1

7
---

5

8
--- 35

8
-------

PH2 – A1P2

  
5

8
---   

2

 –   
1

2
---   

2 3

8
--- 21

8
-------

21

8
------- 3

8
---
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Решение. 1) Ребро AD является общим перпендикуляром

прямых АA1 и CD, поэтому ρ(АA1; СD) = АD = a (рис. 76).

2) BB1 || (C1CD), DC1 ⊂ (C1CD); ρ(B; (C1CD)) = ВС = a ⇒

⇒ ρ(ВB1; DC1) = ВС = а (см. рис. 76).

3) Скрещивающиеся прямые CD и A1K лежат в парал-

лельных плоскостях АВС и A1B1C1, расстояние между кото-

рыми равно а, поэтому ρ(A1K; CD) = AA1 = a (см. риc. 76).

4) Проведём через прямую А1K плоскость АА1K (см.

рис. 76), которая параллельна DD1. Тогда расстояние

ρ(DD1; A1K) = ρ(DD1; (AA1K)) = ρ(D; (AA1K)). Если

(AA1K) ∩ BC = F (F — середина BC) и P — серединa АВ, то

DP � (AFK) и DL = DP. Taк как DP =  =

=  = , то DL = •  = . Это означает, что

ρ(DD1; A1K) = .

5) С помощью теоремы о трёх перпендикулярах доказы-
вается, что B1D � (АСD1) (см. рис. 76), значит, B1D � OD1

(O = AC ∩ BD), при этом М = B1D ∩ (ACD1) = B1D ∩ OD1.

Так как в правильном треугольнике АСD1 справедливо

OD1 � AC, то отрезок ОМ — общий перпендикуляр скре-

щивающихся прямых B1D и АС. Учитывая, что ОМ =

Рис. 76

K

B A

B1

C1 D1

A1

D

P

L

O

F

C

Q M

E

R

O1

4
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a2

4
------ + a2 a 5

2
----------- 4

5
--- a 5

2
----------- 2a 5

5
---------------
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= ОD1 = •  = •  = , приходим к выводу:

ρ(AC; B1D) = .

6) Прямая АK лежит в плоскости AB1C1, которая па-

раллельна прямой ВС (см. рис. 76). Поэтому ρ(ВС; AK) =

= ρ(ВС; (АB1C1)) = ρ(В; (АB1С1)) = BQ = BA1 = .

7) Скрещивающиеся прямые B1C и C1D лежат в параллель-

ных плоскостях соответственно АB1C и A1C1D (см. рис. 76),

поэтому расстояние между прямыми B1C и C1D равно рас-

стоянию между этими плоскостями. Если BD1 ∩ (A1C1D) = E,

BD1 ∩ (AB1C) = R, то RE = BD1 = . Доказав, что

прямая BD1 � (A1C1D), приходим к выводу: ρ(B1C; C1D) =

= ρ((AB1C); (A1C1D)) = RE = .

8) Прямая АР — ортогональная проекция прямой AK на

плоскость АСС1, которая перпендикулярна прямой BD, при

этом BD ∩ (ACC1) = О = АС ∩ ВD (рис. 77). Это означает, что

ρ(ВD; AK) = ρ(O; AР).

Пусть ОН � АР, Н ∈ АР. Тогда ρ(BD; AK) = ОН. Най-

дём ОН.
Так как OН � АР, то

ОН || ЕМ, где EМ — высота пря-

моугольного �АРЕ (KP || B1D1,

PE || CC1, Е ∈ АС). Учитывая, что

K — середина B1C1 и KР || B1D1,
РЕ || СC1, заключаем, что Е — се-

редина ОС, значит, АЕ = АС =

= . Из соотношения OA =

= АЕ получаем ОН = ME.

Так как � АРЕ — прямоуголь-

ный, то ME = .

1

3
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3
--- AC 3

2
----------------- 1

3
--- a 2• 3

2
------------------------ a 6

6
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6
-----------

1

2
--- a 2

2
-----------

1

3
--- a 3

3
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Находим: АР =  =  = ; ME =

=  = . Тогда ОН = •  = . Таким

образом, ρ(BD; AK) = .

9) Прямые DK и AC1 пересекаются, поэтому ρ(DK; AC1) = 0.

4.088. MABC — правильный тетраэдр с ребром 6. Точка

О — центр треугольника АВС. K — середина ребра MB.

Р — середина ребра АС. Заполнить таблицу.

Решение. 1) Так как ВР � АС и MO � (ABC), то ОР —

общий перпендикуляр скрещивающихся прямых АС и ОМ

(рис. 78). Значит, ρ(ОМ; AС) = OP = BP = •3  = .

2) Если E и T — середины

рёбер соответственно AM и ВС,

то доказывается, что ТE — об-

щий перпендикуляр AM и ВС,

поэтому ρ(АМ; ВС) = ТЕ =

=  =  =

= 3 .

3) Прямые ОK и РМ лежат в

одной плоскости BMP и пересе-

каются, поэтому ρ(PМ; ОK) = 0.
4) Проведём KL || ОМ, L ∈ВР.

Тогда (CKL) || OМ, значит,

ρ(ОМ; CK) = ρ(OM; (CKL)) =

№ Прямые Расстояние между прямыми

1 AC MO

2 BC AM

3 OK PM

4 MO KC

5 ВО AM

AE2 + PE2 9

8
---a2 + a2 a 34

4
---------------

3a 2

4
---------------•a

a 34

4
---------------

------------------------ 3a 17

17
------------------- 2

3
--- 3a 17

17
------------------- 2a 17

17
-------------------

2a 17

17
-------------------

1

3
--- 1

3
--- 3 3

B

K

M

Рис. 78
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= ρ(O; CL) = OH, где OH � CL, H ∈ CL (см. рис. 78). Следова-

тельно, ρ(OМ; CK) равно высоте треугольника COL. Найдём

эту высоту по формуле ОН = , для этого в � ВСL на-

ходим:

СL =  =

=  = ; 

S
�OCL = OL•OC•sin 120° = • •2 •  = .

Тогда ОН =  = . Таким образом, ρ(ОМ; СK) =

= .

5) Спроектируем прямую OB на плоскость BCE, перпенди-

кулярную AM, для чего проведём ON || AМ (AM � ТЕ ⇒

⇒ ON � TE). Пусть ВN ∩ СЕ = F (рис. 79). Тогда BF — проек-

ция ВО на (ВСЕ). Если HE � BF, то ЕH = ρ(ОВ; AM).

Найдём EН.

Tак как ТЕ = 3 , то из ОТ : AT = 1 : 3 и ON || AM следует

TN = ТЕ = . Тогда в прямоугольном треугольнике BTN на-

ходим: BN =  =

=  = . Обозна-

чив ∠ NBT = ϕ, получаем

cos ϕ =  =  = .

Так как ВС � ТЕ и HE � BF,

то ∠ NEH = ∠ NBT = ϕ, и в пря-

моугольном треугольнике NEH
находим ЕН = NE•cos ϕ =

= 2 •  = . Таким

образом, ρ(ОВ; AМ) = .

2S    COL

CL
----------------------�

BL2 + BC2 – 2BL•BC•cos  30°

3( )
2

+ 62  – 2• 3•6•
3

2
------- 21

1

2
--- 1

2
--- 3 3

3

2
------- 3 3

2
-----------

2•
3 3

2
-----------

21
-------------------- 3 7

7
-----------

3 7

7
-----------

2

1

3
--- 2

Рис. 79
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§ 17. Площадь ортогональной проекции многоугольника

Теорема о площади ортогональной проекции многоуголь-

ника находит своё применение при решении задач на нахож-

дение площади сечения и площади основания многогранни-

ка, угла при ребре основания пирамиды, угла между плоско-

стью сечения и плоскостью основания многогранника, угла

между плоскостями.

При изучении § 17 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять, что площадь ортогональной про-

екции многоугольника на плоскость равна площади проек-

тируемого многоугольника, умноженной на косинус угла

между плоскостью многоугольника и плоскостью проекций; 

• находить с помощью теоремы о площади ортогональной

проекции многоугольника: площадь основания многогран-

ника; площадь сечения многогранника; величину двугран-

ного угла при ребре многогранника; величину угла между

плоскостями основания и сечения многогранника (в качест-

ве многогранников использовать куб, призму, правильные

пирамиды). 

4.096. B правильной треугольной пирамиде МАВС про-

ведено сечение через середину ребра МС и вершины А и В.

Площадь этого сечения составляет  площади основания пи-

рамиды. Определить: а) угол наклона плоскости сечения к

плоскости основания пирамиды; б) угол, который образует

плоскость сечения  с  боковым  ребром пирамиды; в) угол на-

клона бокового ребра пира-

миды к плоскости её осно-

вания.

Решение. а) МО — высота

данной пирамиды (О — центр

основания АВС), точки K и

Р — середины рёбер соответ-

ственно МС и АВ (рис. 80),

тогда ∠ CPK = ϕ — угол на-

клона плоскости сечения к

плоскости основания пира-

миды. При этом 

S
�ABK = S

�АВC ⇒ KP = PC.

8

9
---

Рис. 80
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Если АВ = a, то СР =  и KР = •  = . Так как

K является серединой МС и KH ||  OM, то НС = ОН = ОР =

= , значит, РН = . Тогда cos ϕ =  =  = ,

откуда ϕ = arccos .

в) ∠ MCP = α — угол наклона бокового ребра к плоско-

сти основания пирамиды. В � СKН находим tg α =  =

=  =  = , откуда α = arctg .

4.097. В правильной четырёхугольной пирамиде МАВСD
через ребро АВ и середину ребра МС проведено сечение,

площадь которого в 1,125 раза больше площади основания.

Найти величину угла между плоскостью сечения и плоско-

стью основания, а также угол при ребре основания данной

пирамиды.

Решение. Пусть AВ = а, точки H, F и K — середины от-
резков соответственно АВ, CD и MC (рис. 81). Сечение
АВKЕ — равнобедренная трапеция с основаниями AB = a и

a 3

2
----------- 8

9
--- a 3

2
----------- 4a 3

9
---------------

a 3

6
----------- a 3

3
----------- PH

PK
----------

a 3

3
-----------

4a 3

9
---------------

--------------- 3

4
---

3

4
---

KH
CH
-----------

PK• ϕsin

CH
----------------------------

4a 3

9
---------------•

7

4
-------

a 3

6
-----------

---------------------------- 2 7

3
----------- 2 7

3
-----------

Рис. 81
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KЕ = 0,5АВ = . Тогда SAВКЕ = •PH = •РН =

= •РН (Р — середина KЕ).

Имеем: SABKE = SABCD ⇒ •PH = a2 ⇒ PH = a.

Так как Р — середина MF и РТ || ОМ, то НТ = a, FT = ,

при этом ∠ PHT = ϕ — линейный угол двугранного угла,
образованного секущей плоскостью и плоскостью основания
пирамиды, ∠ PFT = α — линейный угол двугранного угла
при ребре основания пирамиды.

В прямоугольном � PHТ находим: 

cos ϕ =  =  =  ⇒ ϕ = 60°.

В прямоугольном �РFТ находим:

tg α =  =  =  = 3  ⇒ α = arctg (3 ).

4.098. К плоскости треугольника АВС по одну сторону от

неё проведены перпендикуляры АK и BM. Найти угол между

плоскостями АВС и CKМ, если AB = AC = ВС = АK = 0,5BM.

Решение. Пусть Р = MK ∩ AB = МK ∩ (АВС) (рис. 82).
Вследствие АK || ВМ  и  ВM = 2АK заключаем,  что AР = AВ =
= AC. Это означает, чтo � APC —
равнобедренный. А так как
∠ CAP = 120°, то ∠ ACP = 30°.
Значит, ∠ BCP = 90°. Тогда по
теореме о трёх перпендикулярах
МС � СР, поэтому ∠ BCM = ϕ —
линейный угол двугранного угла
М(СР)В.

Найдём угол ϕ. Пусть АВ = а.

Tогда ВМ = 2а, МС = а , зна-

чит, cos ϕ =  =  = , отку-

да ϕ = arccos .

a
2
--- AB + KE

2
---------------------------

a + 
a
2
---

2
---------------

3a
4

-------

9

8
--- 3a

4
------- 9

8
--- 3

2
---

3

4
--- a

4
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----------

3

4
---a

3

2
---a
------- 1

2
---

PT
FP
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2
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4.105. В правильной треугольной призме, каждое ребро
которой равно 9 дм, построить сечение, проходящее через
сторону основания и середину отрезка, соединяющего цент-
ры оснований призмы. Найти: а) угол между плоскостью се-
чения и плоскостью основания призмы; б) площадь сечения.

Решение. Пусть OO1 — отрезок, соединяющий центры АВС
и А1В1С1 оснований данной призмы ABCA1B1C1, K и K1 —

середины ВС и B1C1 (рис. 83). Пересечением плоскости ВСЕ
с гранью A1B1С1 является отрезок МH, который параллелен

отрезку B1C1 и B1C1 = 3МН, откуда следует, что S  =

= S , значит, S  = S  = •  = 18 .

Так как A1K1 � B1C1, B1C1 || МН, то A1K1 � MH, значит,

KL � MH (где L = MH ∩ A1K1). Тогда по теореме о трёх пер-

пендикулярах KL � BC, поэтому ∠ AKL = ϕ — линейный
угол двугранного угла между секущей плоскостью и плоско-

стью основания призмы. Это означает, что SBMHC = .

Найдём угол ϕ.

Так как ОK = AK =  = , ОЕ = 4,5, то tg ϕ =  =

=  = , значит, ϕ = 60°. 

Тогда Sсеч = SBMHC =  =   = 36 .

�A MH

1

9
---

�A B C B MHC
8

9
---

�A B C
8

9
--- 81 3

4
--------------- 3

SB MHC

 ϕcos
-----------------------

Рис. 83
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Задачи к главе 4
Задачи к этой главе имеют многоуровневый характер, по-

этому каждый учащийся может самостоятельно или по ре-

комендации учителя выбрать для  решения интересную за-

дачу. Очень важно качество выполнения учащимися рисун-

ков к задачам, в которых требуется найти расстояния от

точки до прямой или до плоскости, углы между прямыми,

между прямой и плоскостью, между двумя плоскостями.

Ученики должны привыкнуть правильно аргументировать

выполняемые ими рисунки. Вместе с тем некоторые задачи,

например  4.113, 4.115, можно решать без помощи рисунка.

4.116. В кубе ABCDA1B1C1D1 c ребром а найти расстоя-

ние от центра грани CDD1C1 до плоскости АB1С.
Решение. Пусть точка М —

центр грани CDD1C1 (рис. 84).

Так как прямая D1C пересекает

плоскость АB1С в точке С и

МС = D1С, то ρ(M; (AB1C)) =

= ρ(D1; (AB1C)). Найдём рас-

стояние ρ(D1; (AB1C)).
Так как прямые ВA1 и BD,

являющиеся проекциями ВD1

на плоскости соответственно

А1АВ и АВС, перпендикуляр-

ны соответственно АB1 и AC, то

по теореме о трёх перпендикулярах BD1 � AB1 и BD1� AC,

значит, BD1 � (AB1С). Кроме того, прямые В1О и O1D делят

отрезок BD1 = a  на три равные части, то ρ(D1; (АB1С)) =

= , поэтому ρ(М; АB1C)) = •  = .

4.117. В параллельных плоскостях β и β1, расстояние

между которыми b, лежат два равных квадрата ABCD и

A1B1C1D1 со стороной a, причём AB ||  A1B1, АА1 перпендику-

лярна плоскости β, прямые BB1 и DD1 не перпендикулярны

β; точка K — середина стороны CD. а) Построить прямую

пересечения плоскости β1 и плоскости, проходящей через

Рис. 84
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точку В1 перпендикулярно прямой AK. б) Доказать, что

прямая BD перпендикулярна плоскости АA1С1. в) Найти

расстояния от точки K до плоскостей АA1В и AA1C1. г) Най-

ти расстояние между прямой BD и плоскостью B1D1K.

Решение. а) Пусть H1 и K1 — середины A1D1 и A1B1 соответ-

ственно, тогда C1K1 || AK и H1B1 � C1K1 (рис. 85), а плос-

кость, проходящая через B1H1 параллельно АA1, является

искомой.

в) СD || (AA1B), K ∈ CD ⇒ ρ(K; (AA1B)) = a; KH || BD,

BD � (AA1C) ⇒ ρ(K; (AA1C)) = .

г) BD || (KB1D1), O ∈ BD ⇒ ρ(BD; (KB1D1)) = ρ(О; (KВ1D1))

(см. рис. 85). Найдём ρ(O; (KB1D1)).

Так как KH � (AA1C), то (KB1D1) � (AA1C), поэтому пер-

пендикуляр ОТ из О на (KВ1D1) расположен в (AA1С), при

этом его основание Т принадлежит прямой О1E, по которой

пересекаются эти плоскости.

Рис. 85
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Пусть АР — высота прямоугольного � АFЕ. Тогда из

ОЕ =  АЕ следует ОТ = АР = • . Находим EF.

Из подобия треугольников AFE и A1O1F получаем:

AF : FA1 = AE : A1O1 = 3 : 2 ⇒ AF = AA1 = b. Тогда

EF =  =  = . Теперь

ОТ = •  = •  = .

Таким образом, ρ(BD; (KB1D1))  = .

4.119. Основанием параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 яв-

ляется ромб со стороной a и острым углом A, равным α.
Известно, что вершина A1 удалена на расстояние a от

точек А, В и D. Доказать, что основание перпендикуляра,
проведённого из точки A1 на плоскость АВС, принадлежит

прямой АС. Найти длину этого перпендикуляра.
Решение. Так как АA1 = А1B = A1D, то основание М пер-

пендикуляра А1M из A1 на (АВС) совпадает с центром ок-

ружности, описанной около � ABD. Значит, М принадлежит
серединному перпендикуляру отрезка BD, т. е. биссектрисе
АС угла ВAD ромба ABCD (рис. 86). Найдём A1М.

Пусть K — середина АВ, тогда MK � AB и АK = ,

AM =  = . Tогда 

A1M =  = 

=  =

= = 
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4.120. Расстояние между скрещивающимися диагоналями

двух смежных граней куба равно m. Найти ребро этого куба.

Решение. Диагональ AC1 перпендикулярна параллельным

плоскостям A1BD и B1CD1, в которых лежат скрещивающиеся

прямые A1В и В1С (рис. 87). Расстояние между этими плоско-

стями равно АC1 = а , где а — длина ребра куба

(см. 4.087, 4.116). Значит, ρ(A1B; B1C) = ρ((A1BD); (B1CD1)).

Тогда, используя условие m = а , находим ребро куба

а = m .

4.121. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Через любую точку K реб-

ра АВ куба проведена плоскость α, параллельная плоскости

BDD1. Найти угол между прямой АD1 и плоскостью α.

Решение. Так как α || (BB1D1), то в сечении получается

прямоугольник ТМKЕ, стороны которого параллельны AА1

и BD (рис. 88).

Пусть Р = ТЕ ∩ AD1, Н = АС ∩ KЕ. Убедившись, что

АС � α, приходим к выводу: AC � PH и (АСD1) � α. Это озна-

чает, что PH — ортогональная проекция АР на плоскость α.

Тогда ∠ APH — угол между прямой AD1 и плоскостью α. Так

как � PAH — прямоугольный, a � ACD1 — равносторонний,

то ∠ APH = 30°.
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4.122. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром a. Точка K — сере-

дина ребра ВС. Найти расстояние между прямыми АС и C1K.

Решение. Пусть O = АС ∩ ВD, O1 = A1C1 ∩ B1D1, Р = C1K ∩

∩ B1B, L = A1P ∩ AB (рис. 89). Тогда KL || AC, значит,

АC || (A1C1K). 
Поэтому расстояние ρ(АC; С1K) = ρ(AC; (A1C1K)) =

= ρ(O; (A1C1K)) = OH, где OH � (A1C1K), Н ∈ (A1C1K).

Так как A1C1 � (ВDD1), то (A1C1K) � (BDD1), значит, пер-

пендикуляр OH из O на (A1C1K) расположен в (BDD1) и

Н ∈ O1P. Найдём длину OH.

Отрезок ОН является высотой прямоугольного � OO1М,

где М = O1P ∩ KL. Так как ОМ = BD = , то 

O1M =  =  = . Тогда 

ОН =  =  = . 

Это означает, что 

ρ(AC; C1K) = .

Замечание. В том, что

ρ(АС; С1K) = ОН, можно убе-

диться, рассуждая иначе.

Прямая АС перпендикулярна

плоскости BDD1 и пересекает её

в точке О, а прямая О1Р — про-

екция прямой C1K на эту плос-

кость. Значит, ρ(AC; C1K) =

= ρ(O; O1P) = OH.

4.123. В правильной четы-

рёхугольной пирамиде РАВСD
высота РО вдвое больше стороны

основания ABCD. Найти рас-

стояние между прямыми АВ и

РC, если сторона основания пи-

рамиды равна 17.

1

4
--- a 2

4
-----------

OM2 + O1O2   
a 2

4
-----------   

2

+ a2 3a 2

4
---------------

Рис. 89
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Решение. Прямые АB и CР
скрещиваются. Пусть М и K —

середины сторон соответствен-

но AB и CD (рис. 90). Тогда

AВ � (МPK), при этом АВ ∩

∩ (MPK) = М. Кроме того,

CD � (MPK), CD ∩ (MPK) = K,

поэтому РK — проекция СР на

(МРK). Сказанное означает, что

ρ(АВ; CР) = ρ(М; РK) = МН,

где MH � РK, Н ∈ РK. Найдём

MH.

Пусть ОЕ — высота прямо-

угольного � ОPK. Тогда ОЕ || МH, а так как МK = 2OK, то

МН = 2OЕ. Находим: ОЕ =  =  =

=  = 2 . Тогда   МН = 2•2  = 4 . Таким

образом, ρ(AB; CP) = 4 .

4.124. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шести-

угольная призма, все рёбра которой равны 1. Найти синус

угла между плоскостями: а) АВС и BC1F; б) FB1D1 и АВС;

в) А1ВС и АВ1F; г) BC1D и АВС; д) А1СЕ1 и АВС; е) АВС и

ВFD1.

Для решения метрических задач применительно к пра-

вильной шестиугольной призме полезно на отдельном (вы-

носном) рисунке изобразить её нижнее (или верхнее) основа-

ние — правильный шести-

угольник ABCDEF (см. рис. 17

и указание к задаче 2.055).

Решение. Обозначим: K =

= C1E1 ∩ A1D1; Т = CE ∩ AD;

P = AD ∩ BF. 

Тогда KP = (BC1F) ∩ (ADD1),

KT = (ECC1) ∩ (ADD1) (рис. 91).

Имеем: А1А � (ABC) ⇒

⇒ (ADD1) � (АВС) (по призна-

Рис. 90

D
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H

P
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C
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2S    OPK
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2
-------   
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--------------------------------------- 17 17 17
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Рис. 91
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ку перпендикулярности двух плоскостей); аналогично,

(ECC1) � (ABC). Это означает, что KT � (ABC), откуда

KT � AD (по определению прямой, перпендикулярной плос-

кости).

Далее, BF � AD; BF � A1A (А1А � (ABC)) ⇒ BF � (ADD1)

(по признаку перпендикулярности прямой и плоскости) ⇒

⇒ (ADD1) � (BC1F) (по признаку перпендикулярности двух

плоскостей). Из сказанного следует, что ∠ KРТ — линей-

ный угол двугранного угла, образованного плоскостями

ABC и BC1F.

Пусть ∠ KPT = ∠ ((АВС), (BC1F)) = α. Найдём sin α.

Так как СЕ || BF, AD || ВС, то РТ = ВС = 1. Учитывая, что

KТ = С1С = 1, KР = С1В = , в прямоугольном � PKТ нахо-

дим: sin α = .

в) Обозначим: ∠ ((A1BC), (AB1F)) = β; Р = В1Е1 ∩ А1D1;

K = AB1 ∩ А1В. Тогда (A1BC) ∩ (AB1F) = KР — ребро

двугранного угла, образованного плоскостями A1BC и AB1F
(рис. 92). Найдём sin β.

Имеем: точка Р — середина диагоналей B1E1 и A1D1,

равных 2, поэтому А1Р = B1P = l.

Аналогично, точка K — середина диагоналей A1B и АВ1

равных , поэтому A1K = В1K = 0,5 . Тогда: � A1PK =

= � В1РK ⇒ А1Т = В1Т, где А1Т и В1Т — высоты этих

треугольников, проведённые к их общей стороне РK. Это

означает, что ∠ ((A1BC), (AB1F)) = ∠ A1TB1 = β. Найдём sin β.
Замечаем, что отрезок РK —

средняя линия � АВ1Е1, по-

этому РK = 0,5АЕ1.

В прямоугольном � АЕ1Е с

катетами АЕ =  и E1E = 1

находим: AE1 =  =

=  = 2, значит,

РK = 1.

Если ТK = х, то РТ = 1 – х,

тогда на основании A1K2 – KT2 =

2

2

2
-------

2 2

Рис. 92

3

AE2 + E1E2

3( )
2
 + 12
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= A1P2 – PT2 получаем: 0,5 – х2 = 1 – (1 – 2х + х2), откуда

х = 0,25 = ТK. Значит, 

А1Т =  =  = .

Далее, пусть точка Н — середина A1B1. Тогда в равнобед-

ренном � A1B1T находим: ∠A1TH = , при этом sin  =

=  =  :  = , cos  = . 

Тогда sin β = 2 sin  cos  = 2 • •  = .

Глава 5. Расстояния в пространстве

Нахождение расстояний в пространстве является той

важнейшей частью стереометрии, на которой основываются

все метрические вопросы пространственной геометрии, в том

числе нахождение углов, площадей и объёмов. Иначе гово-

ря, нахождение расстояний в пространстве является завер-

шающим этапом пропедевтики к изучению в 10 классе

векторного и координатного методов в пространстве, а в

11 классе — преобразований пространства, многогранников

и фигур вращения. Это свидетельствует о большой значимос-

ти решения задач на нахождение различных расстояний в

пространстве.

§ 18. Расстояние от точки до фигуры

В данном параграфе решаются задачи на нахождение рас-

стояний от точки до плоскости и до прямой.

Для нахождения расстояния от точки A до плоскости α

удобно пользоваться следующим фактом: если прямая AB
пересекает плоскость α в точке O и известно расстояние

ρ(B; α) от точки В до этой плоскости, то  = , т. е.

ρ(A; α) = •ρ(B; α) (см. 5.010, 5.015, 5.017).

Для нахождения расстояния от точки М, не лежащей

в плоскости α, до прямой а, лежащей в этой плоскости, про-

ведём из точки M на плоскость α перпендикуляр МР (Р ∈ α);

A1K2 – KT2 0,5 2( )
2
 – 0,252 7

4
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2
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2
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величина |МР| = h равна расстоянию от точки М до плоско-

сти α.

Если точка P принадлежит прямой а, то расстояние от

точки М до прямой а равно |MP | = h.
Если точка Р не принадлежит прямой а, то из точки Р про-

водим в плоскости α перпендикуляр РK к прямой а, K ∈ а.
Тогда расстояние от точки М до прямой а равно длине отрез-

ка МK = .
Решение учащимися задач данного и следующего па-

раграфов поможет им в выработке навыков осуществлять

необходимые в будущем построения на изображениях мно-

гогранников. При этом решаются стереометрические задачи

вычислительного характера; проводится подготовка к реше-

нию содержательных стереометрических задач в 11 классе.

При изучении § 18 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение расстояния от точки

до прямой и до плоскости;

• понимать и объяснять, что расстоянием от данной точки

M до данной прямой a (до плоскости α), не проходящей через

точку M, является длина отрезка перпендикуляра МН, опу-

щенного из точки M на прямую a (на плоскость α);

• понимать и объяснять, что расстояние от точки М до

сферы с центром О равно длине отрезка МK, где K — точка

пересечения луча ОМ с данной сферой; 

• понимать и объяснять, что для нахождения расстояния

от точки А до плоскости α удобно пользоваться следующим

фактом: если прямая АВ пересекает плоскость α в точке О и

известно расстояние ρ(B; α) от точки В до этой плоскости, то

 = , т. е. ρ(A; α) = •ρ(B; α);

• формулировать определение расстояния от точки до

прямой и до плоскости; 

• грамотно выполнять аргументированные рисунки, верно

изображая перпендикуляр из точки на прямую или на

плоскость; 

• находить на изображениях многогранников видеть и ар-

гументированно обосновывать расстояние от точки до пря-

мой и плоскости; 

MP2 + PK2

ρ A, α( )

ρ B, α( )

--------------------- OA
OB
--------- OA

OB
---------
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• пользоваться формулой 

ρ(A; α) = •ρ(B; α), О = АВ ∩ α;

• решать задачи на нахождение расстояний от точки до

прямой (плоскости), корректно аргументировать каждый

шаг построения изображения, доказательной и вычисли-

тельной частей решения задачи.

5.008. Точка Р удалена от

каждой вершины правильного

треугольника АВС на расстоя-

ние , а от каждой его сто-

роны — на расстояние 2 .

Найти: а) расстояние от точ-

ки P до плоскости треугольни-

ка; б) площадь данного тре-

угольника; в) угол между плос-

костями АВР и АВС.

Решение. Так как точка P
равноудалена от всех вершин

правильного треугольника ABC
и равноудалена от всех его сторон, то основание О перпенди-

куляра РО (АВС) совпадает с центром треугольника АВС
(рис. 93).

а) Пусть K — середина ВС. Находим: СK =  =

=  = 3, ВС = 2СK = 6, OK = AK = •  =

= . Тогда ОР =  =  = 3.

б) S
�ABC =  = 9 .

в) Если M — середина АВ, то угол между плоскостями

АВР и АВС равен ϕ (см. рис. 93), cos ϕ =  =  = , отку-

да ϕ = 60°.

5.010. Вершины А и В квадрата ABCD лежат в плоскости

α, а вершина С удалена от этой плоскости на 4. Найти рас-

стояние до плоскости α от: а) точки D; б) точки О пересече-

ния диагоналей квадрата; в) точки М — середины DO;
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г) точки K пересечения медиан треугольника АDO;

д) точки Т пересечения медиан треугольника DOC.

Решение. Имеем (рис. 94):

a) CD || α ⇒ ρ(D; α) = ρ(C; α) = 4;

б) OA = AC ⇒ ρ(O; α) = ρ(C; α) = 2;

в) MB ∩ α = B, MB = DB ⇒ ρ(M; α) = ρ(D; α) = 3;

г) MA ∩ α = A, AK = AM ⇒ ρ(K; α) = ρ(M; α) = •3 = 2;

д) пусть Н и Р — середины соответственно АВ и CD, тогда

ТН = РН ⇒ ρ(T; α) = ρ(P; α) = ρ(C; α) = •4 = 3 .

5.015. Вершина D тетраэдра ABCD удалена от плоскости

АВС на 6. На какое расстояние от этой плоскости удалены:

а) точка K — середина BD; б) точка М — точка пересечения

медиан треугольника ABD; в) точка N пересечения медиан

треугольника BCM; г) середина МK; д) точка пересечения

медиан треугольника СMK?

Решение. Обозначим α = (ABС); DO — высота тетраэдра ⇒

⇒ ρ(D; α) = DO = 6 (рис. 95). Тогда:

a) BK= BD ⇒ KK1 = ρ(K; α) = ρ(D; α) = 3;

1

2
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2
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Рис. 94
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б) DF — медиана � ABD; MF = DF ⇒ MM1 = ρ(M; α) =

= ρ(D; α) = 2;

в) T — середина ВС, NT = МТ ⇒ NN1 = ρ(N; α) =

= ρ(M; α) = ;

г) E — середина MK; AE = AK ⇒ EE1 = ρ(E; α) =

= ρ(K; α) =  •3 = 2,5;

д) CE — медиана � MCK, P — центроид этого треугольни-

ка; PC = EC ⇒ РР1 = ρ(P; α) = ρ(E; α) = •  = 1 .

Замечание. Формально решая рассмотренную задачу, мож-

но не строить перпендикуляры, проведённые из заданных

точек на плоскость АВС. Однако в целях выработки необхо-

димых навыков построения на построенных изображениях

многогранников желательно, чтобы ученики мотивированно

правильно и аккуратно изобразили все перпендикуляры,

длины которых равны искомым расстояниям (см. рис. 95).
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5.017. В кубе ABCDA1B1C1D1 проведено сечение через

вершины A1, C1 и В. Расстояние от вершины В1 до плоскости

сечения равно 4. Найти расстояния до плоскости сечения от

вершин: A, C, D1, D.

Решение. Обозначим α = (A1ВС1), O1 = A1C1 ∩ B1D1

(рис. 96).

Если М = АB1 ∩ α = АB1 ∩ A1В, то АМ = B1М, значит,

ρ(А; α) = ρ(B1; α) = 4.

Если F = В1С ∩ α = B1C ∩ ВC1, то CF = В1F, значит, ρ(С; α) =

= ρ(B1; α) = 4.

B1D1 ∩ α = O1, где O1 — середина отрезка В1D1, значит,

ρ(D1; α) = ρ(B1; α) = 4.

Если K = В1D ∩ α = B1D ∩ BO1, то DK = 2В1K, значит,

ρ(D; α) = 2ρ(B1; α) = 8.

§ 19. Расстояние между фигурами

В данном параграфе решаются задачи на нахождение рас-

стояний между двумя плоскостями, двумя прямыми, пря-

мой  и плоскостью. В этой связи учащимся необходимо пояс-

нить следующие утверждения.

Если прямая лежит в плоскости или её пересекает, то рас-

стояние между прямой и плоскостью равно нулю.

Если прямая параллельна плоскости, то расстояние меж-

ду ними равно длине отрезка перпендикуляра, опущенного

из любой точки прямой на данную плоскость.

Расстояние между двумя параллельными плоскостями

равно длине отрезка перпендикуляра, опущенного из любой

точки одной из этих плоскостей на другую.

B A

DC

B1 A1

D1
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M
F

K

O1

Рис. 96
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Если две прямые a и b параллельны и лежат в параллель-

ных плоскостях соответственно α и β, расстояние между ко-

торыми равно h, то возможны случаи. 1) Перпендикуляр,

опущенный из любой точки прямой а нa плоскость β, пересе-

кает прямую b. Тогда расстояние между прямыми а и b равно

h. 2) Перпендикуляр, опущенный из любой точки прямой a
на плоскость β, пересекает плоскость β в некоторой точке K,

удалённой от прямой b на расстояние m. Тогда расстояние

между прямыми а и b равно .

О методах нахождения расстояния между двумя скрещи-

вающимися прямыми говорилось в указаниях к решениям

задач § 16.

При решении задач на нахождение расстояний учащиеся

должны привыкать видеть эти расстояния и изображать от-

резки, длины которых равны искомым расстояниям.

При изучении § 19 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение расстояния между:

двумя параллельными плоскостями; двумя скрещивающи-

мися прямыми;
• понимать и объяснять, что если прямая лежит в плоскос-

ти или её пересекает, то расстояние между этими прямой и

плоскостью равно нулю;

 • понимать и объяснять, что если прямая параллельна

плоскости, то расстояние между ними равно длине отрезка

перпендикуляра, опущенного из любой точки данной пря-

мой на данную плоскость;

 • понимать и объяснять, что расстояние между двумя па-

раллельными плоскостями равно длине отрезка перпен-

дикуляра, опущенного из любой точки одной из этих плос-

костей на другую;

• понимать и объяснять, что если две прямые а и b парал-

лельны и лежат в параллельных плоскостях соответственно

α и β, расстояние между которыми равно h, то возможны

случаи: перпендикуляр, опущенный из любой точки прямой

а на плоскость β, пересекает прямую b, тогда расстояние

между прямыми а и b равно h; перпендикуляр, опущенный

из любой точки прямой а на плоскость β, пересекает плос-

кость β в некоторой точке K, удалённой от прямой b на рас-

стояние m; тогда расстояние между прямыми а и b равно

;

h2 + m2

h2 + m2
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• понимать и объяснять методы нахождения расстояния

между двумя скрещивающимися прямыми, которые рас-

смотрены в предыдущем разделе; 

• формулировать определение расстояния между двумя

параллельными плоскостями; между двумя скрещивающи-

мися прямыми; 

• видеть и, аргументированно обосновывая, находить на

изображениях многогранников расстояние между парал-

лельными плоскостями, между скрещивающимися прямы-

ми тремя ранее указанными способами;

• находить различные расстояния в пространстве, исполь-

зуя многогранники и многоугольники, расположенные в

пространстве, корректно аргументировать каждый шаг по-

строения изображения, доказательной и вычислительной

частей решения задачи; 

• решать стереометрические задачи на нахождение на-

именьшего (наибольшего) значений площади, объёма

геометрической фигуры, величина которых зависит от рас-

стояния между скрещивающимися прямыми этих  фигур.

5.028. Плоскости равностороннего треугольника АBС
со стороной 6 и равнобедренного треугольника ABK (АK =
= ВK = 9) перпендикулярны. Найти расстояние между: а) точ-

кой K и центром О треугольника АВС; б) прямыми АВ и СK.
Решение. Пусть точка Н — середина АВ (рис. 97). Тогда

CH = 3 , ОН = CH = , НK =  = 6 . Тогда:

а) ρ(O; K) = ОK =  =

= 5 ; б) имеем: KН�АВ, СH� АВ ⇒
⇒ АВ � (НCK) ⇒ AB � HM, где

НМ — высота прямоугольного

� СHK. Это означает, что MH —
общий перпендикуляр скрещиваю-

щихся прямых АВ и СK, поэтому

 ρ(АВ; CK) = МН =  = 

=  =  = 

= .

3
1

3
--- 3 AK2 – AH2 2

Рис. 97

H

K
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C

B
M

O

HK2 + OH2

3

2S    CHK

CK
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CH•KH

CH2 + KH2
--------------------------------------- 3 3•6 2
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2
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5.029. ABCD — квадрат со

стороной 4. Точка М прина-

длежит стороне CD и делит её

в отношении 3 : 1, считая от D.

Прямая ТМ перпендикулярна

плоскости квадрата. ТM = 4.

Найти расстояние между пря-

мыми: a) TD и АВ; б) ТD и BC;

в) ТС и AD; г) TB и DC.
Решение. а) Плоскость DCТ

проходит через прямую MТ,

перпендикулярную плоскос-

ти ABC, поэтому эти плоскос-

ти перпендикулярны. Кроме

того, AB || (DCT) (рис. 98).

А так как AD � (DCT), то 

ρ(АВ; ТD) = ρ(AB; (DCT)) = ρ(A; (DCT)) = AD = 4.

б) BC � (DCT) ⇒ BC � CK, где СK — высота � DCT. Это

означает, что СK — общий перпендикуляр скрещиваю-

щихся прямых DT и ВС, поэтому

 ρ(ВС; DТ) = CK =  =  =  = 3,2.

в) Аналогично рассуждая, получим 

ρ(AD; CT) = DE =  =  =  = .

г) Проведя отрезок CH, равный и параллельный MT, по-

лучим плоскость ABH, параллельную прямой CD (ТН || СD),

и плоскость ВCН, перпендикулярную этой прямой

(см. рис. 98). Так как ВH — проекция прямой BT на (ВCH),

то ρ(DC; BT) = ρ(C; BH) = СР, где СР = 2  (как высота рав-

нобедренного прямоугольного � BCH, с катетом, равным 4).

5.031. В правильном тетраэдре PАВC с ребром а точки M
и K — середины рёбер соответственно ВР и СP, точка О —
центр основания АBС. Найти расстояние между прямыми:

а) МK и OР; б) AР и BC; в) AB и MK.
Решение. Пусть Т — середина АР (рис. 99). 

а) Тогда (MTK) || (АBС), значит, ОР � (МТK). Обозначив

F = ОР ∩ (МТK), Е = PH ∩ MK, получаем EF || OH. Поэтому

из AH � BC и MK || BС следует EF � MK, а из ОР � (МТK)

Рис. 98

M C
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P E

BA

D

2S    DCT

CK
----------------------� DC•TM

DM2 + TM2
---------------------------------------- 4•4

32 + 42
------------------------

2S    DCT
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---------------------------------------- 4•4

12 + 42
------------------------ 16

17
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следует OP � EF. Это означает, что EF — общий перпендику-

ляр скрещивающихся прямых ОР и МK, откуда 

ρ(OP; МK) = EF = ОН = АН = .

б) В равнобедренном � ТВС имеем ТН � ВС, а в равно-

бедренном � АРН — ТН � АР. Значит, ρ(АР; ВС) = ТH =

=  =  = .

в) Скрещивающиеся прямые АВ и МK лежат в параллель-

ных плоскостях АВС и MTK, расстояние между которыми

равно OP =  =  = . Это

означает, что ρ(АВ; MK) = ρ((ABС); (MТK)) = .

§ 20. Геометрические места точек,
связанные с расстояниями в пространстве

Решая задачи на геометрические места точек в стереомет-
рии, учащиеся используют ранее изученный материал о пер-
пендикулярности прямых и плоскостей, а также о нахожде-
нии расстояний в пространстве. Кроме того, при решении

1

2
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6
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-----------

Рис. 99 B
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таких задач у учащихся развивается конструктивное про-

странственное воображение, а их речь — обоснования реше-
ний — приобретает необходимую математическую культуру.
К тому же, если учесть, что характеристическое свойство гео-

метрического места точек можно сформулировать не един-
ственным способом, то трудно переоценить роль решения

задач такого рода в развитии творческого мышления уча-
щихся.

При изучении § 20 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• знать и понимать основные геометрические места точек
в пространстве;

• понимать и иллюстрировать на изображениях много-
гранников геометрическое место точек пространства: равно-

удалённых от концов данного отрезка; равноудалённых от
трёх данных неколлинеарных точек; равноудалённых от сто-

рон данного треугольника; равноудалённых от двух парал-
лельных плоскостей; расположенных внутри двугранного

угла и равноудалённых от его граней; равноудалённых от
двух данных пересекающихся прямых; 

• решать содержательные задачи на параллельность и пер-
пендикулярность прямых и плоскостей, на нахождение пло-

щадей и объёмов фигур, используя основные геометрические
места точек в пространстве.

5.033. Даны пересекающиеся плоскости α и β. Найдите

множество всех точек пространства, принадлежащих плос-
кости α и удалённых на расстояние m от плоскости β.

Указание. Множество всех точек пространства, удалён-
ных от данной плоскости на данное расстояние, представля-

ет собой объединение двух плоскостей, параллельных дан-
ной плоскости и расположенных в разных полупространст-
вах относительно этой плоскости.

5.034. Даны пересекающиеся плоскости α и β. Найдите
множество всех точек пространства, каждая из которых уда-

лена от α и β соответственно на расстояния a и b (а ≠ 0, b ≠ 0).

Указание. При пересечении двух плоскостей, параллель-

ных плоскости α и удалённых от неё на расстояние а, с двумя
плоскостями, параллельными β и удалёнными от неё на рас-

стояние b, образуются четыре прямые, параллельные пря-
мой пересечения данных плоскостей.

5.036. Даны плоскость α и не принадлежащие ей точки А
и В. На плоскости α найдите множество всех точек, равно-

удалённых от точек А и В.
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Указание. Искомое множество точек может представлять

собой: а) прямую, по которой плоскость α пересекается с

плоскостью серединных перпендикуляров отрезка АВ, если

прямая АВ не перпендикулярна плоскости α; б) плоскость α,

если прямая AВ перпендикулярна плоскости α и точки А и В
равноудалены от этой плоскости; в) пустое множество —

во всех остальных случаях.

5.039. Точка М не принадлежит плоскости α, а точка B
этой плоскости принадлежит. Что собой представляет множе-

ство оснований всех перпендикуляров, проведённых из точки

М ко всем прямым плоскости α, проходящим через точку В?

Указание. Достаточно воспользоваться свойством вписан-

ного в окружность угла, опирающегося на её диаметр.

5.040. Точка А удалена от плоскости α на расстояние,

равное 4 см. В плоскости α найдите множество всех точек,

удалённых от точки А на расстояние, равное 5 см.

Указание. Если M — любая точка искомого множества Т
точек, В — основание перпендикуляра из А на α, то ВМ = 3.

Следовательно, Т — окружность радиуса 3 см с центром В.

Задачи к главе 5

Как и в предыдущих главах, задачи к этой главе много-

уровневые. Поэтому каждый учащийся может самостоятель-

но или по рекомендации учителя выбрать для решения задачу

«для души». Очень важно качество выполнения учащимися

рисунков к задачам: ученики должны выполнять грамотно

аргументированные рисунки.

Авторы продолжают придерживаться концепции изучать

свойства взаимного расположения прямых и плоскостей в за-

дачах с использованием моделей и изображений куба, пра-

вильного тетраэдра, призмы, пирамиды, параллелепипеда,

так как решение таких задач эффективно формирует у уче-

ника конструктивные пространственные представления.

Для успешного решения задач на нахождение расстояний

целесообразно предлагать учащимся решать одну и ту же за-

дачу различными методами.

5.044. Все вершины куба, кроме двух противоположных

A и С1, лежащих на одной диагонали, одинаково удалены от

некоторой плоскости α. Найти расстояние от каждой из этих

вершин (исключая A и C1) до плоскости α, если ребро куба

равно 6.
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Решение. Пусть М, Р, K и Н — середины рёбер соответ-

ственно A1D1, A1B1, ВС и CD (рис. 100). Тогда точки A1, B1,

D1, В, С и D равноудалены от плоскости α = (МРK), которая

перпендикулярна диагонали AC1 куба и проходит через её

середину.

Обозначим E = АС ∩ HK, E1 = A1C1 ∩ MP. Тогда СЕ : AE =
= A1E1 : С1E1 = 1 : 3. Это означает, что ρ(А1; α) = ρ(С; α) =

= ρ(А; α) = ρ(C1; α). Так как ρ(А; α) = АC1 = •6  =

= 3 , то ρ(A1; α) = ρ(В1; α) = ρ(D1; α) = ρ(В; α) = ρ(C; α) =

= ρ(D; α) = .

5.045. MABCD — правильная четырёхугольная пирами-

да. Ребро основания пирамиды равно 6, а её высота равна 4.

Найти расстояние от вершины А до плоскости MDC.

Решение. Пусть P и K — середины сторон соответствен-

но АВ и CD основания пирамиды (рис. 101). Тогда

(MPK) � (MDC), поэтому перпендикуляры OН и РЕ из О и Р
на (MDC) расположены в (MPK) и пересекают МK. Из

РK = 2ОK следует ρ(Р; (MDС)) = 2ρ(O; (MDC)) = 2OН. Так

как ОН =  =  = 2,4, то ρ(Р; (MDC)) = 4,8.

Учитывая, что AB || (MDC), заключаем: ρ(А; (MCD)) = 4,8.

1

3
--- 1

3
--- 1

2
--- 1

2
--- 3

3

3

Рис. 100

A

BC

D

B1
С1

D1 A1

E

H

O1

O

Q
F

L

K

P

M
E1

DA

H

E

C

O
P

B

M

K

Рис. 101

OK•OM

OK2 + OM2
--------------------------------------- 3•4

5
------------



125

Замечание. Можно воспользоваться и тем, что из АС =

= 2ОС и АC ∩ (МDC) = C следует ρ(А; (MDС)) = 2ρ(O; (MDC)).

5.046. Прямая АВ перпендикулярна прямой СР, прямая
AР перпендикулярна прямой АВ. Прямая АР перпендику-
лярна прямой СP; АВ = АР = СР = 4. Найти расстояние меж-
ду прямыми АР и CВ.

Решение. Из условия следует, что
AB � (APC) и CP � (ABP) (рис. 102).
Проведём через прямую AВ плос-
кость α, перпендикулярную AР и
пересекающую плоскость АPС по
прямой АK || СР, при этом АK = PC.
Отрезок ВK — ортогональная про-
екция отрезка BС на (АВK), при
этом АР ∩ (АВK) = А. Это означает,
что ρ(АР; ВС) = ρ(А; ВK) = АН =

= 2  (как медиана равнобедренно-

го прямоугольного треугольника
АВK с катетом, равным 4).

Замечание. Если через ВС провести плоскость, параллель-
ную АР (на рисунке 102 — это плоскость BCK), то искомое
расстояние равно расстоянию между AР и (BCK), которое
опять же равно длине AH. Наконец, можно на данных отрез-
ках АВ, АР и PC построить куб (на рисунке 102 это «достра-
ивание» показано штриховыми линиями), тогда задача сво-
дится к нахождению расстояния между ребром куба и скре-
щивающейся с ним его диагональю.

5.062. Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно а. Какую наи-

меньшую площадь может иметь треугольник ACM, если
точка M лежит на прямой B1D1? Найти эту площадь.

Решение. Площадь треугольника АCM будет наимень-
шей, когда высота этого треугольника, проведённая из М на
АС, будет наименьшей. А так как прямые AС и B1D1 скре-

щиваются, то эта высота должна быть общим перпендикуля-
ром прямых АС и B1D1, т. е. точка М — есть точка пересече-

ния диагоналей A1C1 и B1D1. В таком случае высота тре-

угольника равна а, а его площадь — .

5.063. Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно a. Какую на-

именьшую площадь может иметь треугольник BDT, если

точка Т лежит на прямой А1C?

Рис. 102
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Решение. Обозначим О = AC ∩ BD. Чтобы площадь тре-

угольника ВDТ была наименьшей (при постоянном основа-

нии BD), наименьшей должна быть высота этого треугольни-

ка, проведённая из T на BD. Так как искомая высота, с од-

ной стороны, перпендикулярна BD, с другой стороны, точка

Т должна лежать на прямой A1C и быть ближайшей к пря-

мой BD, то искомая высота является общим  перпендикуля-

ром скрещивающихся прямых

BD и A1С. Найдём этот перпенди-

куляр.

Пусть М = A1C ∩ (BDC1). Мож-

но доказать, что A1С�(ВDC1),
откуда A1C � OC1, при этом

М = A1C ∩  OC1. Учитывая, что

в равностороннем � BDC1 имеем

OC1 � BD, приходим к выводу:

ОМ — общий перпендикуляр

скрещивающихся прямых BD и

A1С, т. е. точка Т совпадает с M
(рис. 103).

Площадь этого треугольника будет равна

BD•ОТ = •a • •  = .

5.064. Ребро правильного тетраэдра МАВС равно а. Точ-

ка K — середина ребра АС. Какую наименьшую площадь

может иметь треугольник TMK, если точка T лежит на пря-

мой АВ?

Решение. Принимая отрезок МK за основание искомого

треугольника MTK с наименьшей площадью и вершиной Т
на АВ, приходим к выводу: высота ТЕ (Е ∈ МK) треугольни-

ка МТK, проведённая из точки Т ∈ АВ на МK, является об-

щим перпендикуляром скрещивающихся прямых АВ и МK
(рис. 104). Найдём ТЕ.

Через OB проведём плоскость α, перпендикулярную MK
(плоскость α пересекает (АMС) по прямой OP, проходящей

через O параллельно АС) и спроектируем на α прямую АB
(для этого через A проведём прямую AP, параллельную MK).

Получаем: BР — проекция прямой AВ на плоскость α; так

как МK ∩ α = О, то ρ(МK; AB) = ρ(O; ВР) = ОН, где ОН —
высота � ВОР.
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В прямоугольном � BОР находим ОН =  =

= . Так как OP = AK = , OB =  =

=  = , то OH =  = . Значит,

ρ(МK; АВ) = ОН = .

Проведя НТ || АР и ТЕ || OН, заключаем: ТЕ — высота ис-

комого треугольника МТK и ТЕ = ОН. Это означает, что

S
�MTK = MK•ТЕ = • •  = .

5.065. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1

ребро AA1 = a, AB = 3a и AD = 4a. Какую наименьшую пло-

щадь может иметь треугольник AD1М, если точка M лежит

на прямой DC1?

Решение. Площадь S  треугольника АD1M будет наи-

меньшей при наименьшей высоте, проведённой из M ∈ DC1

на AD1. Это означает, что высотой искомого треугольника

является общий перпендикуляр скрещивающихся прямых

Рис. 104 C
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AD1 и DC1. Так как (АB1D1) || (C1BD), то ρ(АD1; DC1) =

= ρ((АВ1D1); (C1BD)) (рис. 105).

Диагональ А1C делится АВ1D1 и C1BD плоскостями АB1D1

и C1BD на три равные части А1Р = PQ = QC, поэтому имеем

ρ((AB1D1); (C1BD)) = ρ(C; (C1BD)). Hайдём ρ(C; (C1BD)).

Если CK � BD, то BD � (CC1K), значит, (CC1K) � (C1BD).

Поэтому перпендикуляр СН, проведённый из С к (C1BD),

расположен в (СС1K), а его основание Н принадлежит C1K.

Это означает, что СН — высота прямоугольного � СС1K.
Найдём   СН = ρ(АD1; DC1).

В прямоугольном � BCD находим: BD = 5a, KD =  =

= а. Тогда в прямоугольном � CKD: СK =  =

=  = а. Наконец, в прямоугольном � CC1K на-

ходим СН =  =  =  = a.

Таким образом, 

ρ(C; (C1BD)) = ρ((AB1D1); (C1BD)) = ρ(AD1; DC1) = CH = a.

Если MF — общий перпендикуляр скрещивающихся пря-

мых АD1 и DC1 (M ∈ DC1, F ∈ AD1), то MF = a. Тогда

S  = AD1•MF = •a • a = .

Рис. 105
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5.066. Ребро основания правильной

треугольной призмы АВСА1B1C1 равно а.

Боковое ребро призмы равно 2a; точка Р —

середина ребра ВB1. Какую наименьшую

площадь может иметь треугольник АB1K,

если точка K лежит на прямой СР?

Решение. Высотой искомого треугольни-

ка AB1K является общий перпендикуляр

скрещивающихся прямых СР и AB1. Дли-

на этого перпендикуляра равна расстоя-

нию между прямой АB1 и параллельной

ей плоскостью CPF (F — середина АВ)

(рис. 106).

Так как CF�(AB1B), то (CPF)�(АB1В).

Поэтому перпендикуляр ВН, проведён-

ный из В на (CPF), лежит в (АВ1В) и пере-

секает АВ1 в некоторой точке Т. Учиты-

вая, что PF — средняя линия � AB1B, на-

ходим 

НТ = ВН = BT = •  = 

= •  = •  = . 

Таким образом,   ρ(AB1; (CPF)) = ρ(AB1; CP) = HT = .

Если K — искомая точка прямой СР, KМ — общий пер-

пендикуляр прямых СР и АB1, то KМ = HT = . Тогда

искомая площадь треугольника AB1K равна

 AB1•KM = •a •  =  .

5.069. Точка А принадлежит ок-

ружности радиуса 1. Отрезок АВ
длины 2 перпендикулярен плоскос-

ти этой окружности; C — такая точка

окружности, что длина дуги АС равна

х (0 < х ⋜ π). Задать функцию расстоя-

ния между точками B и С от х.

Решение. Длина l дуги окружности

радиуса R, соответствующая централь-

ному углу α, вычисляется пo формуле

Рис. 106
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l = R•α. Пусть ∠ AOC = α (рис. 107). Тогда x = α. Значит,

АС2 = ОА2 + ОС2 – 2OА•ОС•cos α = 2•(1 – cos α) = 4sin2 . 

Тогда в � АВС: ВС =  = 2 .

5.072. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шести-

угольная призма, все рёбра которой равны 1 (рис. 108). Най-

ти: 1) расстояние от вершины В до прямой: a) E1F; б) D1F1;

в) C1D1; г) АD1; д) CD1.

Для решения метрических задач применительно к пра-

вильной шестиугольной призме полезно на отдельном (вы-

носном) рисунке изобразить её нижнее (или верхнее) осно-

вание — правильный шестиугольник ABCDEF (см. рис. 17 и

указание к задаче 2.055).

Решение. а) Имеем: F1F (� (ABC), BF ⊂ (ABC) ⇒ F1F � BF
(см. рис. 108) (по  определению прямой,  перпендикулярной

плоскости); BF � EF шести-
угольник ABCDEF — правиль-
ный (см. рис. 17). Поэтому
BF � (F1FE) (по признаку пер-

пендикулярности прямой и
плоскости), откуда BF � FE1 (по

определению прямой, перпен-
дикулярной плоскости). Это
означает, что ρ(B; FE1) = BF =

=  (как сторона правильно-

го треугольника, вписанного в
единичную окружность).

б) Имеем: BE � АС (см. рис. 17); B1B � (ABC), BE ⊂

⊂ (ABC) ⇒ B1B � BE (см. рис. 108) (по определению прямой,

перпендикулярной плоскости). Поэтому AC � (B1BE) (пo

признаку перпендикулярности прямой и плоскости), откуда
AC � BK (по определению прямой, перпендикулярной плоско-
сти), где K = B1E1 ∩ D1F1. Значит, BK � D1F, (AC || D1F1),

тогда ρ(B; D1F1) = ВK =  =  = .

в) Имеем: BE || CD (см. рис. 17), CD || C1D1 (см. рис. 108) ⇒

⇒ BE || C1D1 ⇒ ρ(B; C1D1) = ρ(H; C1D1). Из BE � (ACC1),

BE || C1D1 следует C1D1 � (ACC1), откуда C1D1 � HC1 (по оп-

ределению прямой, перпендикулярной плоскости, так как

α

2
---

AB2 + AC2 1 + sin2 α

2
---

Рис. 108
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2
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HC1 ⊂ (ACC1)). Это означает, что ρ(B; C1D1) = НС1. В пря-

моугольном � HCC1 находим: 

HC1 =  =  = .

г) Так как BD � AB (см. рис. 108), то BD1 � AB (рис. 109)

(по теореме о трёх перпендикулярах), поэтому � ABD1 —

прямоугольный (∠ABD1 = 90°). Пусть ВТ — высота � ABD1.

Тогда ВТ = ρ(B; AD1) = .

В прямоугольном �BDD1 находим: BD1 =  =

=  = 2. Значит, ρ(B; AD1)  =  = .

д) Так как ни BD, ни CD не перпендикулярны ВС
(см. рис. 108), то � BCD1 — не прямоугольный. Если ВK —

высота этого треугольника (см. рис. 109), то BK � CD1, зна-

чит, ВK = ρ(В; CD1). Найдём ВK.

B � BCD1: BC = 1; BD1 = 2;

CD1 = . Обозначим: D1K = х,

тогда СK =  – x.

Получаем: 

D1B2 – D1K2 = ВС2 – СK2 или

4 – х2 = 1 – (  – х)2, откуда

х =  = D1K. 

Значит, 

ВK =  =  = .

5.073. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шестиуголь-

ная призма, все рёбра которой равны 1. Найти: а) расстояние
от вершины A1 до плоскости ВСС1; б) от вершин A1 и D1 до

плоскости AC1E1; в) от вершин F и B1 до плоскости AF1D.

Указание. Для решения задач на нахождение расстояния
от точки до плоскости с использованием изображения пра-
вильной шестиугольной призмы также полезно иметь перед
глазами изображение оригинала правильного шестиуголь-
ника (см. рис. 17), на котором видна взаимная перпенди-
кулярность диагоналей и сторон этого шестиугольника. Эта
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перпендикулярность, в сочетании с теоремой о трёх перпен-
дикулярах, свойствами и признаками перпендикулярности
прямых и плоскостей, играет роль факторов, способствую-
щих определению расстояния от точки до плоскости и после-
дующего его вычисления.

Решение. а) Так как A1D1 || B1C1 (см. рис. 110), то

A1D1 || (BB1C1), поэтому расстояние от точки А1 до (BB1C1)

равно расстоянию до (BB1C1) от любой точки прямой A1D1.

Удобной для решения задачи является точка P1 =

= A1D1 ∩ B1F1. Действительно, B1F1 || BF, при этом BF � BC
(см. рис. 17), BF � BB1, откуда BF � (BB1C1) (по признаку

перпендикулярности прямой и плоскости). Это означает,

что B1F1 � (BB1C1), поэтому ρ(P1; (BC1C)) = Р1В1 = F1B1 =

= •  = . Тогда ρ(A1; (BC1C)) = ρ(P1; (BC1C)) = .

б) Имеем: EC � AD (рис. 111), ЕС � С1С, C1C || AА1

(рис. 112) ⇒ EC � (AA1D) (по признаку перпендикулярности

прямой и плоскости). Из ЕС || Е1С1  и  EC � (AA1D) следует:

E1C1 � (AA1D), откуда ⇒ (AE1C1) � (AA1D) (по признаку

перпендикулярности двух плоскостей).
Обозначим: K = А1D1 ∩ Е1C1.

Тогда (АЕ1C1) ∩ (AA1D) = АK,

и вследствие (AE1C1) � (AA1D)

приходим к выводу: перпенди-
куляр из точки A1 на (AE1C1)

расположен в (АА1D), поэто-

му ρ(A1; (AE1C1)) = ρ(A1; AK) =

= A1P, где A1P — высота прямо-

угольного � AA1K. Найдём дли-

ну А1P.

Рис. 110 Рис. 111
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В прямоугольном � АА1K на-

ходим: 

А1P =  = 

=  = . 

Таким образом, 

ρ(A1; (AE1C1)) = . 

Так как D1K : A1K = 1 : 3, то 

ρ(D1; (AE1C1)) = ρ(A1; (AE1C1)) = .

Замечание. В задаче речь идёт о расстоянии от точки A до
плоскости AE1C1, которая изображена на рисунке 112 в виде

� АЕ1C1. Но получится такой же результат, если построить

сечение AQE1C1R данной призмы плоскостью АЕ1C1. Вместе

с тем, можно дополнительно предложить учащимся найти
объём пирамиды A1AQE1C1R.

в) Имеем: AD � BF (см. рис. 17), AD � DD1, DD1 || BB1 ⇒

⇒ AD � BB1 (рис. 113), тогда AD � (B1BF) (по признаку пер-

пендикулярности прямой и плоскости) ⇒ (F1AD) � (B1BF) (по

признаку перпендикулярности двух плоскостей). Это озна-
чает: перпендикуляр из вершины F на (F1AD) расположен

в (B1BF) и перпендикулярен прямой F1M = (F1AD) ∩ (B1BF).

Пусть точка Т — основание этого перпендикуляра, T ∈ F1M.

Тогда FT = ρ(F; (F1AD)).

Найдём длину FT.

В прямоугольном � F1FM: FM = 0,5BF = , F1F = 1.

Значит, FT =  =  = . Таким об-

разом, ρ(F; (F1AD)) = .

Перпендикуляр В1О из вершины В1 на (F1AD) также рас-

положен в (B1BF) и перпендикулярен прямой F1M, при этом

O ∈ F1M.

Так как F1M || P1B (в прямоугольнике FF1B1B точки Р1

и М — середины противоположных сторон), то точка
K = P1B ∩ B1O является серединой перпендикуляра В1O

Рис. 113
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(по  теореме Фалеса). Учитывая, что FT = B1K, приходим к вы-

воду: В1O = 2 В1K = 2 FT = . Значит, ρ(F; (F1AD)) = .

5.074. ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шести-

угольная призма, все рёбра которой равны 1. Найти рас-
стояние между прямыми: a) B1F и СЕ1; б) А1B и B1C; в) E1E и

А1В; г) BE1 и В1C.

Решение. (См. указание к задаче 5.073.) б) Прямые А1В и

В1С скрещиваются (почему?) (рис. 114). Найдём расстояние

между ними.
Обозначим: О =AD ∩ CF; O1 = A1D1 ∩ C1F1; H = AC ∩ BO;

H1 = A1C1 ∩ B1O1.

В прямом параллелепипеде ABCOA1B1C1O1, все рёбра ко-

торого равны 1, а его основанием является ромб ОАВС, име-
ем: А1O || В1С1, A1B || O1C, откуда (А1ОВ) || (В1O1С) (почему?).

Так как A1B ⊂ (A1OB), B1C ⊂ (B1O1C), то ρ(А1В; В1С) =

= ρ((A1OB); (В1O1С)) (почему?).

Боковые грани этого параллелепипеда — равные квадраты,
поэтому треугольники A1OB и B1O1C равны и являются равно-

бедренными. Откуда: A1H � OB, CH1 � B1O1. Учитывая пер-

пендикулярность ОВ � АС, приходим к выводу: OB � (A1AC)

(почему?), откуда (А1АС) � (А1ОВ) (почему?). А так как

(A1OB) || (В1О1С), то (А1АС) � (B1O1C). Это означает, что пря-

мая, проведённая через точку А перпендикулярно плоскостям
А1ОВ и B1O1C, расположена в (А1АС), поэтому она пересекает

(А1ОВ) и (B1O1C) в точках, принадлежащих прямым соответ-

ственно А1Н и СН1. Обозначим эти точки соответственно K и Т
(см. рис. 114). Тогда  ρ(А1В; В1С) = ρ(А1ОВ); (В1O1С)) = KТ.

Так как А1Н || CH1 и АН = НС, то АK = KТ (по теореме

Фалеса). Таким образом, ρ(A1B; B1C) = АK. Найдём длину АK.

В прямоугольном � АА1H с

катетами А1А = 1, АН = 0,5

находим высоту АK: 

АK =   =  = 

= . 

Итак, ρ(A1B; B1C) = .
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г) Расстояние между прямы-
ми BE1 и B1C найдём «методом

проектирования». 
Имеем: B1C � BC1 (почему?)

(рис. 115); BC � BF ⇒ B1C � BF
(почему?). Тогда B1C � (C1BF)

(почему?), при этом 
B1C ∩ (C1BF) = T = B1C ∩ C1B.

Таким образом, в качестве
плоскости, перпендикулярной
прямой В1С, выберем плоскость C1BF, пересекающую эту пря-

мую в точке Т.
Прямая BE1 лежит в плоскости C1BF, поэтому её проек-

цией на (C1BF) является сама прямая BE1. Тогда, в соответ-

ствии с методом проектирования, ρ(ВЕ1; B1C) = ρ(Т; BE1).

Пусть: ТK � ВЕ1, K ∈ ВЕ1, тогда ρ(Т; BE1) = ТK. Найдём

длину TK.
Если C1R — высота прямоугольного �E1C1B (см.

рис. 115), то C1R � BE1, следовательно, C1R || TK, откуда

ТK — средняя линия � C1BR. Значит, TK =  C1R.

В прямоугольном � E1C1B с катетами E1C1 =  и C1B =

=  находим: C1R =  =  = .

Тогда TK = . Таким образом, ρ(BE1; B1C) = .

Глава 6. Векторный метод в пространстве

Векторное решение многих стереометрических задач зна-
чительно проще их решений средствами элементарной гео-
метрии, при этом можно обойтись без тех дополнительных
построений, которые иногда затрудняют поиск решения за-
дачи. Более того, применение векторов при решении геомет-
рических задач способствует развитию инициативы учащих-
ся в поисках эффективных путей решения этих задач, инте-
ресных обобщений, которые они могут сделать, анализируя
полученные решения. Чтобы векторы стали аппаратом ре-
шения геометрических задач, необходимо, прежде всего, на-
учить учащихся переводить условие геометрической задачи
в векторную символику (на «векторный язык»), затем грамот-

Рис. 115
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но выполнять соответствующие алгебраические операции над
векторами и, наконец, полученный в векторной форме ре-
зультат переводить вновь на язык элементарной геометрии.

§ 21. Понятие вектора. Линейные операции над векторами

Для решения геометрических (и алгебраических, и физи-
ческих) задач каждый учащийся должен усвоить векторные
терминологию и символику, научиться безошибочно выпол-
нять все действия над векторами.

Учащимся следует пояснить, что в стереометрии сумму

двух неколлинеарных векторов  и  можно найти, как и в
планиметрии, по правилу треугольника или по правилу па-
раллелограмма, а при сложении трёх и более векторов при-
меняется правило многоугольника (или правило ломаной

линии). Если три вектора , ,  отложены от одной
точки, но не лежат в одной плоскости, то их сумма находит-
ся по правилу параллелепипеда.

Вычитание векторов можно свести к сложению векторов:

 –  =  + (– ).

Операция умножения вектора на число обладает одними и
теми же свойствами как в планиметрии, так и в стереомет-
рии. Учащиеся должны помнить, что точка M лежит на пря-
мой АВ тогда и только тогда, когда выполняется условие

 = х .
Рабочими при решении задач этого параграфа (и в даль-

нейшем) являются векторная формула для середины отрезка
и векторная формула для точки пересечения медиан (цент-
роида) треугольника.

При изучении § 21 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение свободного вектора;

• понимать и объяснять определения и свойства линейных
операций над векторами;

• формулировать определение: вектора в пространстве;
коллинеарных векторов; суммы, разности двух векторов;
произведения вектора на число; 

• формулировать свойства линейных операций над векто-
рами и иллюстрировать их, используя изображения мно-
гогранников;

• формулировать признаки коллинеарности двух векторов
в пространстве, иллюстрируя их на изображениях много-
гранников;

a b

OA OB OC

a b a b

AM AB
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• определять на изображениях куба, пирамиды, парал-
лелепипеда векторным методом взаимное расположение то-
чек и прямых;

• решать геометрические задачи векторным методом, для
чего переводить условие геометрической задачи в  вектор-
ную терминологию и символику (на «векторный язык»), за-
тем грамотно (безошибочно) выполнять соответствующие ал-
гебраические операции над векторами и, наконец, получен-
ный в векторной форме результат верно переводить обратно,
на язык чисто геометрический. 

6.016. Доказать, что если точка М —

центроид треугольника АВС, то  +

+  +  = .
Решение. Пусть точка Р — середина ВС

(рис. 116). Тогда  = (  + ).

С другой стороны,  = – . Тогда по-

лучаем –  = (  + ), откуда  +  +  = .

6.018. В тетраэдре РАВС точки M1 и M2 — центроиды

граней соответственно РАВ и PBC. Доказать, что М1М2 || АС

и M1M2 = АС.

Решение. Пусть O — произвольная точка пространства
(рис. 117). 

Рис. 116
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Тогда: 

 = (  +  + ),  = (  +  + ).

Поэтому  =  –  = (  – ) = . Это

означает, что векторы  и  коллинеарны и | | =

= | |, откуда для отрезков M1M2 и АС справедливо:

M1M2 || АС и M1M2 = АС.

6.024. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. Указать такую

точку М, что справедливо равенство:

  +  +  +  +  +  +  +  = .

Решение. Пусть O = AC ∩ BD,
O1 = A1C1 ∩ B1D1 (рис. 118).

Тогда

  +  =  +  =  

= 2  и  +  =

=  +  = 2 . 

Так как   +  +  +

+  +  +  +  +

+  = , то  +  = ,

откуда  = – . Это означает, что точка М — середина

отрезка OO1, соединяющего центры граней ABCD и A1B1C1D1.
6.030. Для данной неплоской замкнутой ломаной, со-

стоящей из шести звеньев, построены два треугольника, вер-
шинами каждого из которых служат середины несмежных
звеньев. Доказать, что центроиды этих треугольников совпа-
дают.

Решение. Пусть ABCDEF — неплоская замкнутая лома-
ная; точки М, N, Р — середины звеньев соответственно AB,
CD, EF; точки Q, R, S — середины звеньев соответственно
BC, DE, FA; M1 и M2 — центроиды треугольников соответ-

ственно MNР и QRS. Тогда для любой точки О, центроидов
М1 и M2 треугольников соответственно MNР и QRS имеем:

 = (  +  + ),      = (  +  + ).

OM1

1

3
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1

3
--- OB OC OP

M1M2 OM2 OM1

1

3
--- OC OA 1

3
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1

3
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1

3
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Так как  = (  + ),  = (  + ),  =

= (  + ),  = (  + ),  = (  + ),  =

= (  + ), то после элементарных преобразований по-

лучаем  = (  +  +  +  +  + ) = ,

откуда следует, что точки M1 и M2 совпадают.

§ 22. Разложение вектора по базису

Учащимся необходимо пояснить два важных векторно-

геометрических факта:

• если точка О не лежит на прямой АВ, то точка М лежит

на этой прямой тогда и только тогда, когда выполняется

векторное равенство  = х•  + у•  при условии, что

х + у = 1;

• если точка О не лежит в плоскости АВС, то точка М ле-

жит в этой плоскости тогда и только тогда, когда выполня-

ется векторное равенство  = х•  + у•  + z•  при

условии, что x + y + z = 1.

Если при решении планиметрических задач выбирают

два неколлинеарных (базисных) вектора, то для решения

задач стереометрических выбирают три некомпланарных

(базисных) вектора. При этом, если базисные векторы попар-

но не перпендикулярны и имеют попарно различные длины,

то такой базис называется аффинным, а коэффициенты в

разложении любого вектора пространства по базисным век-

торам — его аффинными координатами в этом базисе.

Об этом можно сказать учащимся уже теперь, а можно и чуть

позднее.

Если в задаче требуется доказать, что три данные прямые

параллельны некоторой плоскости (её положение опреде-

лять не нужно), то достаточно на каждой из этих прямых вы-

брать вектор (направленный отрезок) и доказать, воспользо-

вавшись признаком компланарности трёх векторов, что вы-

бранные векторы компланарны.

При изучении § 22 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять свойства линейных операций над

векторами;
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--- OD OE OS

1

2
--- OF OA

OM1

1

6
--- OA OB OC OD OE OF OM2
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• понимать и объяснять определения: коллинеарных век-

торов; компланарных векторов; векторного базиса на плос-

кости и в пространстве;

• понимать и объяснять признак коллинеарности двух

векторов;

• понимать и объяснять признак компланарности трёх не-

нулевых векторов;

• понимать и объяснять, что для доказательства парал-

лельности трёх прямых некоторой одной плоскости доста-

точно на каждой из этих прямых выбрать вектор и, исполь-

зуя признак компланарности трёх векторов, доказать, что
выбранные векторы компланарны;

• выполнять грамотно (безошибочно) алгебраические опе-

рации над векторами;

• формулировать определения: а) компланарных векто-

ров; б) векторного базиса на плоскости и в пространстве;

в) теоремы о разложении вектора по двум неколлинеарным и
трём некомпланарным векторам; г) производить разложение

вектора в данном базисе;

• формулировать признаки коллинеарности двух и комп-

ланарности трёх векторов в пространстве, иллюстрируя их

на изображениях многогранников;

• переводить условие геометрической задачи в векторную

терминологию и символику (на «векторный язык»), затем

грамотно (безошибочно) выполнять соответствующие алгеб-

раические операции над векторами и, наконец, полученный
в векторной форме результат верно переводить обратно, на

язык чисто геометрический; 

• задавать на данном изображении многогранника вектор-

ный базис, после чего правильно записывать разложение

вектора по базису;

• доказывать векторным методом параллельность трёх

прямых некоторой одной плоскости;

• определять на изображениях куба, пирамиды, парал-

лелепипеда векторным методом взаимное расположение то-

чек, прямых и плоскостей;

• решать геометрические задачи векторным методом, для

чего переводить условие геометрической задачи в векторную
терминологию и символику (на «векторный язык»), затем

грамотно (безошибочно) выполнять соответствующие ал-

гебраические операции над векторами и, наконец, получен-

ный в векторной форме результат верно переводить обратно,

на язык чисто геометрический. 
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6.046. Даны два параллелограмма АВСD и A1B1C1D1.

Точки М, Р, K и Н — середины отрезков соответственно AA1,
ВB1, СC1 и DD1. Доказать, что отрезки МK и PН пересекают-

ся в одной точке и делятся ею пополам.

Решение. Пусть О — любая точка пространства, T и T1 —

середины отрезков соответственно РH и MK. Тогда имеем

(рис. 119):

 = (  + ) = (  + ) + (  + )  =

= ((  + ) + (  + ));

 = (  + ) = (  + ) + (  + )  =

= ((  + ) + (  + )).

Так как АBCD и A1B1C1D1 — параллелограммы, то 

 +  =  +  и  +  =  + . 

Рис. 119
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Учитывая эти равенства, получаем  = , откуда

Т1 = Т, т. е. отрезки PH и МK, пересекаясь, делятся пополам.

6.047. В тетраэдре РABС точки K и M — середины рёбер

соответственно PА и BС. Доказать, что прямые АВ, KМ и PC
параллельны некоторой (одной) плоскости.

Решение. C одной стороны,  =  +  + 

(рис. 120), с другой стороны,  =  +  + . Тогда

2  = (  + ) + (  + ) +  +  =  + , отку-

да  = –  + 2 , значит, векторы ,  и  комп-

ланарны. Поэтому прямые АВ, PC и МK параллельны неко-
торой плоскости.

Прежде чем комментировать решения задач 6.048—
6.057, проведём следующие рассуждения.

Если точка K лежит в плоскости АВС, то справедливо

= х  + у . Пусть М — любая точка пространства, не

принадлежащая плоскости АBC (рис. 121). Тогда из послед-

него равенства получаем:

 –  = x(  – ) + y(  – ) =

= –(x + y)  + x  + y  ⇒

⇒  = (1 – х – у)  + х  + у .

Если обозначить α = 1 – х – у, β = х, γ = у, то следует:

 = α  + β  + γ  при α + β + γ = 1.
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Оказывается справедливо обратное утверждение: если М —

любая точка пространства, не принадлежащая плоскости АВС,

и справедливо  = α  + β  + γ  при α + β + γ = 1, то

точка K лежит в плоскости ABC.
В самом деле, из векторного равенства

 = α  + β  + γ

получаем:

 +  = α  + β(  + ) + γ(  + ) ⇒

⇒  = (α + β + γ – 1)  + β  + γ  = β  + γ , 

т. е. векторы ,  и  компланарны. А так как эти

векторы отложены от одной точки, то точка K лежит в плос-

кости АВC.
Таким образом, для любой точки М, не принадлежащей

плоскости ABC, равенство  = α  + β  + γ  (при

α + β + γ = 1) справедливо тогда и только тогда, когда точка K
лежит в плоскости треугольника ABC.

Можно доказать, что если в равенстве  = α  +

+ β  + γ  выполняется: α + β + γ > 1, то точки M и K
разделены плоскостью АBС; если α + β + γ < 1, то точки M и K
не разделены плоскостью ABC. Причём если прямая MK пере-

секает (ABС) в точке Р, при этом α + β + γ = m, то МР : РK =

= 1 : (m – 1) при m > 1 и МK : KР = m : (1 – m) при 0 < m < 1.

Кроме того, точка P лежит внутри треугольника АBC при

условии, если все коэффициенты α, β и γ положительны.

Теперь можно приступать к кратким решениям задач

6.048—6.057.

6.048. Векторы ,  и  некомпланарны, точка

K лежит в плоскости треугольника АВС. Найти значение

числа x, если: а)  = 0,1  + 0,4  + х ; б)  =

= 7  +x  + 0,38 .
Решение. Используя признак принадлежности четырёх

точек одной плоскости, заключаем, что точка K лежит

в плоскости АВС, если: а) 0,1 + 0,4 + х = 1, откуда х = 0,5,

MK MA MB MC

MK MA MB MC

MA AK MA MA AB MA AC

AK MA AB AC AB AC
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причём K лежит внутри треугольника АВС; б) 7 + х +

+ 0,38 = 1, откуда х = –6,38, причём K лежит вне треуголь-

ника АВС.

6.057. На продолжении рёбер МА, MB и МС правильного

тетраэдра МАВС взяты соответственно точки A1, B1 и C1 та-

кие, что точка A — середина отрезка МА1, МB1 = 3МВ и

МC1 = 1,5МС. K — центроид (точка пересечения медиан)

треугольника A1B1C1. а) Разложить вектор  по векторам

,  и . б) В каком отношении плоскость АВС де-

лит отрезок МK, считая от М? в) Найти расстояние от точки

K до плоскости АВС, если ребро тетраэдра равно a.
Решение. а) Точка K — центроид � А1B1C1 (рис. 122) ⇒

⇒  = (  +  + ) = (2  + 3  +

+ 1,5 ) =  +  + .

б) α + β + γ =  + 1 +  =  > 1. Пусть Р = МK ∩ (АВС).

Тогда МР : РK = 1 :  – 1  = 6 : 7.

Рис. 122
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в) Пусть О — центроид � АВС. 

Тогда ρ(М; (АВС)) = ОМ = . Так как KР : РМ = 7 : 6,

то KP = РМ. Это означает, что 

ρ(K; (АВС)) = ρ(М; (АВС)) = •  = .

§ 23. Скалярное произведение векторов

Скалярное произведение двух векторов позволяет нахо-

дить длину отрезка, величину угла, следовательно, находить

расстояния, площади и другие метрические характеристики

геометрических фигур.

Если в задаче требуется найти длину отрезка, то в качестве

базисных выбирают такие векторы, длины которых и углы

между которыми уже известны. При этом длину отрезка

находят как длину соответствующего вектора, который

разлагают по базисным векторам, затем находят его ска-

лярный квадрат и получают длину этого вектора по формуле:

| | = .
Если в задаче требуется найти величину угла ϕ между

прямыми, то в качестве базисных выбирают векторы с изве-

стными отношениями их длин и известными углами между

ними. Кроме того, выбирают векторы  и  на сторонах этого

угла с началом в его вершине и разлагают их по базису,

а затем находят косинус искомого угла ϕ по формуле:

cos ϕ =  или cos ϕ = . При этом пользуются алгеб-

раическими и геометрическими свойствами скалярного про-

изведения векторов.

Для доказательства перпендикулярности прямых, пря-

мой и плоскости, двух плоскостей удобно пользоваться при-

знаком перпендикулярности двух ненулевых векторов.

При изучении § 23 учащиеся должны достичь следующих
предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение скалярного произ-

ведения двух векторов и его свойства;

• понимать и объяснять признак перпендикулярности

векторов;
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----------- 7a 6

18
---------------

a a2

a b

a•b

a • b
----------------- a•b

a • b
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• понимать и объяснять следующее: чтобы векторным ме-

тодом найти длину отрезка, в качестве базисных выбирают

такие векторы, длины которых и углы между которыми уже

известны;

• понимать и объяснять следующее: чтобы векторным ме-

тодом найти величину угла, в качестве базисных выбирают

векторы с известными отношениями их длин и известными

углами между ними;

• понимать и объяснять, что для доказательства перпен-

дикулярности прямых, прямой и плоскости, двух плоскос-

тей удобно пользоваться признаком перпендикулярности

двух ненулевых векторов;

• формулировать определения: угла между двумя ненуле-

выми векторами; скалярного произведения двух ненулевых

векторов; доказывать свойства скалярного произведения

векторов;

• используя свойства скалярного произведения векторов,

находить длину вектора, угол между векторами;

• формулировать и доказывать признак перпендикуляр-

ности двух векторов;

• доказывать векторным методом: признак перпендику-

лярности прямой и плоскости; теоремы о трёх перпендику-

лярах;

• задавать на данном изображении многогранника вектор-

ный базис, после чего записывать разложение вектора по ба-

зису и векторным методом находить длины отрезков, углы

между рёбрами;

• доказывать, используя изображения куба, правильного

тетраэдра, прямоугольного параллелепипеда, векторным ме-

тодом параллельность и перпендикулярность прямых и

плоскостей, содержащих рёбра, грани и сечения этих мно-

гогранников; 

• находить с помощью скалярного произведения величи-

ны углов между прямыми и плоскостями, вычислять дли-

ны отрезков, расстояния от точки до прямой и плоскости, ис-

пользуя модели и изображения куба, правильного тетраэдра; 

• сопровождать все решения векторным методом геомет-

рических задач аргументированными объяснениями.

6.067. B тетраэдре РАВС рёбра AР и ВС, а также AВ и CP
взаимно перпендикулярны. Доказать перпендикулярность

рёбер АС и ВР, используя векторы.
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Решение. Пусть  = ,  = ,  =

=  (рис. 123). Исходя из условия задачи,
получаем:

AP � BC ⇒ �  ⇒ •  = 0 ⇒       

⇒ •(  – ) = 0 ⇒ •  – •  = 0 ⇒ •  =   

= • ; AB � CP ⇒ �  ⇒ •  = 

= 0 ⇒ •(  – ) = 0 ⇒ •  – •  = 0 ⇒      

⇒ •  = • .

Таким образом: •  = •  ⇒ •(  – ) = 0 ⇒ •  = 0 ⇒

⇒ �  ⇒ АС � ВР, что и требовалось доказать.

6.069. Найти скалярное произведение векторов  и ,   ес-

ли: a) | | = 1, | | = 2, |  + | = 3; б) | | = 3, | | = 4, |  – | = 5;

в) | + | = |  – |; г) |  + | = 2, |  – | = 1; д) |  + 2 | = |  – 2 | = p.

Решение. a) |  + | =  =  =

 =  = 3 ⇒ 2  = 4 ⇒  = 2;

д) |  + 2 | = |  – 2 | = p ⇒  =

=  = p ⇒  ⇒ 8  = 0 ⇒

⇒  = 0.

Так как в задачах 6.074—6.080 базисные векторы , ,  —
единичные и попарно взаимно перпендикулярные, то уча-

щимся желательно напомнить, что •  = •  = •  = 0,

| | = | | = | | = 1, 2 = 2 = 2 = 1. Учитывая это, для любого

вектора  = x  + у  + z  имеют место следующие утвержде-
ния:

a) •  = x; •  = y; •  = z;

б) •  = | |•cos α, •  = | |•cos β, •  = | |•cos γ, где α,

β, γ — углы между вектором  и соответственно базисными

векторами , , .

Сказанное означает, что если базисные векторы , ,  —
единичные и попарно взаимно перпендикулярные, то каж-
дая координата любого вектора в этом базисе равна произве-
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дению модуля данного вектора на косинус угла между этим
вектором и соответствующим базисным вектором, т. е.

х = | |•cos α,  у = | |•cos β, z = | |•cos γ.

6.075. Найти косинусы углов между вектором 

6  – 3  + 2  и каждым из векторов ,  и .

Решение. Пусть 6  – 3  + 2  = , ∠ ( , ) = α, ∠ ( , ) = β,

∠ ( , ) = ϕ. Тогда, учитывая, что •  = 2 = | |2 = 2 = 2 = 1,

•  = •  = •  = 0, получаем:

cos α =  =  =

=  =  = ;

cos β =  =  =

=  =  = – ;

cos ϕ =  =  =

=  =  = .

После решения этой задачи целесообразно обратить вни-

мание учащихся на тот факт, что

cos2
α + cos2

β + cos2
ϕ =  +  +  = 1.

6.081. а) Следует ли из •  = • , что  = ? б) Известно,

что для любого вектора  верно •  = • . Верно ли, что

= ?

Pешение. а) Из •  = •  следует •(  – ) = 0, откуда

� (  – ).

б) Из •  = •  следует •(  – ) = 0. Если вектор 

не перпендикулярен вектору  =  – , то выполнение усло-

вия •(  – ) = 0 для любого вектора  возможно лишь при

 –  = 0, т. е. при  = .
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6.089. В правильном тетра-

эдре РАВС на ребре PC взята

точка Е такая, что РЕ : ЕС =
= 1 : 2, и на медиане AF грани

АPB отмечена точка М — цент-

роид грани АРВ. Найти длину

отрезка МЕ, если длина ребра

тетраэдра равна a.

Решение. Обозначим  = ,

 = ,  =  (рис. 124). Тогда

 =  +  = 

= –  +  = 

= – (  + ) +  = (–  –  + ).

Учитывая, что •  = •  = •  = ||•| |•cos 60° = , по-

лучаем:

ME = | | =  =  = 

=  = .

6.090. В правильной треуголь-

ной призме ABCA1B1C1 сторона ос-

нования равна а, высота BB1 равна

h. Найти yгол между прямыми AB1

и BC1.

Решение. Обозначим = ,

= ,  =  (рис. 125),

∠ ( , ) = β. Тогда

 =  + ,  = –  +  + , 

cos β = .

C
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Учитывая, что •  = •  = 0, •  =  ,  находим:

| | =  = , | | =  = 

= , •  = (  + ) (–  +  + ) = . 

Тогда cos β = .

Задачи к главе 6

6.106. Можно ли составить: а) треугольник из медиан
данного треугольника; б) замкнутую ломаную из отрезков,
идущих из каждой вершины тетраэдра в точку пересечения
медиан противоположной грани?

Решение. а) Пусть AM, BK и CР — медианы треугольника

ABC. Найдём сумму векторов ,  и :

 +  +  =

= (  + ) + (  + ) + (  + ) =

= ((  + ) + (  + ) + ( + )) = •  = . 

Это означает, что если вектор  отложить от точки М,

а вектор  — от точки K, то точка Р совпадёт с точкой А,

т. е. ломаная, состоящая из трёх звеньев, окажется замкну-
той, что и свидетельствует о том, что из медиан треугольни-
ка ABС можно составить новый треугольник.

б) Пусть М, K, T и H — точки пересечения медиан (цент-
роиды) граней тетраэдра PABC, противолежащих его верши-
нам соответственно Р, А, В и С. Тогда

 +  +  +  =  (  +  + ) +

+  (  +   + ) + (  +  + ) +

+  (  +  + ) = ((  + ) + (  + ) + 

+ (  + ) + (  + ) + (  + ) + (  + )) = •  = .

Рассуждения, аналогичные предыдущим, приводят к вы-
воду: из отрезков РМ, АK, ВТ и СH можно составить замкну-
тую ломаную.

p r q r p q a2

2
------
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3
--- PA PB PC

1

3
--- AB AP AC 1
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6.107. Точки A1, B1 и C1 взяты на сторонах соответственно

ВС, АС и АВ треугольника ABC так, что AC1 : C1B =
= BA1 : A1C = CB1 : B1A. Доказать, что отрезки, равные АA1,
ВB1 и CC1, являются сторонами некоторого треугольника.

Решение. Пусть AC1 : C1B = BA1 : A1C = CB1 : B1A = k. 

Тогда  = k ,  = k ,  = k .

Находим:  =  +  =  + k  =

=   + k  – k  или (1 + k)  =  + k . Аналогич-

но (1 + k)  =  + k , (1 + k)  =  + k .
После сложения полученных трёх pавенств получаем:

(1 + k)(  +  + ) = (  +  + ) + k(  +

+  + ) =  + k•  = . Так как k ≠ –1, то  +  +

+  = . Это означает, что из отрезков, равных АA1, ВB1 и

CC1, можно образовать треугольник.

6.110. Отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с
центроидором противолежащей грани, называется медиа-
ной тетраэдра. Доказать, что медианы тетраэдра пересека-
ются в одной точке и эта точка делит каждую из медиан в от-
ношении 3 : 1, считая от вершины.

Решение. Пусть M — точка, делящая медиану PH1 тетра-

эдра РАВС в отношении РM : МH1 = 3 : 1, где H1 — центро-

ид грани АВС (рис. 126).

AC1 C1B BA1 AC1 CB1 B1A

AA1 AB BA1 AB AC1

AB AC AA1 AA1 AB AC

BB1 BC BA CC1 CA CB

AA1 BB1 CC1 AB BC CA AC

CB BA 0 0 0 AA1 BB1

CC1 0

H1

P O

A M

B

C

H2
H3

Рис. 126
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Для любой точки O пространства выполняется

 = (  +  + ).

Тогда

  =   +   =   +   =   +  –  =

 =  + • (  +  + ) = (  +  +  + ).

Аналогично доказывается, что для точек K, T и E, деля-
щих остальные три медианы тетраэдра в отношении 3 : 1, счи-

тая от соответствующих вершин, выполняется  =  =

=  = (  +  +  + ) = . Это означает, что точ-

ки М, K, Т и Е совпадают, что и требовалось доказать.

6.116. KАВС — тетраэдр. Какую фигуру образуют точки М

такие, что: a)  =  +  + х ; б)  =  + у  +

+ х ; в)  = z  + y  + x , где 0 � x � 1, 0 � y � 1,
0 � z � 1.

Решение. a) Пусть  +  = ,  +  = 

(pиc. 127, a). При х = 0 получаем  = , т. е. точка М

совпадает с Р; при х = 1 получаем  =  +  +  =

= , т. е. M совпадает с Н. При любом х ∈ (0; 1) концом
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вектора х  является внутренняя точка отрезка KC, а кон-

цом вектора  =  +  + х  =  + х  — внутрен-

няя точка отрезка РН. Таким образом, искомое множество
точек М — отрезок РН.

б) Пусть  +  = ,  +  = , тогда  +  =

=  =  +  =  (рис. 127, б). Если  = , то при

x = 1, y = 1 получаем  =  +  = , т. е. точка M
совпадает с вершиной Т параллелограмма ВKСТ, а при лю-
бых х ∈ [0; 1], у ∈ [0; 1] точка M заполняет этот параллело-

грамм. Тогдa при  ≠  и любых x ∈ [0; 1], у ∈ [0; 1] конец

М вектора  =  + у  + х  заполняет параллело-
грамм РAEН, равный параллелограмму ВKCТ, причём соот-
ветственные стороны этих параллелограммов равны и парал-
лельны.

в) При любом z ∈ [0; 1] конец М вектора  = z  +

+ у  + х  заполняет параллелограмм, стороны которого
равны и параллельны сторонам параллелограмма ВKCТ.
Тогда при всех z ∈ [0; 1] множество всех точек М, для кото-

рых  = z  + у  + х , образует параллелепипед, ос-
нованиями которого являются параллелограммы ВKCT и
РАЕН (см. рис. 127, б).

6.119. В основании пирамиды MABCD лежит трапеция
ABCD (AD || BC, AD = 3BC). На ребре MD отметили такую
точку K, что KM : KD = 2 : 3; точка Р — середина MВ. В каком
отношении, считая от точки М, плоскость АKР делит ребро
MС?

Решение. Строим точки O = BD ∩ KP, Т = ВС ∩ АО,
Н = Т ∩ МС. Н — искомая точка пересечения плоскости
АKР и прямой МС (рис. 128). Найдём отношение МН : HC.

Примем векторы  = ,  = ,  =  в качестве ба-
зисных векторов. Так как Н ∈ (АРK), то

= х•  + у•  + z•  при x + y + z = 1.

Учитывая условие задачи, получаем

 = х•  + у•  + z•  = x•  + y •  + z •

при х + у + z = 1.
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Так как МН || МС, то  = t• . Найдём значение t.
Имеем: 

 =  +  =  +  =  + (  – ) =

= –  +  + . Из условия  = t•  находим:

Тогда из условия x + y + z = 1 получаем – t + 2t + t = 1,

откуда t = . Это означает, что МН = МС или МН : МС =

= 2 : 5 ⇒ МН : НС = 2 : 3.

6.120. РАВС — тетраэдр; b1, b2, b3 — биссектрисы соот-
ветственно углов ВРС, СРА, АPB. Доказать, что если бис-
сектрисы b1, b2 взаимно перпендикулярны, то каждая из них
перпендикулярна биссектрисе b3.

Рис. 128
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Решение. Пусть 1, 2, 3 — единичные векторы с общим

началом Р (pис. 129), т. е.  =  =  = 1. Тогда векторы

1 = 2 + 3, 2 = 3 + 1, 3 = 1 + 2 направлены по биссект-

рисам соответственно b1, b2, b3.

Если b1 � b2, то 1 � 2, поэтому 1• 2 = 0. Это означает, что

( 2 + 3)•( 3 + 1) = 0, т. е. 1• 2 + 2• 3 + 3• 1 + 1 = 0. Та-

ким образом, из условия задачи следует, что для введённых

единичных векторов 1, 2, 3 справедливо равенство: 

1• 2 + 2• 3 + 3• 1 + 1 = 0.

Теперь, с учётом этого равенства, получаем:

2• 3 = ( 3 + 1)•( 1 + 2) = 3• 1 + 3• 2 +  + 1• 2 =

= 1• 2 + 2• 3 + 3• 1 + 1 = 0, откуда 2 � 3 ⇒ b2 �b3.
Аналогично доказывается, что b1 � b3.

6.121. Три ребра прямоугольного параллелепипеда, имею-

щие общую вершину, видны из точки пересечения его

диагоналей под углами α, β и γ. Доказать, что cos α + cos β +

+ cos γ = 1.

Решение. Обозначим:  = ,  = ,  =  (рис. 130);

| | =  | | = | | = р; ∠ AOB = α, ∠ ВOC = β, ∠ ВOB1 = γ. 

Рис. 129
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Тогда: 

cos α =  = ;                  cos β =  = ; 

cos  γ =  =  =  =

= . 

Значит, 

cos α + cos β + cos γ =  +  +  =  = 1.

6.124. Из вершины параллелепипеда проведены три диа-

гонали его граней. На этих диагоналях (как на рёбрах) по-

строен новый параллелепипед. Доказать, что противолежа-

щая вершина данного параллелепипеда является серединой

диагонали построенного параллелепипеда.

Решение. Данный и построенный параллелепипеды име-

ют общую вершину A. Пусть C2 — вершина построенного па-

раллелепипеда, противоположная вершине A.

Примем векторы  = ,  = ,

 =  в качестве базисных (рис. 131).

Тогда:  =  +  + ;  =  + ;

 =  + ;  =  + . Находим

 =  +  +  = 2(  +  + ) =

= 2 . Это означает, что точка C1 —

середина диагонали AC2 построенно-

го параллелепипеда.

Глава 7. Координатный метод в пространстве

§ 24. Декартова прямоугольная система
координат в пространстве

Материал пунктов 24.1—24.3 является продолжением те-

мы предыдущей главы с той лишь разницей, что под любым

вектором пространства понимается упорядоченная тройка

действительных чисел — декартовых прямоугольных коор-

динат этого вектора в ортонормированном базисе.

a•b

a • b
----------------- a•b

p2
----------- b•c

b • c
----------------- b•c

p2
-----------

b•OB1

b • OB1

--------------------------
b•(OB + BB1)

p2
------------------------------------------- b•(b – a – c)

p2
-------------------------------------

b2 – b•a – b•c
p2

-------------------------------------------

a•b
p2

----------- b•c
p2

----------- b2 – b•a – b•c
p2

------------------------------------------- b2

p2
------

A1

B1C1

D1

D A

B
C

b
a

c

Рис. 131

AD a AB b

        AA1 c

AC1 a b c AB1 b c

AC a b AD1 a c
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Теперь учащиеся должны научиться определять, колли-

неарны векторы или не коллинеарны, перпендикулярны они

или не перпендикулярны, компланарны три данных вектора

или не компланарны, если известны координаты этих векто-

ров; должны уметь находить углы между векторами, задан-

ными своими прямоугольными координатами, а также длину

вектора и его проекции на оси координат, зная координаты

этого вектора.

При изучении п. 24.1—24.3 учащиеся должны достичь
следующих предметных результатов: 

• понимать и объяснять определение декартова прямо-

угольного базиса в пространстве;

• понимать и объяснять определение декартовых прямо-

угольных координат вектора в пространстве;

• понимать и объяснять в координатной форме: выраже-

ние скалярного произведения и условие перпендикулярнос-

ти двух векторов; признак коллинеарности двух векторов,

условие компланарности трёх векторов; формулу для вы-

числения длины вектора и угла между двумя векторами;

• понимать и объяснять определение линейной комбина-

ции векторов с заданными коэффициентами;

• понимать и объяснять свойства линейных операций над

векторами, заданными своими координатами;

• понимать и объяснять геометрический смысл декарто-

вых прямоугольных координат вектора;

• изображать вектор по его координатам в декартовом

прямоугольном базисе в пространстве;

• грамотно (безошибочно) выполнять алгебраические опе-

рации над векторами, заданными своими координатами;

• в координатной форме: вычислять скалярное произведе-

ние двух векторов и определять, перпендикулярны ли они;

определять, коллинеарны (компланарны) ли данные векто-

ры; находить длину вектора; находить величину угла между

двумя векторами;

• задавать на данном изображении многогранника вектор-

ный базис, после чего правильно записывать разложение

вектора по базису;

• определять на изображениях куба, пирамиды, парал-

лелепипеда векторно-координатным методом взаимное рас-
положение точек, прямых и плоскостей;

• решать геометрические задачи координатным методом,

для чего переводить условие геометрической задачи в коор-
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динатную терминологию и символику, затем грамотно (без-

ошибочно) выполнять соответствующие алгебраические

операции над координатами векторов и, наконец, полу-

ченный в координатной форме результат верно переводить

обратно, на язык чисто геометрический. 

24.4, 24.5. Декартовы прямоугольные координаты точки. 
Решение простейших задач стереометрии в координатах

В данном разделе предлагаются учебные задачи, при ре-

шении которых учащиеся определяют ту или иную число-

вую характеристику геометрической фигуры, пользуясь

формулами расстояния между двумя точками и деления

отрезка в данном отношении. При этом учащимся следует

пояснить, что речь идёт о делении направленного отрезка.

При изучении п. 24.4, 24.5 учащиеся должны достичь
следующих предметных результатов: 

• понимать и объяснять в координатной форме: формулу

для вычисления длины вектора и угла между двумя вектора-

ми; формулу расстояния между двумя точками, деления от-

резка в данном отношении; 

• формулировать определение декартовых прямоуголь-

ных координат точки в пространстве;

 • выводить в координатной форме формулы нахождения:

расстояния между двумя точками; координат точки, деля-

щей отрезок в данном отношении; координаты середины от-

резка;

• решать в координатной форме аффинные и метрические

задачи, используя в качестве объектов изучения куб, прямо-

угольный параллелепипед, правильный тетраэдр, правиль-

ную пирамиду, правильную призму. 

7.037. Найти координаты такой точки C плоскости   Oxy,

которая лежит на одной прямой с точками A(3; –8; 7) и

В(–1; 2; –7). Какая из точек А, В, С лежит между двумя дру-

гими?

Решение. Пусть искомая точка С(х; у; 0) плоскости Оху

делит отрезок АВ в отношении λ = . Тогда 0 = ,

откуда λ = 1. Значит, точка С лежит между А и В, являясь се-

рединой отрезка АВ, причём х =  = 1, y =  = –3,

т. е. С(1; –3; 0).

AC
CB
--------- 7 + λ•(–7)

1 + λ
--------------------------------

3 – 1

2
-------------- –8 + 2

2
-------------------
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7.038. Существует ли на оси Oz точка, лежащая на одной
прямой с точками А(–1; 3; 5) и В(2; 2; 8)?

Решение. Если точка С(0; 0; z) прямой АВ принадлежит

оси Oz и делит отрезок АВ в отношении λ = , то должно

существовать единственное значение λ, удовлетворяющее
системе уравнений

Находим λ = 0,5 — решение первого уравнения системы,
λ = –1,5 — решение её второго уравнения. Это означает, что
прямая АВ не пересекает ocь Oz.

7.042. Лежат ли точки А, В, С и Е в одной плоскости, ес-
ли: а) A(–2; –13; 3), B(1; 4; 1), C(–1; –1; –4), E(0; 0; 0);
б) A(0; 1; 0), B(3; 4; –1), C(–2; –3; 0), E(2; 0; 3); в) A(5; –1; 0),
B(–2; 7; 1), C(12; –15; –17), E(1; 1; –2)?

Решение. а) Точки A, B, С и E лежат в одной плоскости, ес-

ли для векторов (3; 17; –2), (1; 12; –7) и (2; 13; –3)
существуют такие (одновременно не равные нулю) числа х и у,

что  = х  + у . Это означает, что должна иметь нену-
левое решение система уравнений

Так как уравнение 17х + 13у = 12 является алгебраиче-
ской суммой уравнения 3х + 2у = 1, умноженного на 5,
и уравнения 2х + 3у = 7, то эта система равносильна системе
уравнений

решением которой является пара чисел: х = – , у = . Та-

ким образом, получаем 5  + 11  – 19  = . Значит,

векторы ,  и  компланарны, поэтому точки А, В, С
и Е лежат в одной плоскости.

Аналогично решаются задачи б) и в).

AC
CB
---------

 = 0,

 = 0.

–1 + 2λ

1 + λ
----------------------

3 + 2λ

1 + λ
------------------

AB AC AE

AC AB AE

3x + 2y = 1,

17x + 13y = 12,

–2х – 3у = –7.

3x + 2y = 1,

2х + 3у = 7,

11

5
------- 19

5
-------

AC AB AE 0

AB AC AE
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7.059. Даны точки А(–1; 3; 8) и В(–1; 2; 9). Найти все та-

кие точки С плоскости Oyz, что треугольник АBС — равно-

сторонний.

Решение. Пусть С(0; y; z) — искомая точка. Так как ВС2 =

= АС2 = АВ2 = (–1 + 1)2 + (2 – 3)2 + (9 – 8)2 = 2, то получаем

систему уравнений

решением которой являются тройки чисел (0; 2; 8) и (0; 3; 9).

Значит, искомыми являются точки C1(0; 2; 8) или C2(0; 3; 9).

7.066. Основание ABC правильного тетраэдра РАВС ле-

жит в плоскости Oxу так, что вершины А и С имеют коорди-

наты: A(0; 0; 0), C(4; 0; 0). Найти координаты: а) остальных

вершин тетраэдра; б) центроидов всех его граней.

Решение. Пусть М — центроид � АВС, K(2; 0; 0) — сере-

дина АС (рис. 132). Так как ВK =  =  = 2  и

BK � Ox, то B(2; 2 ; 0). Известно, что для любой точки S
пространства и центроида М треугольника АВС имеет место

 = (  +  + ). Приняв в качестве S точку А, полу-

чаем:  = (  +  + ), значит, 2; ; 0 , отку-

да М 2; ; 0 .

Учитывая, что высота правильно-

го тетраэдра с ребром а равна  и

МР � (Оху), находим координаты вер-

шины Р: Р 2; ; .

Если M1, М2, M3 — центроиды

граней соответственно РAВ, РВС,

РАС, то соотношение  = (  +

+  + ), справедливое для любой

точки S пространства и центроида M
треугольника АВС, применённое по-

1 + (y – 3)2 + (z – 8)2 = 2,

1 + (y – 2)2 + (z – 9)2 = 2,

AC 3

2
----------------- 4 3

2
----------- 3

3

SM 1

3
--- SA SB SC

AM 1

3
--- AA AB AC AM 2 3

3
-----------

2 3

3
-----------

MK B

C

A

P

x

y

z

Рис. 132
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3
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3
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3
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следовательно для пар: M1 и � РАВ, М2 и � РВС, М3 и � РАС
и точки А, позволяет найти координаты центроидов M1, M2

и M3: 

M1 ; ; , M2 ; ; , M3 2; ; .

7.072. Даны точки А(2; 3; 1) и B(–1; –2; 3). Найти все та-

кие точки С на оси Oz, что треугольник АBС — прямоуголь-

ный.

Решение. Пусть С(0; 0; z) — искомая точка. Тогда имеем:

(2; 3; 1 – z), (1; 2; z – 3), (3; 5; –2).

Для треугольника ABС возможны случаи:

1) ∠ ACB = 90°. 

Имеем: �  ⇒ •  = 0 ⇒ 2 + 6 + (1 – z)•(z – 3) = 0 ⇒
⇒ z1 = –1, z2 = 5. Тогда получаем две точки: (0; 0; –1) и (0; 0; 5).

2) ∠ BAC = 90°. 

Имеем: �  ⇒ •  = 0 ⇒ 6 + 15 – 2(1 – z) = 0 ⇒

⇒ z = –9,5. Получаем точку (0; 0; –9,5).

3) ∠ ABC = 90°. 

Имеем: �  ⇒ •  = 0 ⇒ 3 + 10 – 2(z – 3) = 0 ⇒

⇒ z = 9,5. Получаем точку (0; 0; 9,5).

§ 25. Задание фигур уравнениями и неравенствами

25.1, 25.2. Уравнение сферы. Уравнение плоскости

Первые задачи этого параграфа — опорные (базисные).

Учащимся следует пояснить, что для составления уравнения

сферы достаточно найти координаты её центра и радиус. Для

составления общего уравнения плоскости достаточно найти

координаты любой её точки и координаты любого вектора,

перпендикулярного этой плоскости (вектора нормали плоскос-

ти), при этом в качестве нормального вектора выбирается

тот, координаты которого наиболее удобны при вычислени-

ях, возникающих при составлении уравнения.

Если плоскость проходит через данную точку M0(x0; y0; z0)

параллельно данной плоскости Ах + By + Cz + D = 0, то

её уравнение можно записать в виде A(x – x0) + B(y – y0) +

+ С(z – z0) = 0, затем преобразовать.

При составлении общего уравнения плоскости α, проходя-

щей через две данные точки K и H перпендикулярно данной

4

3
--- 8 3

9
----------- 4 6

9
----------- 8

3
--- 8 3

9
----------- 4 6

9
----------- 2 3

9
----------- 4 6

9
-----------

CA BC BA

CA BC CA BC

CA BA CA BA

BC BA BC BA
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плоскости или данной прямой, любую из точек K и Н прини-

маем в качестве M0(x0; y0; z0). Координаты (а; b; с) вектора 

нормали плоскости α являются решением системы двух од-

нородных линейных уравнений с тремя неизвестными а, b, с
(см. 7.117, 7.118). Так как все векторы, перпендикулярные

плоскости α, коллинеарны между собой, то одной из коорди-

нат a, b, с можно придать допустимое значение (в зависимос-

ти от контекста), после чего решается система двух линей-

ных уравнений с двумя неизвестными. Полученную тройку

чисел (а; b; с) можно «нормировать», умножая на одно и то

же число, отличное от нуля.

Перед решением задач на взаимное расположение двух

сфер, сферы и плоскости (7.107, 7.108, 7.110, 7.111, 7.127,
7.128, 7.129, 7.130), отнесённых в данном разделе к стерео-

метрическим задачам повышенной сложности, следует пояс-

нить учащимся аналогичную ситуацию при решении плани-

метрических задач на взаимное расположение двух окруж-

ностей, окружности и прямой. Только после такого анализа

геометрической ситуации (на наглядном уровне) можно при-

ступать к решению указанных задач координатным методом.

При изучении 25.1, 25.2 учащиеся должны достичь сле-
дующих предметных результатов: 

• понимать и объяснять в координатной форме: различные

уравнения плоскости, сферы; формулу для вычисления угла

между двумя плоскостями, условия их параллельности и

перпендикулярности; формулу для вычисления расстояния

от данной точки до данной плоскости; уравнения координат-

ных плоскостей;

• понимать и объяснять, что для составления уравнения

сферы достаточно знать или найти координаты её центра и

радиус. Для составления общего уравнения плоскости доста-

точно знать или найти координаты любой её точки и ко-

ординаты любого вектора , перпендикулярного этой плос-

кости (вектора нормали к плоскости);

• выводить в координатной форме: 

— уравнение сферы и неравенство шара;

— общее уравнение плоскости; уравнение плоскости,

проходящей через данную точку перпендикулярно данному

вектору; 

— частные случаи общего уравнения плоскости и произ-

водить их графическую иллюстрацию; 

— уравнение плоскости в отрезках; 

— формулу расстояния от точки до плоскости;

n

n
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— формулу вычисления угла между двумя плоскостями,

условие их параллельности и перпендикулярности; 

• решать задачи в координатной форме: на составление

уравнения плоскости, сферы; на вычисление угла между

двумя плоскостями по заданным их уравнениям, определяя

при этом, параллельны (перпендикулярны) ли они; на вы-

числение расстояния: от данной точки до данной плоскости;

между параллельными плоскостями; 

• решать с помощью уравнений плоскостей аффинные и

метрические задачи стереометрии на построение, доказа-

тельство и вычисление, используя в качестве объектов изу-

чения куб, прямоугольный параллелепипед, правильный

тетраэдр, правильную пирамиду, правильную призму,

сферу.

7.102. На плоскости 2x + 3y – 5z – 1 = 0

найти такую точку M0(x; y; z), что отре-

зок МM0 перпендикулярен этой плоскос-

ти, если М(1; 2; –1).

Pешение. Tак как вектор (х – 1;

y – 2; z + 1) коллинеарен вектору (2; 3; –5)

нормали данной плоскости α (рис. 133),

то их одноимённые координаты пропорци-

ональны, т. е.  =  =  = t, от-

куда х = 1 + 2t, у = 2 + 3t, z = –1 – 5t.
Значение t найдём из условия принадлежности точки M0

плоскости α (координаты точки М0 удовлетворяют уравне-

нию этой плоскости). Получаем 

2(1 + 2t) + 3(2 + 3t) – 5(–1 – 5t) – 1 = 0 ⇒ t = – . 

Тогда x = ,  у = , z = , т. e.  M ; ; .

7.105. Сфера задана уравнением   (x – 3)2 + (y – 3)2 + z2 = 4.

Найти координаты точки этой сферы: а) ближайшей к нача-

лу O системы координат; б) самой далёкой от точки O; в) бли-

жайшей к каждой из координатных плоскостей; г) самой

далёкой от каждой из координатных плоскостей; д) бли-

жайшей к каждой из координатных осей; е) самой далёкой

от каждой из координатных осей; ж) ближайшей к точке

(3; 3; 6); з) самой далёкой от точки (3; 3; 6).

Рис. 133
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Решение. Центр А(3; 3; 0) данной сферы принадлежит

координатной плоскости Оxу, её радиус R = 2, причём

ОА = 3  (рис. 134).

а) Ближайшей к O точкой сферы является точка В её пе-

ресечения c отрезком OA, при этом OВ = ОА – R = 3  – 2.

Так как абсцисса и ордината точки В равны, то из уравне-

ния 2x2 = (3  – 2)2 находим х = 3 – . Это означает, что

В(3 – ; 3 – ; 0).

б) Самой далёкой от точки О точкой сферы является вто-

рая точка пересечения луча OA co сферой — точка С. Она

удалена от О на расстоянии OA + R = 3  + 2 и имеет коор-

динаты х = у = 3 + , z = 0, т. е. C(3 + ; 3 + ; 0).

в) Cамой близкой к (Oxz) является точка P(3; 1; 0),

к (Oyz) — точка K(1; 3; 0), к (Оxу) — все точки окружно-

сти (х – 3)2 + (у – 3)2 = 4, по которой сфера пересекает эту

плоскость.

г) Самой далёкой точкой сферы от (Oxz) является точка

E(3; 5; 0), от (Oyz) — точка Н(5; 3; 0), от (Oxy) — точки

М(3; 3; 2) и S(3; 3; –2).

д) Самой близкой точкой сферы к оси Ох является точка

Р(3; 1; 0), к оси Oy — точка K(1; 3; 0), к оси Oz — точка

B(3 – ; 3 – ; 0).

2

Рис. 134
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е) Самой далёкой точкой сферы от оси Ox является точка

E(3; 5; 0), от оси Oy — точка Н(5; 3; 0), от оси Oz — точка

C(3 + ; 3 + ; 0).

ж) Ближайшей точкой сферы к точке (3; 3; 6) является

точка N(3; 3; 2).

з) Самой далёкой точкой сферы от точки (3; 3; 6) является

точка S(3; 3; –2).

7.107. Найти длину линии, состоящей из всех общих

точек двух сфер (х – 1)2 + (y + 3)2 + (z – 5)2 = 196 и (x + 3)2 +

+ (у + 6)2 + (z + 7)2 = 225.

Решение. Данные уравнения задают соответственно сферу

радиуса R1 = 14 с центром A(1; –3; 5) и сферу радиуса R2 = 15

с центром В(–3; –6; –7).

Пусть C — одна из точек пересечения сфер. Тогда полу-

чаем треугольник АВС, в котором

АВ =  = 13, 

АC = 14, ВC = 15.

При вращении треугольника ABС вокруг АВ точка С
«пробежит» окружность, радиус которой равен высоте СН

этого треугольника. Так как СН =  =  =

=  = 12 , то длина окружности пересечения данных

сфер равна 2π•  = 25 π.

7.109. Написать уравнение плоскости, касающейся сфе-

ры х2 + 2х + y2 + 2y + z2 – 4z = 0 в начале координат.

Решение. Исходное уравнение сферы приводится к виду

(x + 1)2 + (у + 1)2 + (z – 2)2 = 6, из которого следует, что точка

А(–1; –1; 2) — центр этой сферы.

Так как плоскость касается сферы в начале координат,

то она проходит через точку O(0; 0; 0) перпендикулярно век-

тору (–1; –1; 2). Значит, уравнение плоскости имеет вид

х + у – 2z = 0.

7.110. Написать уравнение сферы с центром (1; 1; 2), ка-

сающейся сферы x2 + y2 + z2 = 24.

Решение. Уравнение x2 + y2 + z2 = 24 задаёт сферу радиуса

R = 2  с центром O(0; 0; 0). Расстояние между центрами

2 2

(–3 – 1)2 + (–6 + 3)2 + (–7 – 5)2

2S    ABC

AB
----------------------� 2 21•6•7•8

13
-----------------------------------------

168

13
---------- 12

13
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168

13
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13
-------

OA

6
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этой сферы и касающейся её сферы равно . Значит, радиус

касающейся сферы может быть равен или 2  –  = ,

или 2  +  = 3 . Поэтому уравнения этих сфер таковы:

(х – 1)2 + (у – 1)2 + (z – 2)2 = 6 или (х – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 2)2 = 54.

7.116. Найти все точки плоскости 5х + 3у – z – 2 = 0, рав-
ноудалённые от координатных плоскостей.

Решение. Если точка М(х; y; z) равноудалена от коорди-
натных плоскостей, то она имеет равные по абсолютной ве-
личине координаты, т. е. |х| = |у| = |z|. Возможны следующие
случаи.

1) х = у = z. Так как точка М(х; x; x) лежит в плоскости α,
заданной уравнением 5х + 3у – z – 2 = 0, то её координаты
удовлетворяют этому уравнению. Имеем 5х + 3х – х – 2 = 0 ⇒

⇒ х = . Тогда получаем M .

2) x = –y = –z. Имеем 5х – 3х + х – 2 = 0 ⇒ x = . Тогда

получаем М .

3) х = у = –z. Имеем 5х + 3х + х – 2 = 0 ⇒ x = . Тогда

получаем М .

4) х = –у = z. Имеем 5х – 3x – х – 2 = 0 ⇒ х = 2. Тогда
получаем М(2; –2; 2).

7.117. Написать уравнение плоскости, проходящей через
точки М(–1; 2; 7) и N(1; –9; 5) параллельно оси Oy.

Решение. Пусть (а; b; c) — вектор нормали плоскости α,
проходящей через точки M и N параллельно оси Оу. Так как

� (2; –11; –2), � (0; 1; 0), тo •  = 0, •  = 0, по-

этому координаты a, b и с вектора  получаем, решая систе-
му уравнений:

Находим a = с = 1, b = 0. Значит, плоскость α имеет урав-
нение 1•(x + 1) + 0•(y – 2) + 1•(z – 7) = 0 или х + z – 6 = 0.

7.118. Написать уравнение плоскости, проходящей через
точки М(1; 3; 8) и N(2; 5; –1) перпендикулярнo плоскости
2х – у + z = 0.
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Решение. Tак как плоскость α проходит через точки

М(1; 3; 8), N(2; 5; –1) и перпендикулярна плоскости 2х – у +

+ z = 0, для которой вектор (2; –1; 1) является вектором

нормали, то в качестве вектора (a; b; c), перпендикулярного

плоскости α, можно принять вектор, перпендикулярный

векторам  и . Найдя координаты вектора , уравнение

плоскости α можно записать в виде

a(x – 1) + b(y – 3) + c(z – 8) = 0.

Taк как � (1; 2; –9), � (2; –1; 1), то •  = 0,

•  = 0, поэтому координаты a, b и с вектора  получаем, ре-

шая систему уравнений:

Одним из решений этой системы является тройка чисел

(7; 19; 5). Тогда искомое уравнение плоскости α имеет вид:

7(х – 1) + 19(у – 3) + 5(z – 8) = 0 или 7х + 19у + 5z – 104 = 0.

7.119. Изобразить множество точек пространства, для ко-

торых |x| + |y| + |z| = 1.

Решение. Возможны 8 раз-

личных случаев расположе-

ния точек пространства в каж-

дом из восьми координатных

октантов.

Пусть х  0, у  0, z  0.

При этом условии исходное

уравнение равносильно урав-

нению x + y + z = 1, которое за-

даёт плоскость, пересекаю-

щую координатные оси в точ-

ках A(0; 0; 1), С(0; 1; 0) и

D(1; 0; 0), а координатные

плоскости по отрезкам АC, AD
и CD (рис. 135). Следовательно, при х  0, у  0, z  0 уравне-

ние x + y + z = 1, равносильное исходному, задаёт треуголь-

ник ACD с вершинами на координатных осях, расположен-

ный в первом координатном октанте.

Рассматривая остальные семь случаев, получим ещё семь

треугольников с вершинами на координатных осях. Этими

вершинами, кроме А, С и D, являются точки B(–1; 0; 0),

K(0; 0; –1) и Е(0; –1; 0).

p
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n MN n p n MN
n p n
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Таким образом, искомое множество точек представляет

собой поверхность восьмигранника (правильного октаэдра)

АBCDЕK (см. рис. 135).

7.123. Найти косинусы углов, образованных плоскостью

3х – 5у + z – 8 = 0 и координатными плоскостями.

Решение. Обозначим α — плоскость, заданную уравне-

нием 3x – 5y + z – 8 = 0; ∠ (α, (Oxy)) = β, ∠ (α, (Oxz)) = γ,
∠ (α, (Oyz) = ϕ; (3; –5; 1) — вектор нормали к плоскости α.

В качестве векторов нормалей к плоскостям Oxy, Oxz и Oyz

примем соответственно базисные векторы (0; 0; 1), (0; 1; 0)

и (1; 0; 0). Тогда:

cos β =  =  =  ⇒ β = arccos ;

cos γ =  =  =  ⇒ γ = arccos ;

cos ϕ =  =  =  ⇒ ϕ = arccos .

На этом примере можно убедиться, что

cos2
β + cos2

γ + cos2
ϕ = 1.

7.137. Даны точки A(2; 0; 0), B(0; –2; 0), C(0; 0; 2). Найти:

a) точки, равноудалённые от точек А, В, С и отстоящие от

плоскости Oxz на расстоянии, равном 3; б) координаты цент-

ра сферы радиуса , проходящей через точки А, В и С.
Решение. а) Пусть М(х; y; z) — любая точка искомого мно-

жества точек. Тогда АM = BM = CМ, cледовательно, АМ2 =

= ВM2 = СM2. 
Так как искомое множество точек принадлежит плоскос-

тям у = ±3, то координаты этих точек найдём, решая систему

уравнений:

Решением этой системы являются тройки чисел (3; –3; 3)

и (–3; 3; –3).

n
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(x – 2)2 + у2 + z2 = x2 + y2 + (z – 2)2,

(x – 2)2 + y2 + z2 = x2 + (y + 2)2 + z2,

y = 3,
y = –3.
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б) Так как центр K(х; у; z) cферы, проходящей через точ-

ки А, В и С, равноудалён от этих точек, тo для его координат

справедливо х = z = –у.
Поэтому, найдя KА2 = 19 и учитывая, что х = z = –у, по-

лучаем уравнение 3х2 – 4x – 15 = 0, корнями которого явля-

ются  x1 = – , x2 = 3. Значит, центрами сфер, проходящих

через точки А, В и С, являются точки ; ; –  и (3; –3; 3).

25.3, 25.4. Прямая в пространстве в координатах.
Взаимное расположение прямой и плоскости
в координатах

При решении задач на взаимное расположение двух пря-

мых а и b в пространстве учащиеся должны увидеть направ-

ляющие векторы этих прямых соответственно 1(a1; a2; a3) и

2(b1; b2; b3)  из их параметрических уравнений и опре-

делить, параллельны ли они используя признак: a || b ⟺

⟺ =  = , a также перпендикулярны ли эти прямые

(используя признак: a � b ⟺ a1b1 + а2b2 + а3b3 = 0). Если

прямые не параллельны и не перпендикулярны, то угол

между ними находится с помощью формулы:

cosφ = .

Аналогично, зная направляющий вектор (a; b; с) пря-

мой l и вектор (А; В; C) нормали плоскости α, можно

определить, параллельны ли они (с помощью признака:

l || α � а•А + b•В + с•С = 0), а также перпендикулярны ли

с помощью признака: l � α �  =  = . Если данные

прямая и плоскость не параллельны и не перпендикулярны,

то угол между ними находится с помощью формулы:

sin ∠ (l; α) = |cos ∠ ( ; )| = .
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Координаты точки пересечения прямой с плоскостью на-

ходят, решая систему из уравнений плоскости и прямой:

При изучении п. 25.3, 25.4 учащиеся должны достичь
следующих предметных результатов: 

• понимать и объяснять в координатной форме: различные

уравнения прямой; формулу для вычисления угла между:

двумя прямыми; прямой и плоскостью; условия их парал-

лельности и перпендикулярности; уравнения координатных

осей;

• выводить: уравнения прямой по точке и направляющему

вектору; канонические и параметрические уравнения пря-

мой; уравнения прямой по двум её точкам;

• находить точку пересечения прямой и плоскости; 

• выводить в координатном виде формулу вычисления: уг-

ла между двумя прямыми, условие их параллельности и пер-

пендикулярности; угла между прямой и плоскостью, усло-

вие их параллельности и перпендикулярности;

• решать задачи в координатной форме: на составление

уравнения прямой, сферы; на вычисление угла между двумя

прямыми, между прямой и плоскостью, заданными уравне-

ниями, определяя при этом, параллельны (перпендикуляр-

ны) ли они; на вычисление расстояния: от данной точки до

данной прямой; между параллельными прямыми; между

скрещивающимися прямыми; на нахождение точки пересе-

чения прямой и плоскости;

• решать с помощью уравнений прямых и плоскостей аф-

финные и метрические задачи стереометрии на построение,

доказательство и вычисление, используя в качестве объек-

тов изучения куб, прямоугольный параллелепипед, пра-

вильный тетраэдр, правильную пирамиду, правильную

призму, сферу.

7.148. При каких значениях α и β точка М(1; 5; 8) лежит

на прямой

Ax + By + Cz + D = 0,

x = x0 + a1t,

y = y0 + a2t,

z = z0 + a3t.

x = 3 + 2t,
x = 7 – αt,
z = 8 + βt?
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Решение. Точка М(1; 5; 8) принадлежит прямой 

если существуют такие значения t, α и β, что выполняется

Подставив значение t = –1 — решение первого уравнения

системы — во второе и третье её уравнения, находим α = –2,

β = 0, т. е. точка M принадлежит данной прямой при α = –2,

β = 0.

7.149. Написать параметрические уравнения каждой из

прямых, по которым плоскость 3x + 8y + z = 11 пересекается

с координатными плоскостями.

Решение. Плоскость α(3x + 8y + z = 11) пересекает коорди-

натные оси Ох, Оy и Oz соответственно в точках A ; 0; 0 ,

В 0; ; 0  и С(0; 0; 11), значит, эта плоскость пересекает

координатные плоскости Оху, Oxz и Oyz соответственно

по прямым АВ, АС и ВС, направляющими векторами ко-

торых служат векторы соответственно – ; ; 0 ,

– ; 0; 11  и 0; – ; 11 . Тогда, принимая точки А,

С и В в качестве «начальных» для прямых соответственно

АВ, АС и ВС, получаем их параметрические уравнения:

7.157. Определить взаимное расположение прямых

  и  

Решение. Так как координаты направляющих векторов

данных прямых не пропорциональны, то эти прямые либо

пересекаются, либо скрещиваются.

x = 3 + 2t,

у = 7 – αt,

z = 8 + βt,

1 = 3 + 2t,
5 = 7 – αt,
8 = 8 + βt.
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11

3
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11

8
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8
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х = 5 + 7t,
y = 2 – t,
z = 9

х = 3 – 2u,

y = 5 + 3u,

z = 8 – u.
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Для ответа на вопрос, имеют ли прямые общую точку, до-

статочно выяснить, имеет ли решение система уравнений:

Из уравнения 9 = 8 – u находим значение u = –1, которому

соответствует точка (5; 2; 9) второй прямой, являющаяся

при t = 0 точкой первой прямой. Сказанное означает, что

прямые пересекаются.

7.165. Определить взаимное расположение прямой

 и сферы x2 + y2 + z2 = 25.

Решение. Прямая может пересекать сферу в двух различ-

ных точках, касаться сферы или не иметь с ней общих точек.

В координатном виде сказанное означает: система уравне-

ний, составленная из уравнений прямой и сферы, имеет со-

ответственно два различных решения, одно решение или яв-

ляется несовместимой.

Таким образом, решаем систему уравнений:

Подставив в первое уравнение вместо х, у и z их выраже-

ния через t, получаем уравнение (1 – 3t)2 + (2 + 2t)2 + (4 + t)2 =

= 25, корнями которого являются t1 = –1, t2 = . Это озна-

чает, что прямая пересекает сферу в двух точках ; 2 ; 4

и (4; 0; 3).

7.168. Написать параметрические уравнения прямой, по

которой пересекаются плоскости 

2x + 3y – z = 6 и х + y + z = 1.
Решение. Пусть данные плоскости α(2x + 3у – z = 6) и

β(x + у + z = 1) пересекаются по прямой m; (a; b; c) — на-

правляющий вектор прямой m.

5 + 7t = 3 – 2u,

2 – t = 5 + 3u,

9 = 8 – u.

x = 1 – 3t,
y = 2 + 2t,
z = 4 + t

x2 + y2 + z2 = 25,

x = 1 – 3t,
y = 2 + 2t,
z = 4 + t.

2

7
---

1

7
--- 4

7
--- 2

7
---

p
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Координаты вектора  найдём из условий его перпенди-

кулярности каждому из векторов 1(2; 3; –1) и 2(1; 1; 1)

нормалей соответственно плоскостей α и β. Имеем:

 ⇒  ⇒

Если с = –1, то a = 4, b = –3. Так как точка (1; 1; –1) при-

надлежит каждой из плоскостей α и β, то она принадлежит

прямой m. Тогда параметрические уравнения этой прямой

можно записать в виде: 

Замечание. Так как точка (–3; 4; 0) принадлежит прямой

m, то уравнения этой прямой можно записать в виде: 

7.176. Найти расстояние между прямыми

   и   

Решение. Так как обе прямые 

а:     и    b: 

имеют один и тот же направляющий вектор (1; 2; 1) и сис-

тема уравнений

не имеет решений, то а || b.
Для нахождения расстояния меж-

ду этими прямыми проведём через

точку А(0; 3; 2) прямой a плоскость

α, перпендикулярную b (рис. 136).

Тогдa расстояние между точками А
и В = α ∩ b равно расстоянию между

прямыми а и b.

p
n n

� 1,

� 2

p n

p n

• 1 = 0,

� 2 = 0

p n

p n
2a + 3b – c = 0,

a + b + c = 0.

x = 1 + 4t,
y = 1 – 3t,
z = –1 – t.

х = –3 + 4t,
y = 4 – 3t,
z = –t.

x = t,
y = 3 + 2t,
z = 2 + t

x = 3 + t,
y = –1 + 2t,
z = 2 + t.

x = t,
y = 3 + 2t,
z = 2 + t

x = 3 + t,
y = –1 + 2t,
z = 2 + t

p

a

b

p

A

B

α

Рис. 136

t = 3 + t,
3 + 2t = –1 + 2t,
2 + t = 2 + t
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Так как a � α, то направляющий вектор  прямой а явля-

ется вектором нормали плоскости α. Поэтому можем соста-

вить уравнение этой плоскости: х + 2(y – 3) + (z – 2) = 0 или

x + 2у + z – 8 = 0.

Координатами точки В = α ∩ b является решение системы

уравнений

составленной из уравнений плоскости α и прямой b. Решая

её, получаем: B . Тогда

ρ(a; b) = ρ(A; B) =  = .

7.179. Написать параметрические уравнения прямой,

проходящей через точку М(3; 8; 1) параллельно плоскости

2х + y + z = 0 и пересекающей ось Оу.

Решение. Пусть α — данная плоскость 2х + y + z = 0,

(2; 1; 1) — вектор её нормали. Допустим, что прямая b
проходит через точку М(3; 8; 1) и пересекает ось Оу в точке

А(0; a; 0). Тогда вектор (3; 8 – a; 1) является направ-

ляющим для прямой b. Так как b || α, то � . Значит,

•  = 0, т. е. 2•3 + 1•(8 – a) + 1•1 = 0, откуда а = 15. Тог-

да вектор  имеет координаты (3; –7; 1), а параметриче-

ские уравнения прямой b записываются в виде:

§ 26. Расстояние от точки до плоскости

Пользуясь формулой расстояния от точки до плоскости,

можно находить расстояния между параллельными плоскос-

тями, между параллельными прямой и плоскостью, между

скрещивающимися прямыми.

Если прямые а и b скрещиваются, то для нахождения рас-

стояния между ними достаточно составить уравнение плос-

p

x + 2y + z – 8 = 0,
x = 3 + t,
y = –1 + 2t,

z = 2 + t,

23

6
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2

3
---; 
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6
-------
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6
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6
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2

  
23
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 +  
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3
---  – 3 
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------- – 2 

2 5 30

6
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n

AM

AM n

n AM

AM

x = 3 + 3t,
y = 8 – 7t,

z = 1 + t.
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кости β, проходящей через одну из них (например, через a)

параллельно другой прямой (прямой b); при этом координа-

ты вектора  нормали плоскости β определяются из условия

его перпендикулярности направляющим векторам 1 и 2

данных прямых. Найдя расстояние от «начальной» точки

прямой b  до плоскости β, получаем искомое расстояние меж-

ду прямыми  а и b.
При изучении § 26 учащиеся должны достичь следующих

предметных результатов: 
• понимать и объяснять определение расстояния от дан-

ной точки до данной плоскости;

• понимать и объяснять, что расстояние от точки до плос-

кости равно длине перпендикуляра, опущенного из данной

точки на эту плоскость;

• понимать и объяснять формулу для вычисления расстоя-

ния от данной точки до данной плоскости;

• в координатной форме: выводить формулу для вычисле-

ния расстояния от данной точки до данной плоскости; вы-

числять расстояние: от данной точки до данной плоскости

(прямой); между параллельными плоскостями; между па-

раллельными прямой и плоскостью; между скрещивающи-

мися прямыми;

• решать с помощью уравнений прямых и плоскостей мет-

рические задачи стереометрии на построение, доказательст-

во и вычисление, используя в качестве объектов изучения

куб, прямоугольный параллелепипед, правильный тетраэдр,

правильную пирамиду, правильную призму, сферу, при

этом верно и наглядно выполняя рисунки и корректно аргу-

ментируя утверждения логического, конструктивного и вы-

числительного характера.

7.186. Написать уравнение плоскости, содержащей ось

Oу, если расстояние от этой плоскости до точки М(–3; 8; 1)

равно 1.

Решение. Плоскость α, содержащая ось Оу, задаётся уравне-

нием Ах + Cz = 0 (В = D = 0). Так как ρ(М; α) = 1, то получаем:

 = 1 � 9A2 – 6АС + C2 = A2 + C2 � А(4А – 3С) = 0 �

�  Это означает, что искомыми являются

плоскости z = 0 и 3х + 4z = 0.

n
p p

–3A + C

A2 + C2
----------------------------

A = 0,

A : C = 3 : 4.



176

7.188. Найти геометрическое место точек, удалённых от

плоскости x + 2y – 2z – 5 = 0 на расстояние 2.

Решение. Пусть x + 2y – 2z – 5 = 0 — данная плоскость α,
М(а; b; c) — любая точка искомого множества точек. Тогда

имеем:

ρ(M; α) = 2 �  = 2 �

�  � 

При b = с = 1 получаем a = –1 или a = 11. Значит, иско-

мому множеству точек принадлежат точки M1(–1; 1; 1) и

M2(11; 1; 1).

Так как множество всех точек пространства, равноудалён-

ных от данной плоскости, представляет собой две плоскости,

параллельные данной, то одна из них проходит через М1,

а другая — через M2. Эти плоскости имеют уравнения:

(x + 1) + 2(y – 1) – 2(z – 1) = 0 или x + 2y – 2z + 1 = 0,

(х – 11) + 2(у – 1) – 2(z – 1) = 0 или х + 2y – 2z – 11 = 0.

Задачи к главе 7

Задачами к этой главе завершается изучение курса геомет-

рии 10 класса координатным методом. Среди предлагаемых

для решения задач встречаются задачи различной степени

сложности. Большей математической подготовки учащихся
требуют задачи 7.210, 7.211, 7.212, 7.213, 7.214, 7.216.

7.194. Найти координаты центра и радиус сферы, описан-

ной около тетраэдра, вершины которого имеют координаты

(0; 0; 0), (8; 0; 0), (0; –2; 0), (0; 0; –6).

Решение. Центром сферы, описанной около тетраэдра, яв-

ляется точка пересечения плоскостей серединных перпенди-
куляров трёх любых рёбер тетраэдра, не лежащих в одной

плоскости.

Пусть α, β, γ — плоскости серединных перпендикуляров

рёбер соответственно АВ, ВС, АР тетраэдра РABC; K, Н, М —

середины соответственно этих рёбер, причём А(0; 0; 0),
В(8; 0; 0), С(0; –2; 0), Р(0; 0; –6).

Находим: (8; 0; 0), (8; 2; 0) и (0; 0; 6) — векторы,

перпендикулярные соответственно плоскостям α, β и γ;

K(4; 0; 0), H(4; –1; 0), M(0; 0; –3). Тогда уравнения плоскос-

тей α, β и γ соответственно таковы: х – 4 = 0, 4х + у – 15 = 0,

z + 3 = 0.

a + 2b – 2c – 5

3
----------------------------------------------

a + 2b – 2с – 5 = 6,

a + 2b – 2с – 5 = –6

a + 2b – 2с = 11,

a + 2b – 2с = –1.

AB CB PA
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Решая систему уравнений  получаем ис-

комые координаты (4; –1; –3) центра S сферы. Тогда радиус

R = SA этой сферы равен  = .

7.209. Найти все точки на оси Oz, через которые про-

ходит хотя бы одна прямая, касающаяся сферы (х – 1)2 +

+ (у + 2)2 + (z + 2)2 = 9 в точке P(3; –1; –4).

Решение. Пусть M(0; 0; z) — искомая точка оси Оz. Так

как прямая МР касается сферы с центром A(1; –2; –2), то

векторы (2; 1; –2) и (3; –1; –4 – z) перпендикулярны.

Тогда: •  = 0 ⇒ 2•3 + 1•(–1) – 2•(–4 – z) = 0 ⇒ z = –6,5.

Таким образом, точка М имеет координаты (0; 0; –6,5).

7.210. Из начала координат проведены всевозможные пря-

мые, касающиеся сферы (х – 4)2 + (у – 3)2 + (z – 12)2 = 144.

Найти уравнение плоскости, которой принадлежат все точ-

ки касания.

Решение. Пусть М(х; y; z) — точка касания прямой, про-
ходящей через начало координат, и сферы радиуса 12 с цент-

ром А(4; 3; 12). Найдём уравнение, которому удовлетворяют

координаты точки М.

Так как касательная к сфере прямая перпендикулярна

радиусу, проведённому в точку касания, то треугольник
OAM — прямоугольный с гипотенузой OА. Тогда 

OM2 = x2 + y2 + z2 = OA2 – AM2 = 169 – 144 = 25.

Из условия ОМ� AM следует •  = 0, т. е. х(х – 4) +

+ у(у – 3) + z(z – 12) = 0. После преобразований, с учётом ра-

венства х2 + у2 + z2 = 25, получаем искомое уравнение плос-

кости 4х + 3у + 12z – 25 = 0, которому удовлетворяют коор-

динаты любой точки касания прямой OM и сферы.

7.211. Найти уравнения всех сфер с центром в начале ко-

ординат, касающихся прямой

Решение. Радиус сферы, касающейся данной прямой с на-

правляющим вектором (–2; 1; 0), равен расстоянию от

центра O(0; 0; 0) сферы до этой прямой. Поэтому находим

x – 4 = 0,

4x + у – 15 = 0,
z + 3 = 0,

16 + 1 + 9 26

AP MP

AP MP

OM AM

x = 3 – 2t,
y = 1 + t,
z = 5.

p
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точку пересечения данной прямой и плоскости 2х – y = 0,

проходящей через центр шара перпендикулярно этой пря-

мой. Координаты (1; 2; 5) этой точки являются решением

системы уравнений: 

Тогда радиус сферы равен  = , а сфера,

являющаяся единственной, удовлетворяющей условию зада-

чи, имеет уравнение x2 + y2 + z2 = 30.

7.212. В плоскости х + у + 2z = 0 найти все прямые,

касающиеся сферы (х – 2)2 + (у – 4)2 + z2 = 8 и проходящие
через начало координат.

Решение. Параметрические уравнения любой прямой m,

проходящей через начало координат O(0; 0; 0), имеют вид:

Любой тройке чисел (a; b; c) соответствует некоторая прямая

семейства (1).

Требование «лежать в плоскости x + у + 2z = 0», накла-

дываемое на прямую (1), означает выполнение равенства:

at + bt + 2ct = 0, откуда получаем связь между a, b и с в виде

с = – . Таким образом, если прямая (1) лежит в плоскос-

ти х + у + 2z = 0, то её параметрические уравнения прини-

мают вид:

Далее, прямая семейства (2) касается сферы (х – 2)2 +
+ (у – 4)2 + z2 = 8, если система уравнений

x = 3 – 2t,
y = 1 + t,
z = 5,
2x – y = 0.

12 + 22 + 52 30

х = at,
y = bt,     t ∈ R.

z = ct,

(1)

a + b
2

--------------

x = at,

у = bt,         

z = – t,
a + b

2
--------------

  t ∈ R.                                   (2)

(х – 2)2 + (у – 4)2 + z2 = 8,

x = at,

y = bt,                

z = – t,
a + b

2
--------------

t ∈ R
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имеет два совпавших решения, т. е. дискриминант квадрат-

ного уравнения

(at – 2)2 + (bt – 4)2 +  = 8

равен нулю.

После преобразований это уравнение приводится к виду:

a2 + b2 + t2 – 2(2a + 4b)t + 12 = 0.

Находим  = (2a + 4b)2 – 3(4a2 + 4b2 + (а + b)2) = –11a2 +

+ 10ab + b2. Из условия  = 0 решаем однородное уравнение

11a2 – 10ab – b2 = 0. Если  = u, то получаем уравнение

11u2 – 10и – 1 = 0, корнями которого являются u1 = – ,

u2 = 1. Тогда имеем соответственно: b = –11а, c = 5a; b = а,
c = –а.

Последние соотношения между a, b и с выделяют из мно-

жества всех прямых семейства (2) две прямые, которые

проходят через начало координат, лежат в плоскости х + у +

+ 2z = 0 и касаются сферы (х – 2)2 + (у – 4)2 + z2 = 8. Парамет-

рические уравнения этих прямых таковы:

  и   t ∈ R.

7.213. Написать уравнения проекций прямой

на координатные плоскости.

Решение. Пусть m — данная прямая, (–2; 3; 0) — её

направляющий вектор, который перпендикулярен оси Oz.

Если прямые a, b и с — проекции прямой m на координатные

плоскости соответственно Оxу, Oxz и Oyz, то координатами

направляющих векторов этих прямых являются соответ-

ственно тройки чисел: (–2; 3; 0), (–2; 0; 0) и (0; 3; 0). Точки,

являющиеся проекциями точки A(3; 1; 5) данной прямой на

координатные плоскости Оxу, Oxz и Oyz, имеют координаты

a + b
2

--------------t 
2

a + b( )
2

4
----------------------

D
4
----

D
4
----

a
b
---

1

11
-------

x = t,

y = –11t,
z = 5t

x = t,

y = t,   
z = –t;

x = 3 – 2t,
y = 1 + 3t,
z = 5

p
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соответственно (3; 1; 0), (3; 0; 5), (0; 1; 5). Тогда прямые a, b и

c задаются соответственно следующими параметрическими

уравнениями:

7.216. Найти геометрическое место центров таких шаров,

что все точки прямых

 и 

для которых t ∈ [–1; 3] и u ∈ [0; 6], принадлежат шарам, а все

другие точки этих прямых шарам не принадлежат.

Решение. Пусть уравнения

 и 

задают прямые соответственно b и c.

Промежуток t ∈ [–1; 3] задаёт на прямой b отрезок с кон-

цами А(4; 0; 0) и В(0; 8; 4), а промежуток u ∈ [0; 6] задаёт на

прямой с отрезок с концами Н(2; 0; 6) и K(20; 12; 6).

Геометрическим местом центров всех сфер, проходящих

через A и В, является плоскость её серединных перпенди-

куляров отрезка AВ. Для всех шаров, определяемых этими

сферами, все точки отрезка AВ являются внутренними. Ана-

логично геометрическим местом центров всех сфер, прохо-

дящих через H и K, является плоскость β серединных

перпендикуляров отрезка KН. Для всех шаров, определяе-

мых этими сферами, все точки отрезка KН являются внут-

ренними. Прямая m = α ∩ β содержит центры всех тех шаров

этих семейств, для каждого из которых являются внутрен-

ними либо все точки отрезка AВ, либо все точки отрезка KН;

остальные точки прямых b и с не принадлежат шарам этих

семейств.

Найдём уравнения прямой m.

Плоскость α определяется точкой Р(2; 4; 2) — серединой

отрезка АВ — и вектором 1(1; –2; –1), коллинеарным век-

тору (4; –8; –4), и имеет уравнение х – 2у – z + 8 = 0.

Плоскость β определяется точкой Q(11; 6; 6) — серединой

x = 3 – 2t,
y = 1 + 3t, t ∈ R;

z = 0,

х = 3 – 2u,
y = 0,            u ∈ R;

z = 5, 

x = 0,

y = 1 + 3v, v ∈ R.

z = 5,

x = 3 – t,
y = 2 + 2t,  t ∈ R
z = 1 + t,

x = 2 + 3u,
y = 2u,          u ∈ R,

z = 6,

x = 3 – t,
y = 2 + 2t, t ∈ R
z = 1 + t,

x = 2 + 3u,
y = 2u,         u ∈ R
z = 6,

n

BA
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отрезка KH — и вектором 2(3; 2; 0), коллинеарным вектору

(18; 12; 0), и имеет уравнение 3х + 2у – 45 = 0. Тогда пря-

мая m пересечения этих плоскостей может быть задана сис-

темой общих уравнений 

или параметрическими уравнениями

в которых координаты (2; –3; 8) направляющего вектopa

(a; b; c) прямой m являются решением системы уравнений

выражающих условия перпендикулярности направляюще-

го вектора (a; b; c) относительно векторов 1(1; –2; –1) и

2(3; 2; 0).
Таким образом, искомое геометрическое место точек есть

прямая

n

HK

х – 2у – z + 8 = 0,

3x + 2у – 45 = 0

x = 15 + 2t,
y = –3t,        t ∈ R,

z = 23 + 8t,

q

a – 2b – c = 0,
3а + 2b = 0,

q n

n

x = 15 + 2t,
y = –3t,        t ∈ R.
z = 23 + 8t,
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Контрольные работы

К—0. Повторение курса 9 класса

Задачи для подготовки

1. Точки А, В, С и D последовательно расположены (при об-
ходе по часовой стрелке) на окружности радиуса R так,
что каждая из дуг DCB и СВА равна 80°, а дуга DCA рав-
на 100°. Найдите углы четырёхугольника ABCD и длину
отрезка ВС.

2. В прямоугольном треугольнике АBС проведена высота
CN к гипотенузе АВ, при этом площади треугольников
ACN и BCN равны соответственно 6 см2 и 54 см2. Найдите
стороны треугольника АВС, а также радиусы вписанной
и описанной окружностей для этого треугольника.

3. На сторонах АВ, ВС, CD и DA прямоугольника ABCD вы-
браны точки соответственно Е, F, М и Р так, что EFMP —
ромб, a AP : PD = 2 : 3. Найдите отношение площадей
прямоугольника и ромба, если АD : АВ = 5 : 3.

4. Отрезок СН — биссектриса треугольника ABC. Точки F и
D — основания перпендикуляров, опущенных из точки
Н на стороны АС и ВС соответственно. Найдите стороны

треугольника, если АС = ВС, ∠ АСВ = 60°, HD = .

5. В прямоугольную трапецию с острым углом α вписана ок-
ружность радиуса R. Найдите площадь трапеции.

Вариант 1

1. На окружности радиуса R последовательно отмечены

точки А, В, С и D так, что величины дуг АВ и ВС равны

соответственно 50 и 80°, а диагонали четырёхугольника

ABCD равны между собой. Найдите длину наибольшей

стороны этого четырёхугольника.

2. Отрезок СН — высота прямоугольного треугольника

АВС (∠ C = 90°); отрезки HL и НK — биссектрисы

треугольников соответственно ВСН и АCН, причём

HL = 3HK. Найдите площадь треугольника АВС, если

AB = 2 .

3

4
--- 18 3

7
---------------

5
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3. На двух сторонах прямого угла с вершиной М выбра-
ны точки D и K соответственно так, что МD : MK = 7 : 1.
На биссектрисе угла DMK взята точка Е, равноудалён-
ная от D и K. Определите длину отрезка DK, если МЕ = 4.

4. Отрезок CM — биссектриса треугольника AВС. Точки K
и Р — основания перпендикуляров, опущенных из точ-
ки М соответственно на стороны АC и ВС треугольника,

при этом ∠ ВСА = 60°, ВС = АС, МK = 2. Найдите длину

стороны АВ и отношение площадей треугольников МСА и
ВМС.

5. Трапецию можно вписать в круг, радиус которого в 

раз больше радиуса круга, вписанного в эту же трапе-
цию. Найдите все углы данной трапеции.

Вариант 2
1. На окружности радиуса r последовательно отмечены точ-

ки K, М, N и Q так, что величины дуг KМ и MN равны со-
ответственно 40 и 100°, а хорды KN и MQ пересекаются
под углом 70°. Найдите длину наибольшей стороны четы-
рёхугольника KMNQ.

2. В прямоугольном треугольнике АВС (∠ C = 90°) проведе-
на высота СН. Отрезки AM и СР — медианы треугольни-
ков АСН и НСВ соответственно, причём 3AM = 4СР.
Найдите радиус окружности, описанной около треуголь-
ника АBС, если его площадь равна 96.

3. Угол АВС прямой, АВ = 4, ВС = 3. Найдите расстояние от
В до точки K, лежащей на биссектрисе прямого угла, ес-
ли точка K равноудалена от А и С.

4. В остроугольном треугольнике ABС высоты AA1 и CC1

равны соответственно 2 и 4; BN — биссектриса треуголь-

ника, при этом AN = . Найдите длину отрезка NC и пло-

щадь треугольника АВС.

5. В прямоугольную трапецию вписана окружность. Точки
касания этой окружности со сторонами трапеции явля-
ются вершинами четырёхугольника, площадь которого в
4 раза меньше площади трапеции. Чему равен наимень-
ший угол трапеции?

Вариант 3
1. Для четырёх точек A, D, F и N плоскости выполняется

соотношение  = 4  – 3 . Докажите, что точки D,

2

3
---

2

3
--- 7

5

3
---

AN AD AF
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N и F принадлежат одной прямой. Найдите ND, если
NF = 12.

2.  На боковой стороне трапеции выбрана точка, делящая

эту сторону в отношении 3 : 1, считая от вершины мень-

шего основания. Прямая, проходящая через эту точку

параллельно основаниям, делит площадь трапеции в отно-

шении 2 : 1, считая от меньшего основания. В каком

отношении делит площадь трапеции её средняя линия?

3. Окружность радиуса R касается катета РМ прямоуголь-

ного треугольника MPN в точке М, а также касается ка-

тета РN и пересекает гипотенузу треугольника, деля её

в отношении 4 : 1, считая от вершины М. Найдите радиус

окружности, вписанной в треугольник MPN.

4. В полукруг диаметра d помещены две равные касающие-

ся друг друга окружности. Определите длину одной из

этих окружностей, если каждая из них касается также

диаметра полукруга и его дуги.

5. Докажите, что геометрическое место всех точек плоскос-

ти, сумма квадратов расстояний каждой из которых до

вершин квадрата равна сумме квадратов его диагоналей,

есть описанная около этого квадрата окружность. (Воз-

можно использование координатного метода.)

Вариант 4

1. Для четырёх точек А, В, С и D плоскости выполняется со-

отношение 5  =  + 4 . Докажите, что точки А, В
и С лежат на одной прямой. Найдите ВС, если АВ = 24.

2. На боковой стороне CD трапеции ABCD выбраны точки

М и L так, что CM = ML = LD, а на стороне АВ выбраны

точки N и Р так, что AP = PN = NB. Отношение площа-

дей четырёхугольников BNMC и APLD равно 1 : 3. Чему

равно отношение оснований AD и ВС трапеции?

3. В треугольнике ADF стороны AD и DF равны. Окруж-

ность касается основания треугольника в точке А, каса-

ется также стороны DF, а сторону AD пересекает в такой

точке М, что AM : MD = 3 : 1. Найдите длину основания

треугольника ADF.

4. Две окружности, радиусы которых равны r и 0,5r, ка-

саются внутренним образом в точке D. Отрезок DP —

диаметр окружности большего радиуса. Найдите радиус

третьей окружности, если она касается двух данных

окружностей и отрезка DP.

OB OA OC
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5. Докажите, что геометрическое место всех точек плоскос-

ти, сумма квадратов расстояний от каждой из которых до

сторон квадрата в полтора раза больше площади этого

квадрата, есть вписанная в этот квадрат окружность.

(Возможно использование координатного метода.)

K—1. Введение в стереометрию.
Аксиомы стереометрии

Задачи для подготовки

1. В треугольнике DEF EF = 8, ED = 17. Найдите площадь

треугольника, если:

а) через прямую, содержащую сторону FD, и точку пере-

сечения высот треугольника можно провести, по крайней

мере, две различные плоскости;

б) через медиану DK и центр вписанной в треугольник

окружности можно провести, по крайней мере, две раз-

личные плоскости;

в) существует прямая, не лежащая в плоскости DEF, пере-

секающая биссектрису DK и содержащая центр окруж-

ности, описанной вокруг треугольника KFD.
2. EFGS — правильный тетраэдр, EF = 12. Точки L и N ле-

жат на рёбрах SG и SE соответственно. SL = 3, SN = 3.
Точка   Т — середина ребра  SF. 1) Постройте: а) точку  Y1

пересечения прямой LT и плоскости EFG; б) точку Y2 пе-

ресечения прямой NT и плоскости EFG; в) точку пересе-

чения прямой NT и плоскости ELF; г) прямую пересече-

ния плоскостей LY1Y2 и NFE. 2) Найдите: а) длину отрез-

ка Y1Y2;  б) отношение, в котором плоскость LY1Y2 делит

отрезок SE (считая от точки S).

Вариант 1

1. В треугольнике АВС АС = 12, ВС = 5. Найдите площадь

треугольника, если:

а) через прямую АВ и центр окружности, описанной око-

ло треугольника, можно провести, по крайней мере, две

различные плоскости;

б) через прямую АK, перпендикулярную ВС, и центр впи-

санной в треугольник окружности можно провести, по

крайней мере, две различные плоскости;
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в) существует прямая, которая не лежит в плоскости

АВС, пересекает медиану ВМ и содержит центр окруж-

ности, проходящей через вершины В, С и середину сторо-

ны АС.
2. ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром 8; точка М — середина

AA1; точка N лежит на ребре DD1, D1N = 6. 1) Постройте:

а) точку X1 пересечения MN и плоскости АСВ; б) точку

X2 пересечения MN и плоскости A1B1C1; в) точку X3 пе-

ресечения BX1 и плоскости DD1C; г) общую прямую плос-

костей X1X2X3 и АА1B. 2) Найдите: а) длину X1X2;

б) в каком отношении точка X3 делит отрезок DC (считая

от D). 

Вариант 2

1. В треугольнике KМР KМ = 4, KР = 5. Найдите площадь

треугольника, если:

а) через прямую, содержащую сторону KР, и центр ок-

ружности, описанной около треугольника, можно про-

вести, по крайней мере, две различные плоскости;

б) через прямую АМ, перпендикулярную KР, и центр ок-

ружности, вписанной в треугольник, можно провести, по

крайней мере, две различные плоскости;

в) существует прямая, не принадлежащая плоскости тре-

угольника, пересекающая медиану РВ и проходящая че-

рез центр окружности, вписанной в треугольник KMP.

2. ABCD — правильный тетраэдр. Все рёбра имеют длину 8;

точка М — середина AD; точка K — середина DB; точка Р
лежит на ребре DC; DP = 6. 1) Постройте: а) точку X1 пе-

ресечения прямой МР и плоскости АВС; б) точку X2 пе-

ресечения прямой KР и плоскости АВС; в) точку пересе-

чения прямой MP и плоскости АKС; г) прямую пересече-

ния плоскостей МХ1K и Х2DС. 2) Найдите: а) длину

X1X2;  б) в каком отношении плоскость MX1X2 делит от-

резок DB (считая от В).

К—2. Взаимное расположение прямых
в пространстве

Задачи для подготовки

1. В кубе EFGHE1F1G1H1 точки L, N и Т — середины рёбер

соответственно F1G1, G1H1 и H1H, a диагонали грани

EE1F1F пересекаются в точке K.
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а) Заполните таблицу расположения прямых и углов

между ними.

б) Найдите площадь сечения куба плоскостью KNT, если

ребро куба равно а.
2. ABCD — правильный тетраэдр, АВ = 7. Точки М и K — се-

редины рёбер DB и AС соответственно. Точка Р делит реб-

ро АС в отношении 5 : 2, считая от точки C. Через точку Р
проведена прямая параллельно прямой KM. Найдите дли-

ну отрезка этой прямой, заключённого внутри тетраэдра.

3. Пусть точка М — середина ребра АВ пирамиды ABCD,
а точка N делит ребро AC в отношении 1 : 2, считая от

вершины А. Докажите, что в плоскости грани BCD нет ни

одной прямой, параллельной прямой MN.

Вариант 1

1. Дан правильный тетраэдр ABCD, в котором точки K, F, Р,
М — середины рёбер соответственно AD, DC, ВС и АВ.

а) Заполните таблицу расположения прямых и углов

между ними.

б) Найдите площадь сечения тетраэдра плоскостью KMF,

если ребро тетраэдра а.

№ Прямые Расположение 
прямых

Величина угла между 
прямыми

1 LN и EG

2 F1T и FH

3 F1N и KT

4 TN и EG

5 F1T и KN

6 KH1 и LN

№ Прямые Расположение 
прямых

Величина угла между 
прямыми

1 KF и MP 

2 KF и ВС

3 KP и MF

4 BF и MP

5 KP и BC

6 CM и KF 
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2. Дан куб ABCDA1B1C1D1, диагональ B1D которого равна

8. Точка K делит ребро B1С1 в отношении 3 : 5, считая от

В1. Через точку K проведена прямая параллельно прямой

B1D. Найдите длину отрезка этой прямой, заключённого

внутри куба.

3. Основание пирамиды MABCD — параллелограмм ABCD.

Точка Р — середина ВС. Докажите, что в плоскости MDC
не существует прямой, параллельной прямой АР.

Вариант 2

1. Дан куб ABCDA1B1C1D1 c ребром а, в котором точки K
и F — середины рёбер соответственно A1B1 и B1C1,
а М и Р — точки пересечения диагоналей граней соответ-

ственно A1D1DA и DCC1D1.
а) Заполните таблицу расположения прямых и углов

между ними.

б) Найдите длину наибольшей стороны многоугольника,

являющегося сечением куба плоскостью, проходящей че-

рез точки М, F и K.

2. Дан тетраэдр ABCD, все рёбра которого равны 12. Точка

М — середина ребра BD, точка Р делит ребро AC в отно-

шении 5 : 7, считая от С. Найдите длину отрезка прямой,

заключённого внутри тетраэдра, если эта прямая прохо-

дит через точку Р параллельно прямой СМ.
3. Точка K — середина ребра A1B1 треугольной призмы

АВCA1B1C1. Докажите, что в плоскости ВСC1 не сущест-

вует прямой, параллельной прямой АK.

№ Прямые Расположение 
прямых

Величина угла между 
прямыми

1 KF и MP

2 KM и FP

3 KF и BD

4 DC1 и KF

5 FP и AD 

6 MP и B1C
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К—3. Взаимное расположение прямой и плоскости.
Перпендикулярность прямой и плоскости

Задачи для подготовки
(для контрольной работы используются аналоги

заданий 4, 8 и 9)

1. В кубе ABCDA1B1C1D1 все рёбра равны а. Точка М лежит

на AD, при этом АМ = х. а) Постройте сечение куба плос-

костью, проходящей через точку М параллельно прямым

BD и A1C.  б) Найдите периметр сечения.  в) Найдите пло-

щадь сечения.

2. В правильном тетраэдре ABCD с ребром а точка М лежит

на отрезке АС, при этом МС = х.  а) Постройте сечение

тетраэдра плоскостью, проходящей через М параллельно

прямым АВ и CD. б) Найдите периметр сечения. в) Най-

дите площадь сечения.

3. В правильной треугольной призме АВСА1В1C1, все рёбра

которой равны а, точка L — середина A1B1, а точка М ле-

жит на АС, причём МС = х.  а) Постройте сечение призмы

плоскостью, проходящей через М параллельно прямым

АB и CL.  б) Определите площадь сечения.

4. Дан куб ABCDA1B1C1D1, в котором Р, N, K, М — такие

внутренние точки рёбер соответственно A1B1, A1D1, DD1

и BB1, что прямые PM и NK пересекаются. При этом пря-

мые NK и AD пересекаются в точке Z1, прямые РМ и

АВ — в точке Z2, прямые MK и BD — в точке Z3. Найдите

длину отрезка Z2Z3, если Z1Z2 = 8, Z1Z3 = 13.

5. Равнобокая трапеция A1В1С1D1 является изображением

трапеции ABCD с основаниями AD = 10, ВС = 5. Найдите

площадь трапеции A1B1C1D1, eсли около неё можно опи-

сать окружность с диаметром A1D1, при этом A1B1 = 3.

6. Трапеция A1B1C1D1 является изображением трапеции

ABCD с основаниями АВ = 2 и CD = 8. Найдите площадь

трапеции A1B1C1D1, если около неё можно описать круг

с диаметром C1D1, при этом A1B1 = .
7. Равнобокая трапеция A1B1C1D1 является изображением

трапеции ABCD с основаниями АВ = 2 и CD = 8. Найдите

площадь трапеции A1B1C1D1, если в неё можно вписать

круг с диаметром 9.

6
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8. ABCD — четырёхугольник, в котором диагонали АС и BD
перпендикулярны и равны. Точка М не лежит в плоскос-

ти четырёхугольника, а прямая МА перпендикулярна

этой плоскости. Известно, что MA = MC = MD. Найдите

углы четырёхугольника ABCD.
9. Дана правильная треугольная призма ABCA1B1C1, все

рёбра которой равны 2. Точка М — середина ребра B1C1.

а) Докажите, что прямая B1С1 перпендикулярна плос-

кости АА1M. б) Через точку пересечения диагоналей гра-

ни AA1C1C проведите прямую, перпендикулярную плос-

кости АA1M.  в) Найдите длину отрезка этой прямой, за-

ключённого внутри призмы. г) В каком отношении делит

этот отрезок плоскость AA1M? д) Найдите площадь сече-

ния призмы плоскостью, проходящей через середину от-

резка СМ перпендикулярно прямой ВС.

10. Точка М — середина ребра ВС правильной треугольной

призмы АВСА1B1C1, все рёбра которой равны между со-

бой. Через точку N, лежащую на A1M (где A1N = х,
х∈(0; 7)), проведено сечение, перпендикулярное прямой

А1М. Как меняется сумма внутренних углов проведённого

сечения этой призмы плоскостью, если A1М = 7?

11. В кубе ABCDA1B1C1D1 через внутреннюю точку М диаго-

нали BD1 проведено сечение перпендикулярно этой ди-

агонали. Как меняется сумма внутренних углов сечения

в зависимости от х (где х = MB, х ∈ (0; 6)), если диагональ

куба равна 6?

12. Все рёбра тетраэдра ABCD равны между собой. Через

точку М (где АМ = х, х ∈ (0; 6)), лежащую на медиане АK
грани АВС, проведено сечение, перпендикулярное пря-

мой AK. Как меняется сумма внутренних углов сечения

тетраэдра этой плоскостью, если AK = 6?

Вариант 1

1. Дана треугольная призма ABCA1B1C1, в которой М, K, N
и Р — внутренние точки рёбер BB1, B1C1, A1C1 и AA1 соот-

ветственно — выбраны так, что прямые MN и KР пересе-

каются. Пусть прямые МK и ВС пересекаются в точке

Х1, прямые NP и АС — в точке X2, прямые МР и АВ —

в точке Х3. Найдите длину отрезка X1X3, если X1X2 = 10,

X2X3 = 12.
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2. Точка М выбрана вне плоскости ромба ABCD так, что от-

резки AM, ВМ и СМ равны, а отрезок МD перпендикуля-

рен плоскости АВС. Найдите углы ромба.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 2. а) Докажите, что

прямая A1C1 перпендикулярна плоскости ВDD1. б) Дока-

жите, что плоскость A1С1D перпендикулярна прямой

BD1. в) Через точку K — середину C1D1 — проведите пря-

мую, перпендикулярную плоскости A1C1D.  г) Найдите

длину отрезка проведённой прямой, расположенного

внутри куба. д) В каком отношении, считая от точки K,

плоскость А1C1D делит этот отрезок?

Вариант 2

1. Дан тетраэдр ABCD, в котором М, N и Р — внутренние

точки рёбер AD, DB и DC соответственно — выбраны так,

что прямые МР и АС пересекаются в точке Y1, прямые

PN и ВС — в точке Y2, прямые MN и АВ — в точке Y3.

Найдите длину отрезка Y2Y3, если Y1Y2 = 3, Y1Y3 = 5.

2. ABCD — трапеция (AB || CD), в которой ∠ ADC = 50°.

Toчка М выбрана вне плоскости этой трапеции так, что

отрезки MD, МС и MB равны, а отрезок МА перпендику-

лярен плоскости АВС. Найдите углы трапеции.

3. В правильном тетраэдре ABCD с ребром 2 точка М — се-

редина BD. а) Докажите, что прямая BD перпендикуляр-

на плоскости АМС. б) Через точку пересечения медиан

треугольника ADC проведите прямую, перпендикулярную

плоскости АMС. в) Найдите длину отрезка проведённой

прямой, расположенного внутри тетраэдра. г) В каком

отношении этот отрезок делит плоскость AMC? д) Найди-

те площадь сечения тетраэдра плоскостью, проходящей

через середину СМ перпендикулярно прямой AC.

K—4. Угол между прямой и плоскостью.
Параллельные плоскости

Задачи для подготовки
(для контрольной работы используются 

аналоги № 1, 2, 6 и 10)

1. Отрезок АС — ортогональная проекция наклонной АВ на
плоскость ACD. Угол между лучами АС и AD равен 45°.
Найдите угол между лучами АВ и AD, если угол между
прямой АВ и плоскостью ACD равен 60°.
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2. Сторона АB прямоугольника AВCD лежит в плоскости

АBM, а сторона BC образует с этой плоскостью угол ϕ.
Какой угол образует диагональ BD с плоскостью ABM,

если: a) BD = 2AB; б) ВС = 2АВ?

3. Из одной точки проведены две наклонные к плоскости,

образующие с ней равные углы. Угол между наклонны-

ми равен ϕ, а угол между их проекциями на эту плос-

кость равен β. Найдите угол между плоскостью и каждой

из наклонных.

4. Из одной точки проведены две наклонные к плоскости,

образующие между собой угол β, а с плоскостью — углы,

равные ϕ. Найдите угол между их проекциями на эту

плоскость.

5. Две наклонные к плоскости, проведённые из одной точ-

ки, образуют с ней углы, равные ϕ. Проекции этих на-

клонных на плоскость образуют угол β. Найдите угол

между наклонными.

6. Плоскости α и β параллельны, плоскость γ пересекает

плоскость α по прямой a, а плоскость β — по прямой b.

Плоскость δ пересекает плоскость γ по прямой с. Как мо-

гут быть расположены прямые а, b и с?

7. В правильной треугольной призме АВСА1B1C1 все рёбра

равны а. На ребре АВ отмечена точка М так, что

AM : MB = 3 : 1; точка N — середина ребра B1C1.  а) Че-

рез точку М проведите сечение параллельно плоскости

A1ВС. б) Найдите периметр сечения. в) Найдите площадь

сечения. г) В каком отношении плоскость сечения делит

отрезок АN, считая от А?

8. На ребре A1B1 = а куба ABCDA1B1C1D1 отмечена точка

М так, что B1M : A1M = 2 : 1. а) Через точку М проведите

сечение параллельно плоскости AB1C1. б) Найдите пери-

метр сечения. в) Найдите площадь сечения. г) В каком

отношении плоскость сечения делит отрезок А1С, считая

от точки A1?

9. Точка М — середина высоты DO правильного тетраэдра

ABCD с ребром а.  а) Через точку М проведите сечение,

параллельное плоскости BCD. б) Найдите периметр сече-

ния. в) Найдите площадь сечения. г) В каком отношении

плоскость сечения делит высоту тетраэдра AF, считая от

точки А?

10. Прямая DF пересекает параллельные плоскости α, β, γ со-

ответственно в точках D, Е и F, при этом DF = 3, FE = 9.
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Прямая EG пересекает плоскости α и γ соответственно

в точках G и Н, при этом EG = 12. Найдите все значения,

которые может принимать длина отрезка GH.

Вариант 1

1. Отрезок АС — ортогональная проекция наклонной АВ на

плоскость ACD. Лучи AD и АС образуют угол 30°. Найди-

те угол между прямой AB и плоскостью ACD, если угол

между прямыми АB и AD равен 60°.

2. Сторона АВ треугольника АBС лежит в плоскости АBМ,

а сторона ВС образует с этой плоскостью угол ϕ. Какой

угол образует с этой плоскостью сторона АС, если: а) тре-

угольник АВС — равносторонний; б) АВ = АС, ∠ CAB =
= 90°?

3. Плоскость α1 параллельна плоскости β1, а плоскость α2

параллельна плоскости β2, при этом плоскости α1 и α2 пере-

секаются по прямой а, а плоскости β1 и β2 — по прямой b.
Как могут быть расположены прямые а и b?

4. Прямая АВ пересекает параллельные плоскости α, β, γ со-

ответственно в точках А, B, С, причём АВ = 3, ВС = 7.
Прямая МK пересекает эти же плоскости α, β, γ соответ-

ственно в точках М, K, Р, причём МР = 10. Найдите все

значения, которые может принимать длина отрезка МK.

Вариант 2

1. Отрезок AC — ортогональная проекция наклонной АВ
на плоскость ACD. Угол DAB равен 45°. Найдите угол

между лучами AD и АС, если угол между наклонной АВ
и плоскостью DAС равен 30°.

2. Сторона АВ параллелограмма ABCD лежит в плоскости

АВM, а сторона ВС образует с этой плоскостью угол ϕ.
Какой угол образует с этой плоскостью диагональ BD,

если:  а) АBСD — квадрат;  б) АBCD — ромб, в котором

∠ B = 120°?

3. Прямые а и b параллельны. Прямая а параллельна плос-

кости α, прямая b параллельна плоскости β. Как могут

быть расположены плоскости α и β?

4. Прямая АВ пересекает параллельные плоскости α, β, γ

соответственно в точках А, В, С, причём AB = 14, ВС = 4.
Прямая МK пересекает эти же плоскости α, β, γ соответ-

ственно в точках М, K, Р, причём МР = 10. Найдите все

значения, которые может принимать длина отрезка МK.
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К—5. Угол между двумя плоскостями

Задачи для подготовки

1. ABCD — ромб с углом 60°. Прямая MА перпендикулярна
плоскости ромба, причём AB = AM = a. Найдите углы
между плоскостями: а) АМВ и АBС; б) АМВ и AMD;
в) MDC и АВС; г) MAD и МВС; д) MDС и BCМ.

2. Плоскости АBС и ABD образуют угол 45°. Известно, что

AD = 3, АВ = 5, ВС = , причём DA � AB, CB � AB. Най-

дите: a) CD; б) угол между прямой CD и плоскостью АBC.
3. В кубе ABCDA1B1C1D1 проведено сечение LPQ, где точка

L — середина ребра ВС, точка Р лежит на ребре CD так,
что CP : PD = 1 : 5, точка Q — на ребре СC1 такая, что

СQ : QC1 = 1 : 2. Найдите угол между плоскостями LPQ и

A1B1C1.

Вариант 1

1. ABCD — ромб, в котором АВ = а, ∠ А = 60°. Прямая MА
перпендикулярна плоскости ромба и АМ = 2а. Найдите
углы между плоскостями: a) AMB и ABC; б) AMВ и
AMD; в) MDC и ABC; г) MAD и МВС; д) MDC и ВСМ.

2. Угол между плоскостями АВС и ABD равен 60°, при этом
DA � AB, CB � AB и AD = 2, АВ = 4, СВ = 3. Найдите:
a) CD; б) угол между прямой CD и плоскостью АВС.

3. В кубе ABCDA1B1C1D1 проведено сечение MNK, где точ-

ка М — середина ребра AD, точка N лежит на ребре АВ
так, что AN : NB = 1 : 13, точка K — на ребре AA1 такая,

что АK : KA1 = 1 : 4. Найдите угол между плоскостями

MNK и A1B1C1.

Вариант 2

1. ABCD — ромб, в котором АВ = 2а, ∠ А = 60°. Прямая МА
перпендикулярна плоскости ромба и АМ = а. Найдите
углы между плоскостями: а) АМВ и АВС; б) АМВ и
АМD; в) МDС и АВС; г) МAD и МВС; д) МDС и MВС.

2. Плоскости АВС и ABD образуют угол 60°, при этом
DA � AB, СВ � АВ и AD = 4, AB = 3, СВ = 2. Найдите:
a) CD; б) угол между прямой CD и плоскостью ABC.

3. В кубе ABCDA1B1C1D1 проведено сечение FGT, где точкa

F — середина ребра B1C1, точка G лежит на ребре C1D1

так, что C1G : GD1 = 1 : 10, точка Т — на ребре CC1 такая,

что С1Т : TC = 1 : 9. Найдите угол между плоскостями

FGT и АBС.

2
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Тестовая работа

Выберите верный ответ.

1. Медиана треугольника делит этот треугольник на два
равнобедренных треугольника. Сколько плоскостей мож-
но провести через эту медиану, ортоцентр и центр тяжес-
ти этого треугольника?

А) ни одной Б) одну В) бесконечно много 

Г) это зависит   от дополнительных условий

2. Два равнобедренных треугольника АВK и АВМ имеют
общее основание АВ = 24, при этом АK = ВK = 13,
АМ = ВМ = 20. Найдите сумму всех различных целых
значений, которые может принимать длина отрезка МK.

А) 21 Б) 32 В) 176 Г) таких значений бесконечно много

3. Дан тетраэдр DAВС, в котором ВС = 10, AD = 11. Точка Р
лежит на ребре ВС так, что РС = 3. Через точки С, Р и В
проведены параллельные плоскости α, β и γ, пересе-
кающие прямую AD соответственно в точках А, L и K,
причём AL = 6. Найдите DK, если точка L лежит на
ребре AD.

А) 9 Б) 7 В) 11 Г) 0

4. Расстояние между параллельными плоскостями α и β

равно 7, а расстояние между прямой а, принадлежащей
α, и прямой b, принадлежащей β, равно 8. Каким может
быть расположение прямых а и b?

А) параллельны или скрещиваются Б) параллельны
В) скрещиваются Г) данная ситуация невозможна

5. В тетраэдре DABC АС = ВС = АВ = 3, AD = 7, BD = 5.
Сколько плоскостей, перпендикулярных прямой DC,
можно провести через прямую АВ?

А) одну Б) ни одной В) бесконечно много

Г) это зависит от длины ребра DC
6. Вершины треугольника АBС удалены от плоскости α на

расстояния 1, 5 и 8. Сколько различных значений может
принимать расстояние от точки М пересечения медиан
этого треугольника до плоскости α?

А) бесконечно много Б) одно 

В) четыре Г) три

7. В кубе ABCDA1B1C1D1 с длиной ребра 6 точка K лежит

на ребре В1C1 так, что В1K = 2; точка М лежит на ребре

АВ, при этом АМ = 4. Найдите угол между прямыми AC1

и KМ.

А) 0 Б)  В) arctg  Г) верного ответа нет
π

6
--- 2 2

5
-----------
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8. В тетраэдре DAВС длины всех рёбер равны. Расстояние
между прямыми DC и АВ равно 6, точка Р — середина
ребра AD, точка М — середина ребра ВС. Найдите рас-
стояние между прямыми РМ и АС.

А) 2  Б) 0 В) 3  Г) 3

9. Прямая МА составляет с плоскостью АBC угол 57° и пер-
пендикулярна прямой АВ; прямая KB составляет с плос-
костью АВС угол 47° и также перпендикулярна прямой
АВ. Какие значения может принимать угол между пря-
мыми МА и KB?
А) 10 или 104° Б) 10 или 76°

В) значения в диапазоне от 10 до 76° включительно 
Г) значения в диапазоне от 0 до 90° включительно

10. Высота правильной четырёхугольной пирамиды
MABCD равна 6 и образует с плоскостями граней углы
30°. Найдите расстояние от точки А до грани MBC.

А) 3  Б) 6 В) ≈ 5,3 

Г) в условии мало данных
11. Внутри двугранного угла величиной в 60° лежит точка,

удалённая от его граней соответственно на 5 и 2. Найдите
расстояние от этой точки до ребра двугранного угла.

А) 7 Б) 2  B) 10arctg

Г) верного ответа нет
12. Точка М лежит внутри куба ABCDA1B1C1D1 так, что

прямая АM составляет с плоскостями АA1B1 и АВС углы

соответственно в 30 и 45°. Какой угол составляет эта пря-
мая с плоскостью ADA1?

A) arcsin  Б) 45° B) arctg  Г) 30°

13. Два плоских угла трёхгранного угла равны  и .

Сколько целых значений может принимать третий пло-
ский угол?
А) ни одного Б) 120 В) 3 
Г) сколько угодно

14. Дан трёхгранный угол с вершиной M, все плоские углы
которого — прямые. Прямая МK лежит внутри этого
трёхгранного угла и составляет со всеми его гранями рав-
ные углы. Найдите величину этих углов.

A) arctg 2 Б) 60° B) arccos

Г) верного ответа нет

3 3

3

13
51

7
-----------

3

5
------- 1

3
---

2π

3
------- π

3
---

3

3
-------
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К—6. Расстояния в пространстве

Задачи для подготовки
(для контрольной работы используются аналоги

заданий 4, 5 и 6)

1. Плоскость, пересекая отрезок АВ, делит его в отношении
7 : 5, считая от точки В. Найдите расстояние от точки A
до плоскости, если расстояние от середины отрезка до
этой плоскости равно 2.

2. Плоскость, пересекая отрезок АВ, делит его в отношении
3 : 7, считая от точки А. Расстояние от середины этого от-
резка до плоскости равно 4. Найдите расстояние от точки
B до этой плоскости.

3. Плоскость, пересекая отрезок AB, делит его в отношении
2 : 5, считая от точки В. Найдите расстояние от середины
этого отрезка до плоскости, если расстояние от точки В
до этой плоскости равно 10.

4. Все вершины куба, кроме двух противоположных А и C1

(лежащих на одной диагонали), одинаково удалены от
некоторой плоскости. Найдите расстояния от каждой из
этих вершин (не считая А и С1) до этой плоскости, если

ребро куба равно 6. (Рассмотрите два случая.)
5. В равнобедренном треугольнике АВС АВ = ВС = a,

∠ B = α. Расстояние от точки М до плоскости треугольни-
ка также равно а. Проекцией точки М на плоскость тре-
угольника является точка М1 пересечения медиан тре-

угольника АВС. Найдите расстояния от точки М до
вершин треугольника и до прямых, содержащих его сто-
роны.

6. Точка М лежит внутри двугранного угла величиной 60°

и удалена от его граней на расстояния 3 и 5. Найдите рас-
стояние от точки М до ребра двугранного угла.

Вариант 1

1. Длины всех рёбер тетраэдра равны 6. Все вершины тетра-
эдра одинаково удалены от некоторой плоскости. Найди-
те расстояние от вершины тетраэдра до этой плоскости.
(Рассмотрите два случая.)

2. ABCD — ромб с острым углом ∠ A = α, АВ = а. Расстояние
от точки М до плоскости ромба равно а. Ортогональной
проекцией точки М на плоскость ромба является точка
М1, лежащая на отрезке АС так, что М1A = 3М1C. Найди-

те расстояния от точки М до вершин ромба и до прямых,
содержащих его стороны.
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3. Точка М лежит внутри двугранного угла величиной 45°

и удалена от его граней на расстояния 4 и 3 . Найдите

расстояние от М до ребра двугранного угла.

Вариант 2

1. Длины всех рёбер тетраэдра равны между собой. Все вер-
шины тетраэдра одинаково удалены от некоторой плос-
кости на расстояние, равное 6. Найдите длину ребра тет-
раэдра (два случая).

2. ABCD — ромб с тупым углом ∠ A = α и АВ = a. Расстоя-
ние от точки М до плоскости ромба также равно а,
при этом точка М1 — проекция точки М на плоскость

ромба — расположена на луче АС так, что M1A = АС.

Найдите расстояние от М до вершин ромба и прямых, со-
держащих его стороны.

3. Точка М лежит внутри двугранного угла величиной 120°

и удалена от его граней на расстояния соответственно 4
и 6. Найдите расстояние от М до ребра двугранного угла.

К—7. Векторы в пространстве

Задачи для подготовки

1. Пусть ∠ ( , ) = ∠ ( , ) = 60°, � , | | = 2, | | = 3, | | = 4.
Найдите:

a) • , • ; • ; б) (2  – 3 )•(  + ); в) |3  –  + |;

г) угол между векторами 3  –  +  и (– );

д) все такие числа х, при которых векторы 3  – х•  + 

и  +  – х•  ортогональны;

e) такое значение у, при котором вектор 

(у + 1)  – 2  + у•  имеет наименьшую длину;

ж) длину проекции вектора  на плоскость, которой па-

раллельны векторы  и .
2. МО — высота правильной четырёхугольной пирамиды

MABCD, плоский угол при вершине М которой равен α,

а боковое ребро равно m. Пусть  = ,  = ,  = .

а) Разложите векторы  и  по векторам , , .

б) Найдите угол между векторами  и .

2

3

2
---

a b a c b c a b c

a b a c b c a b b c a b c

a b c b

a b c

a b c

a b c
a

b c

MA a MB b MC c

MO MD a b c

AD MC
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в) Найдите угол между векторами  и  (где K —
точка пересечения медиан треугольника MDC).

3. Пространственный базис состоит из трёх единичных век-

торов , , , угол между любыми двумя из кото-
рых равен 60°. Разложите в данном базисе единичный

вектор , образующий с этими векторами равные углы.
(Рассмотрите все возможные случаи.)

Вариант 1

1. Пусть | | = | | = 2, | | = 3; � ,  � , ∠ ( , ) = 60°. Най-

дите: а) • ; • ; • ; б) |  – 3  + |; в) угол между векто-

рами  =  – 3  +  и  =  – ; г) все такие числа α, при

которых векторы  = 3  + α  –  и  =  – 3  +  ортого-
нальны; д) такие значения t, при которых длина вектора

 = 3  + 2t  – (t + 1)  наименьшая.

2. Дана правильная треугольная призма АВСА1B1C1, у ко-

торой длины всех рёбер равны 1. Медианы треугольника
АВС пересекаются в точке М. Найдите:

а) • ; б) ∠ ( , ); в) • .
3. В четырёхугольной пирамиде MABCD грань ABCD — па-

раллелограмм и  = ,  = ,  = . 

а) Разложите вектор  по векторам , , .
б) Точка K — середина отрезка AM; Р — такая точка от-
резка МС, что 3МР = РС; L — такая точка отрезка MB,
что ML = 3LB. В каком отношении плоскость KLP делит
отрезок MD, считая от точки М?

Вариант 2

1. Пусть | | = | | = 2, | | = 3; � , � , ∠ ( , ) = 120°. Найди-

те: a) • ; • ; • ; б) |  + 3  – |; в) угол между вектора-

ми  =  + 3  –  и  = 2  + ; г) все такие числа α, при ко-

торых векторы  = 2  – α  +  и  =  + 3  –  ортого-
нальны; д) такие значения t, при которых длина вектора

 = 2  – 3(t + 1)  + 2t  наименьшая.

2. В правильной четырёхугольной пирамиде MABCD с ос-
нованием ABCD длины всех рёбер равны 1. Точка K — се-
редина отрезка МС, Р — точка пересечения медиан тре-

MC AK

OA OB OC

OD

a b c a b a c b c

a b a c b c a b c

x a b c y b c

m a b c x a b c

p a b c

AB CB1 A1B CB1 A1M C1B

MA a MB b MC c

MD a b c

a b c a b a c b c
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x a b c y b c

m a b c x a b c
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угольника АМВ. Найдите: а) • ; б) ∠ ( , );

в) • .
3. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 точки D и М — сере-

дины рёбер соответственно D1K и B1C1. Пусть  = ,

 = ,  = . Разложите векторы  и  по век-

торам , , .

К—8. Координаты в пространстве

Задачи для подготовки

1. В пространстве заданы две точки A(0; 1; –1) и B(0; –1; 0).
Найдите геометрическое место всех точек М пространст-

ва, для которых выполняется условие AM = ВМ.

2. Основание АВС правильной треугольной призмы
ABCA1B1C1, все рёбра которой равны между собой, лежит

в плоскости Оху, причём A(0; 1; 0), B(0; –1; 0). Найдите
координаты остальных вершин. (Рассмотрите все воз-
можные случаи.)

3. В пространстве заданы четыре точки: А(3; 2; 1), В(1; 1; 0),
C(0; 0; 4), D(–1; 0; 1).  а) Напишите параметрические урав-
нения прямой ВС. б) Напишите уравнение плоскости АВС.

в) Напишите уравнение сферы, диаметром которой явля-
ется отрезок AD. г) Определите взаимное расположение
прямой ВС и этой сферы. д) Напишите уравнение плос-
кости, касающейся этой сферы в точке D. е) Найдите рас-
стояние между прямыми ВС и AD.

Вариант 1

1. В пространстве заданы две точки A(0; 2; 0) и B(0; –6; 0).
Найдите геометрическое место всех точек М пространст-
ва, для которых выполняется условие: АМ = 3МВ.

2. В правильной четырёхугольной пирамиде PABCD, все
рёбра которой равны между собой, известны координаты
вершин А и С: A(–2; 0; 0); С(2; 0; 0). Найдите координаты
остальных вершин пирамиды, если вершина Р принадле-
жит оси Oz.

3. В пространстве заданы четыре точки: А(1; 1; 1), В(1; 2; –2),
С(9; 0 ;0), D(2; 3; 4). а) Напишите параметрические урав-
нения прямой ВС.  б) Напишите уравнение плоскости АВС.

AM CA DK AB

MC DP

AC a

AD1 b AB1 c AC1 KM

a b c

5

3
---
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в) Напишите уравнение сферы, диаметром которой явля-
ется отрезок AD. г) Определите взаимное расположение
прямой ВС и этой сферы. д) Напишите уравнение плос-
кости, касающейся этой сферы в точке А.  е) Найдите рас-
стояние между прямыми ВС и AD.

Вариант 2

1. В пространстве заданы две точки A(–6; 0; 0), B(3; 0; 0).
Найдите геометрическое место всех точек М пространст-
ва, для которых выполняется условие: АМ = 2МВ.

2. Основание АВС правильного тетраэдра ABCD лежит
в плоскости Оху, причём известны координаты вершин А
и В: A(1; 0; 0); В(–1; 0; 0). Найдите координаты осталь-
ных вершин тетраэдра.

3. В пространстве заданы четыре точки: A(2; 0; 0),
В(2; 1; –3), С(10; –1; –1), D(3; 2; 3). а) Напишите парамет-
рические уравнения прямой ВС. б) Напишите уравнение
плоскости АВС. в) Напишите уравнение сферы, диамет-
ром которой является отрезок AD. г) Определите взаим-
ное расположение прямой ВС и этой сферы. д) Напишите
уравнение плоскости, касающейся этой сферы в точ-
ке D. е) Найдите расстояние между прямыми ВС и AD.

К—9. Итоговое повторение

Задачи для подготовки

1. В правильной четырёхугольной пирамиде MABCD тан-
генс угла наклона апофемы к плоскости основания равен

. Точка K лежит на стороне основания АВ и делит её

в отношении 1 : 5, считая от точки А. Найдите угол меж-
ду прямой KМ и плоскостью DMC.

2. ABCDA1B1C1D1 — правильная четырёхугольная призма,

ребро основания которой равно 15, а высота —15 . Точ-

ка K лежит на ребре основания A1D1 и делит его в отно-

шении 1 : 4, считая от A1, а точка Р лежит на ребре осно-

вания D1C1 и делит его в отношении 1 : 2, считая от D1.
а) Постройте сечение призмы плоскостью ВKР. б) Найди-
те величину двугранного угла В(KР)В1. в) Найдите пло-

щадь сечения.

3. ABCD — квадрат со стороной 12. Точка K лежит на сто-

роне CD так, что СK = 3. Прямая KМ перпендикулярна

плоскости квадрата, при этом длина отрезка KМ равна

2

3
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4 . Найдите: а) угол между прямой BD и плоскостью

MCD; б) расстояние между прямыми МK и АС; в) угол

между прямыми МD и АС.

Вариант 1

1. В правильной четырёхугольной пирамиде MABCD пло-

ские углы при вершине М равны 60°. Точка K лежит на

стороне AD основания и делит её в отношении 1 : 3, счи-

тая от точки А. Найдите угол между прямой KМ и плос-

костью DMC.

2. В кубе ABCDA1B1C1D1 с ребром b точка K лежит на ребре

AD и делит его в отношении 1 : 2, считая от точки А; точ-

ка Р — середина ребра DC.

а) Постройте сечение куба плоскостью B1KР. б) Найдите

величину двугранного угла B1(KР)В. в) Найдите площадь

сечения.

3. В ромбе ABCD сторона равна 6, a ∠ A = 60°. Точка K ле-

жит на стороне CD так, что СK = 2. Из точки K к плоскос-

ти ромба проведён перпендикуляр KM, длина которого

равна 6. Найдите: а) угол между прямой AD и плоско-

стью MCD; б) расстояние между прямыми МK и BD;

в) угол между прямыми МС и BD.

Вариант 2

1. В правильной четырёхугольной пирамиде MABCD угол

наклона бокового ребра к плоскости основания равен 45°.

Точка K лежит на стороне основания CD и делит её в от-

ношении 5 : 3, считая от точки С. Найдите угол между

прямой KМ и плоскостью DMA.

2. ABCDA1B1C1D1 — правильная четырёхугольная призма

с ребром основания 8 см и высотой 8,8 см. Точка K лежит

на ребре основания АD и делит его в отношении 5 : 3, счи-

тая от D; точка Р — середина ребра АВ.

а) Постройте сечение куба плоскостью C1KP. б) Найдите

величину двугранного угла C1(KP)C. в) Найдите площадь

сечения.

3. В ромбе ABCD сторона равна 8, a ∠ A = 120°. Точка K ле-

жит на стороне CD так, что СK = 2. К плоскости ромба

проведён перпендикуляр KМ, длина которого равна 4.

Найдите: а) угол между прямой AD и плоскостью MCD;

б) расстояние между прямыми МK и BD; в) угол между

прямыми МС и BD.

3
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Зачёты

Зачёт № 1. Введение в стереометрию.
Аксиомы стереометрии. Взаимное
расположение прямых в пространстве

(повторение темы «Треугольники»)
Билет № 1

1. Теорема о плоскости, проходящей через прямую и не ле-
жащую на ней точку.

2. Теорема Пифагора. Обратная ей теорема.

3. По данным рисунка определите взаимное расположение
и величину угла между данными в кубе прямыми.

4. В треугольник ABС со сторонами АВ = 10, АС = 11 и ВС = 7
вписана окружность, касающаяся стороны АC в точке K.
В каком из треугольников, ВСK или ВАK, лежит центр
этой окружности?

Билет № 2
1. Теорема о плоскости, проходящей через две пересекаю-

щиеся прямые.

2. Теоремы об окружности, вписанной в треугольник. Фор-
мулы для вычисления радиуса этой окружности. Частные
случаи. Вневписанные окружности.

3. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через
три данные на рисунке точки. Определите вид сечения.

4. Длины двух высот треугольника равны 5 и 17. В каких
пределах может изменяться третья высота треугольника?

Билет № 3
1. Теорема о плоскости, проходящей через две параллель-

ные прямые.

2. Пропорциональные отрезки в прямоугольном треуголь-
нике.

3. Определите взаимное расположение и величину угла меж-
ду данными прямыми в правильной треугольной призме,
все рёбра которой равны между собой.

4. Длины двух медиан треугольника равны 5 и 17. В каких
пределах может изменяться третья медиана треугольника?
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Билет № 4

1. Взаимное расположение прямой и плоскости. Выполнение
простейших стереометрических чертежей (на примерах).

2. Теоремы об окружности, описанной около треугольника.
Формулы для вычисления радиуса этой окружности. Ча-
стные случаи. Теорема синусов.

3. Постройте сечение правильного тетраэдра плоскостью,
проходящей через три данные на рисунке точки. Опреде-
лите вид сечения.

4. В треугольнике ABC AB = 12, ВC = 7, АС = 5. На стороне
AB выбрана внутренняя точка K так, что прямая СK отсе-
кает от треугольника ABC треугольник, ему подобный.
Найдите все возможные значения длины отрезка СK.

Билет № 5

1. Изображение и простейшие свойства стереометрических
фигур: куба, параллелепипеда, призмы, пирамиды, сфе-
ры и шара. Построение сечений куба и тетраэдра.

2. Теорема косинусов.

3. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через
три данные на рисунке точки. Определите вид сечения.

4. Дан равносторонний треугольник ABC со стороной 8 .
Расстояние от точки K до прямых AB и AC равны соответ-
ственно 3 и 4. Какие значения может принимать расстоя-
ние от точки K до прямой ВС?

Билет № 6

1. Пересекающиеся и параллельные прямые в пространстве.
Скрещивающиеся прямые. Признаки скрещивающихся
прямых.

2. Признаки подобия треугольников.

3. Постройте сечение правильной треугольной пирамиды,
все рёбра которой равны между собой, плоскостью, прохо-
дящей через три данные на рисунке точки. Определите
вид сечения.

4. В треугольник ABС со сторонами АВ = 7, ВС = 8, АС = 9
вписана окружность, касающаяся сторон AB и BС соот-
ветственно в точках C1 и A1. В каком отношении делит
площадь треугольника прямая A1C1? (Дайте тот ответ,
в котором значение отношения больше 1.)

Билет № 7

1. Теорема о двух параллельных прямых, одна из которых

пересекает плоскость.

3
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2. Формулы для вычисления площади треугольника. Вывод

формулы Герона.

3. Постройте сечение правильной треугольной призмы плос-

костью, проходящей через три данные на рисунке точки.

Определите вид сечения.

4. В треугольнике АBC АВ = 3, АС = 4. Найдите длину

третьей стороны, если угол С в два раза меньше угла В.

Билет № 8

1. Теорема o транзитивности параллельности прямых в про-

странстве.

2. Свойства медиан треугольника. Центроид (центр тяжес-

ти) треугольника.

3. По данным рисунка определите взаимное расположение

и величину угла между данными в кубе прямыми.

4. Постройте треугольник по двум углам и радиусу описан-

ной окружности.

Билет № 9

1. Направление в пространстве. Теорема о равенстве двух

углов с сонаправленными сторонами. Определение угла

между скрещивающимися прямыми.

2. Свойства биссектрис треугольника. Центр вписанной в тре-

угольник окружности.

3. По данным рисунка определите взаимное расположение

и величину угла между данными в правильном тетраэдре

прямыми.

4. Постройте треугольник по данным стороне, высоте, опу-

щенной на эту сторону, и медиане, проведённой к другой

стороне.

Билет № 10

1. Простейшие задачи на построение в пространстве: прове-

дение через точку прямой, параллельной данной; прямой,

скрещивающейся с данной.

2. Свойство серединных перпендикуляров сторон треуголь-

ника. Центр описанной окружности и ортоцентр тре-

угольника. Прямая Эйлера.

3. По данным рисунка определите взаимное расположение

и величину угла между данными в кубе прямыми.

4. На плоскости даны три произвольные точки A1, B1 и C1,
являющиеся основаниями высот некоторого треугольни-

ка. Постройте этот треугольник.
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Рисунки к зачёту № 1

Б—1. Дан куб. Определите взаимное расположение и ве-

личину угла между прямыми С1D и B1K, где K — середина

ребра AD. 

Б—2. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей

через три точки М, N и K, где М — такая точка на луче A1B1,
что B1 — середина отрезка А1M, N — середина отрезка DD1,
K — середина отрезка АВ. Определите вид сечения. 

Б—3. Дана правильная треугольная призма, все рёбра ко-

торой равны между собой. Определите взаимное расположе-
ние и величину угла между прямыми А1C и BC1.

Б—4. Постройте сечение правильного тетраэдра плоско-

стью, проходящей через три данные на рисунке точки М, N
и Р. Определите вид сечения. 

Б—5. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей че-

рез три точки K, М и Р. Определите вид сечения.
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Б—6. Постройте сечение правильного тетраэдра плоско-

стью, проходящей через три данные на рисунке точки F, K
и Р. Определите вид сечения. 

Б—7. Постройте сечение правильной треугольной призмы

плоскостью, проходящей через три данные на рисунке точки

М, N и Р. Определите вид сечения.

Б—8. По данным рисунка определите взаимное располо-

жение и величину угла между данными в кубе прямыми B1D
и KF, где K и F — середины рёбер DD1 и C1D1 соответ-

ственно. 

Б—9. По данным рисунка определите взаимное располо-

жение и величину угла между данными в правильном тетра-

эдре прямыми АK и CF, где K и F — середины рёбер CD и ВD
соответственно.

Б—10. По данным рисунка определите взаимное располо-

жение и величину угла между данными в кубе прямыми

A1C1 и KМ, где K и М — середины рёбер АA1 и А1В1 соответ-

ственно.
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Зачёт № 2. Взаимное расположение 
прямой и плоскости, перпендикулярность
прямой и плоскости.
Угол между прямой и плоскостью

(повторение темы «Окружность»)

Билет № 1
1. Параллельность прямой и плоскости. Признак парал-

лельности прямой и плоскости.

2. Теоремы о касательной к окружности. Построение пря-
мой, проходящей через данную точку и касающейся дан-
ной окружности (три случая).

3. В кубе ABCDA1B1C1D1 точка M — середина ребра B1C1,
точка K — середина ребра CC1. а) Определите взаимное рас-
положение прямой AM и плоскости сечения BDK куба.
б) На плоскости A1B1C1 постройте такую точку P, чтобы
прямая PK была перпендикулярна плоскости сечения
BDK.

4. В окружности радиуса 10 проведена хорда длины 12, на
которой взята точка Р, делящая эту хорду в отношении
1 : 11. Найдите расстояние от точки Р до окружности.

Билет № 2
1. Теорема о линии пересечения двух плоскостей, одна из

которых проходит через прямую, параллельную другой
плоскости. Теорема о линии пересечения двух плоскос-
тей, каждая из которых проходит через одну из парал-
лельных прямых.

2. Теорема об отрезках касательных, проведённых к окруж-
ности из точки, лежащей вне круга данной окружности.
Построение окружности данного радиуса, вписанной в дан-
ный угол.

3. Прямые АВ, АС и AD образуют с плоскостью равносто-
роннего треугольника BCD углы, равные α. Найдите вели-
чину угла между прямой AD и плоскостью ABС.

4. Через точку М, находящуюся на расстоянии 18 от окруж-
ности с центром O и радиусом 7, проведена прямая, ка-
сающаяся этой окружности в точке K. Найдите расстоя-
ние от точки K до середины отрезка OM.

Билет № 3
1. О плоскости, проходящей через одну из скрещивающихся

прямых параллельно другой прямой.
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2. Теорема о метрическом соотношении касательной и отрез-
ков секущей, проведённых к окружности из одной точки.

3. В правильном тетраэдре ABCD точка М — середина ребра

AD, точка K делит ребро DB в отношении 1 : 3, считая от
D, и является серединой отрезка DP. а) Определите взаим-
ное расположение прямой МK и плоскости сечения АРС
тетраэдра. б) На плоскости сечения APС постройте такую
точку Т, чтобы прямая MТ была перпендикулярна этой
плоскости.

4. Через точку M проведены две равные хорды окружности
радиуса R. Угол между прямыми, содержащими эти хорды,
равен 60°. Найдите наименьшее значение длин этих хорд.

Билет № 4

1. Решение простейших задач на построение в пространстве
(проведение через данную точку прямой, параллельной
данной плоскости, и плоскости, параллельной данной
прямой).

2. Теорема об отрезках хорд окружности.

3. Прямая АK перпендикулярна плоскости квадрата ABCD,
при этом АK = АВ. Найдите угол между прямой BK и
плоскостью АKМ, если С — середина отрезка MD.

4. Через точку M проведены две равные хорды окружности
радиуса R. Угол между прямыми, содержащими эти
хорды, равен 60°. Найдите разность между наибольшим
и наименьшим значениями расстояния между точками

касания.

Билет № 5

1. Прямая, перпендикулярная плоскости. Признак перпен-
дикулярности прямой и плоскости.

2. Измерение углов, связанных с окружностью. (Централь-
ный угол; вписанный угол; угол между двумя пересе-
кающимися хордами; угол между хордой и касательной
к окружности в одном из концов этой хорды; угол между
двумя секущими, пересекающимися вне круга данной ок-
ружности.)

3. В правильной треугольной призме ABCA1B1C1, все рёбра

которой равны между собой, точки N и М являются сере-
динами рёбер соответственно АA1 и ВB1. а) Определите
взаимное расположение прямой NB1 и плоскости сечения
ACM призмы. б) На плоскости A1B1C1 постройте такую
точку Q, чтобы прямая MQ была перпендикулярна
плоскости ACM.



210

4. Из бумажного круга вырезали три равных круга. Какой

наименьший процент бумаги уйдёт в отходы?

Билет № 6
1. Перпендикуляр и наклонная. Теоремы о длинах перпен-

дикуляра, наклонных и проекций.

2. Длина окружности, длина дуги, радианное измерение
углов.

3. Гипотенуза AB равнобедренного прямоугольного треуголь-
ника ABC наклонена к плоскости АCМ под углом 30°.
Прямые MC, MА и MB образуют с плоскостью треуголь-
ника ABС равные углы. Найдите величину этих углов.

4. В угол величиной 60° вписаны три попарно касающиеся
друг друга окружности, сумма радиусов которых равна 8.
Найдите радиус наибольшей из них.

Билет № 7
1. Теоремы о трёх перпендикулярах (прямая и обратная).

2. Площади круга и его частей.

3. Дана ABCDA1B1C1D1 — правильная четырёхугольная

призма, у которой ABCD — основание и AA1 = 2AB.
Точка M — середина ребра DC, K — точка пересечения
диагоналей сечения призмы плоскостью MB1C1. а) Опре-

делите взаимное расположение прямой A1D и плоскости

MB1C1 сечения призмы. б) На плоскости ADA1 постройте

такую точку T, чтобы прямая KT была перпендикулярна
плоскости MB1C1.

4. Три круга радиусов 5, 2 и 3 попарно касаются друг друга
внешним образом. Найдите площадь треугольника с вер-
шинами в точках касания.

Билет № 8
1. Теорема о двух параллельных прямых, одна из которых

перпендикулярна плоскости. Теорема о двух прямых,
перпендикулярных плоскости.

2. Взаимное расположение двух окружностей. Формула для
вычисления общей хорды двух окружностей через их ра-
диусы R, r и расстояние между центрами d.

3. Квадрат ABCD перегнули по его диагонали АС так, что
прямая АB образовала с плоскостью треугольника ACD
угол в 30°. Чему в этом случае равен угол между прямыми
AB и CD, если двугранный угол B(AC)D — острый? 
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4. Две окружности радиусов 5 и 8 касаются друг друга в точ-

ке P, а общей их внешней касательной — соответственно в

точках А и В. Найдите величину угла АРВ.

Билет № 9

1. Построение плоскости, проходящей через данную точку

перпендикулярно данной прямой. Построение прямой,

проходящей через данную точку перпендикулярно дан-

ной плоскости.

2. Общие касательные прямые двух окружностей. Вычисле-

ние длин отрезков общих касательных прямых двух касаю-

щихся друг друга окружностей через их радиусы R и r.

3. Дана АВСDA1B1C1D1 — правильная четырёхугольная

призма, у которой ABCD — основание и AВ = •АA1.
Точка М — середина ребра DD1, точка K делит отрезок AC
в отношении 1 : 3, считая от А. а) Определите взаимное

расположение и угол между прямой A1K и плоскостью

сечения AMC1 призмы. б) На плоскости A1B1C1 постройте

такую точку E, чтобы прямая ME была перпендикулярна

плоскости AMC1.

4. В окружность радиуса R вписан одиннадцатиугольник,

одна сторона которого равна R, а девять из десяти осталь-

ных сторон равны между собой. Найдите наибольшее зна-

чение, которое может принимать отношение площади это-

го одиннадцатиугольника к площади круга.

Билет № 10

1. Определение угла между наклонной и плоскостью. О ве-

личине угла между наклонной и плоскостью. Угол между

прямой и плоскостью.

2. Метрические соотношения в правильных многоугольни-

ках, вписанных в окружность и описанных около неё.

3. Прямые МK1, МK2, МK3, ..., МK18 образуют равные

углы с плоскостью АВС, в которой лежат все точки Ki

(i = 1, ..., 18). Причём BK1 = BK11, a AK7 = AK15. Точки Т
и Q — середины отрезков соответственно K1K11 и K7K15.

Прямые ВТ и AQ пересекаются в точке L. Найдите угол

между прямой ML и плоскостью АВС.

4. На хордах АВ и CD окружности радиуса 7 выбраны такие

точки K и М, что АK•KВ = CM•MD = 40. Какое наиболь-

шее значение может принимать длина отрезка KМ?

2
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Зачёт № 3. Параллельное проектирование.
Параллельные плоскости.
Угол между двумя плоскостями.
Расстояния в пространстве

(повторение темы «Четырёхугольники»)

Билет № 1

1. Параллельное проектирование. Свойства параллельного

проектирования. Ортогональное проектирование, его

свойства.

2. Свойства параллелограмма.

3. Пусть точка K делит ребро АA1 куба ABCDA1B1C1D1 в от-

ношении 2 : 1, считая от А. Через точку K проведите сече-

ние куба, параллельное плоскости A1C1D, и постройте ор-

тогональную проекцию этого сечения на грань ABCD.
4. Биссектриса угла A параллелограмма АВСD разделила

сторону ВС в отношении 3 : 7, считая от В. Найдите пло-

щадь параллелограмма, если его периметр 1 м и один из

углов в два раза больше другого.

Билет № 2

1. Взаимное расположение двух плоскостей в пространстве.

Параллельность плоскостей. Признаки параллельности

двух плоскостей.

2. Признаки параллелограмма. Площадь параллелограмма.

3. Пусть ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром a, K и F — середи-

ны рёбер DD1 и C1D1 соответственно. Найдите расстояние

между прямыми B1D и KF.
4. Площадь равнобедренной трапеции равна 8, а угол между

прямыми, содержащими диагонали трапеции, равен 30°.

Чему равна высота трапеции?

Билет № 3

1. Теорема о линиях пересечения двух параллельных плос-

костей с третьей плоскостью. Теорема о прямой, пересе-

кающей одну из двух параллельных плоскостей.

2. Ромб. Свойства и признаки ромба. Формулы вычисления

площади ромба.

3. Пусть ABCA1B1C1 — правильная треугольная призма с

равными рёбрами (АВС — основание). Найдите угол меж-

ду плоскостью сечения А1BС и гранью BB1C1C.
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4. В четырёхугольнике ABCD величины углов А, В, С и D от-

носятся как 2 : 3 : 4 : 3, а вершина C yдалена от прямых

АВ и AD соответственно на 5 и 16. Найдите диагонали че-

тырёхугольника.

Билет № 4

1. Теорема о плоскости, пересекающей одну из двух парал-

лельных плоскостей.

2. Прямоугольник, его признаки и свойства. Формулы вы-

числения площади прямоугольника.

3. На разных гранях двугранного угла величины 60° взяты

точки А и В, при этом точки A1 и B1 — их соответствую-

щие проекции на ребро двугранного угла; A1B1 = 24,

АА1 = 5, BB1 = 8. Найдите расстояние между точками А и В.
4. Высоты параллелограмма относятся как 2 : 7. В каком от-

ношении делит площадь параллелограмма биссектриса

его острого угла?

Билет № 5

1. Теорема о проведении плоскости, параллельной данной

плоскости, через точку, не лежащую на ней. Единствен-

ность такой плоскости. Теорема о транзитивности парал-

лельности плоскостей в пространстве.

2. Квадрат, его свойства и признаки. Формулы вычисления

площади квадрата.

3. Пусть ABCD — тетраэдр, а точки M, N, K находятся на

его рёбрах AD, BD и АС соответственно. При этом

АМ : MD = 2 : 3; BN : MD = 1 : 2; AK : KС = 3 : 1, a рас-

стояние от вершины D до плоскости сечения MNK равно

18. Найдите расстояния от остальных вершин тетраэдра

до этого сечения.

4. Точки М, N, Р и Q являются серединами сторон соответ-

ственно АВ, ВС, CD и AD четырёхугольника ABCD, при-

чём MP = NQ = 5, а угол между прямыми МР и NQ равен

arcsin 0,2. Найдите площадь четырёхугольника MNPQ.

Билет № 6

1. Теорема о прямой, перпендикулярной к одной из двух па-

раллельных плоскостей.

2. Площадь параллелограмма. Формулы вычисления пло-

щади параллелограмма.

3. Для правильной четырёхугольной пирамиды, у которой

все рёбра равны, найдите: а) величину угла между несмеж-
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ными боковыми рёбрами; б) величину угла между плос-

костями, содержащими две соседние боковые грани.

4. Диагонали трапеции ABCD пересекаются в точке О. Пло-

щади треугольников ADO и ВСО равны соответственно 49

и 4. Найдите площадь трапеции.

Билет № 7

1. Двугранный угол. Линейный угол двугранного угла. Тео-

рема о линейном угле двугранного угла. Угол между дву-

мя плоскостями.

2. Трапеция. Теорема о средней линии трапеции. Теорема о

четырёх точках трапеции.

3. Пусть ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром а. Докажите, что

плоскости сечений AB1D1 и C1BD параллельны, и найдите

расстояние между ними.

4. Биссектрисы внутренних углов прямоугольника AВCD
образовали четырёхугольник площади 4. Найдите пло-

щадь прямоугольника, если его диагональ равна 10.

Билет № 8

1. Перпендикулярные плоскости. Признак перпендикуляр-

ности двух плоскостей. Теорема о прямой, перпендику-

лярной линии пересечения двух взаимно перпендикуляр-

ных плоскостей и лежащей в одной из них.

2. Прямая и обратная теоремы о четырёхугольнике, вписан-

ном в окружность.

3. Внутри двугранного угла величины 60° взята точка М,
удалённая от его граней на расстояния 5 и 16. Найдите

расстояние от точки M до ребра двугранного угла.

4. Найдите угол между диагоналями трапеции, если отре-

зок, соединяющий середины оснований трапеции, равен

её средней линии.

Билет № 9

1. Теорема о прямой, перпендикулярной одной из двух вза-

имно перпендикулярных плоскостей и имеющей со вто-

рой плоскостью общую точку. Теорема о линии пересече-

ния двух плоскостей, перпендикулярных третьей.

2. Прямая и обратная теоремы о четырёхугольнике, описан-

ном около окружности.

3. Построить на гранях куба множество точек, удалённых от

середины диагонали куба на расстояние, равное 67,5%

длины ребра куба.
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4. Точка O лежит внутри угла МТK. При помощи циркуля и

линейки проведите через точку О прямую, пересекающую

стороны угла ТM и ТK соответственно в точках А и В так,

что О — середина АВ.

Билет № 10
1. Расстояние от точки до плоскости. Расстояние между пря-

мой и плоскостью. Расстояние между двумя плоскостями.

Расстояние между скрещивающимися прямыми.

2. Метрические соотношения в трапеции. Площадь трапеции.

3. Найдите расстояние между прямой, содержащей боковое

ребро правильного тетраэдра, и скрещивающейся с ней

прямой, содержащей медиану некоторой грани тетраэдра.

(Длину ребра тетраэдра считать равной а.)

4. Стороны четырёхугольника МKТВ равны соответственно

МK = 7; KТ = 7; ТВ = 15. Какой наибольший радиус мо-

жет иметь вписанная в этот четырёхугольник окружность?

Зачёт № 4. Векторы в пространстве.
Координаты в пространстве

(повторение темы «Координаты на плоскости»)
Билет № 1

1. Вектор в пространстве. Коллинеарность двух векторов и

компланарность трёх векторов. Угол между векторами.

Линейные операции над векторами: сложение, вычита-

ние, умножение вектора на число. Разложение вектора по

двум неколлинеарным векторам. О трёх некомпланарных

векторах в пространстве. Разложение вектора по трём не-

компланарным векторам. Векторный базис в пространст-

ве. Координаты вектора в данном базисе пространства.

Условие коллинеарности двух векторов и компланарнос-

ти трёх векторов в координатах.

2. Окружность как геометрическое место точек. Уравнение

окружности в координатах.

3. Пусть М — точка, лежащая внутри куба ABCDA1B1C1D1,
а М1, М2, М3 — ортогональные проекции точки М на рёб-

ра DC, A1D1 и BB1 соответственно. Известно, что М1 —

середина DC, А1M2 : М2D1 = 1 : 8, ВМ3 : M3B1 = 1 : 2. Раз-

ложите вектор  по векторам , ,  и найдите

отношение длины вектора  к длине ребра куба.

AM AB AD AA1

AM
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4. Прямая на координатной плоскости задана уравнением

3х + 4у + 12 = 0. На параболе у = х2 найдите ближайшую

к этой прямой точку.

Билет № 2

1. Скалярное произведение векторов и его свойства. Форму-

лы, связанные со скалярным произведением. Условие ор-

тогональности двух векторов.

2. Уравнение прямой на плоскости. Виды уравнения прямой

на плоскости.

3. Пусть ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром 2, а О — точка пере-

сечения его диагоналей. Прямоугольная система коорди-

нат с центром О определена таким образом, что положи-

тельное направление оси Ох — это луч ОМ, где М — точка

отрезка B1D1 такая, что ОМ � ОВ1; положительное на-

правление оси Оу сонаправлено с лучом A1C1, a положи-

тельное направление оси Oz — это луч OB1. Найдите коор-

динаты всех вершин куба.

4. Напишите уравнение окружности, симметричной окруж-

ности х2 + y2 + 2х + 7у = 0 относительно прямой у – х = 0.

Билет № 3

1. Ортонормированный базис в пространстве. Прямоуголь-

ная декартова система координат в пространстве. Коорди-

наты вектора, действия над векторами в координатах.

Проекция вектора на ось в координатах. Условия колли-

неарности и ортогональности двух векторов в координа-

тах.

2. Формула pасстояния между точкой и прямой в координа-

тах на плоскости.

3. Пусть М — точка, лежащая внутри или на поверхности

правильного тетраэдра ABCD, а B1, C1, D1 — точки, полу-

ченные проектированием точки М на рёбра АВ, АС и AD
соответственно, — параллельно соответствующим гра-

ням, содержащим вершину А. Известно, что АB1 : В1В =

= 1 : 5, AC1 : C1C = 1 : 2, a D1 — середина AD. Разложите

вектор  по векторам , ,  и найдите отношение

длины вектора  к длине ребра тетраэдра.

4. Даны точки А(–2; –5); В(11; –13). При каких значениях

параметра а отрезок АВ не пересекает прямую 2х + 3у = а?

AM AB AC AD

AM
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Билет № 4

1. Координаты точки. Формулы нахождения: расстояния

между двумя точками в координатах; координат середины

отрезка и точки, делящей отрезок в данном отношении.

2. Угол между двумя прямыми, заданными своими уравне-

ниями на плоскости.

3. Пусть ABCD — правильный тетраэдр с ребром 5, а О —

середина ребра АВ. Прямоугольная система координат с

центром О определена таким образом, что положительное

направление оси Ox — это луч ОА, оси Оу — луч ОС, а по-

ложительное направление оси Oz сонаправлено с лучом

HD, где Н — основание высоты тетраэдра, опущенной из

D. Найдите координаты всех вершин тетраэдра.

4. Найдите геометрическое место точек плоскости, расстоя-

ние от которых до начала координат равно расстоянию от

прямой х = 4.

Билет № 5

1. Уравнение и неравенства, задающие множества точек в про-

странстве. Уравнение сферы и неравенство, задающее шар.

2. Парабола как геометрическое место точек. Уравнение па-

раболы в координатах.

3. ABCDS — правильная четырёхугольная пирамида с осно-

ванием ABCD, все рёбра которой равны между собой.

Пусть точка N делит диагональ BD основания в отноше-

нии 1 : 3, считая от В, а М — середина отрезка NS. Разло-

жите вектор  по векторам , ,  и найдите отно-

шение длины вектора  к длине ребра пирамиды.

4. Даны точки А(–2; 0) и В(1; 0). Найдите геометрическое

место всех точек С(x; у) плоскости, являющихся верши-

нами треугольника АВС с биссектрисой СО, где О — нача-

ло координат.

Билет № 6

1. Плоскость в пространстве в координатах. Уравнение плос-

кости, проходящей через точку перпендикулярно данно-

му вектору. Общее уравнение плоскости и его частные

случаи. Уравнение плоскости в отрезках; другие виды

уравнений плоскости.

2. Условие принадлежности трёх точек одной прямой в ко-

ординатах на плоскости.

AM AB AD AS
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3. Найдите геометрическое место всех точек пространства,

сумма квадратов расстояний от каждой из которых до

вершин правильной треугольной призмы равно 7, если

каждое ребро призмы имеет длину 1.

4. Найдите площадь треугольника с вершинами в точках

A(–7; 11), В(8; 3) и С(–1; –13).

Билет № 7

1. Формула нахождения угла между двумя плоскостями,

заданными своими уравнениями; условия параллельнос-

ти и перпендикулярности двух плоскостей.

2. Парабола как геометрическое место точек. Уравнение па-

раболы.

3. ABCA1B1C1 — правильная треугольная призма, все рёбра

которой равны между собой. Пусть точка N делит ребро

B1C1 в отношении 1 : 2, считая от В1, а М — середина от-

резка AN. Разложите вектор  по векторам , ,

 и найдите отношение длины вектора  к длине реб-

ра призмы.

4. При каких значениях параметра b прямая 5х + 12у = b
имеет хотя бы одну общую точку с окружностью x2 + у2 +

+ 6х – 8у = 0?

Билет № 8
1. Различные виды уравнений прямой в пространстве. Угол

между двумя прямыми, заданными своими уравнениями;

условия параллельности и перпендикулярности двух пря-

мых в пространстве в координатах.

2. Разложение вектора плоскости по двум неколлинеарным

векторам этой плоскости.

3. Тетраэдр ABCD задан координатами своих вершин:

А(1; 1; 1), В(3; 0; 1), С(0; 0; 7), D(0; –6; 8,5). Докажите,

что три вершины тетраэдра лежат в плоскости x + 2y +

+ 2z – 5 = 0, и найдите длину высоты тетраэдра, опущен-

ной на эту плоскость.

4. Найдите оси симметрии гиперболы ху + 2х – 3у = 111.

Билет № 9
1. Взаимное расположение прямой и плоскости в координа-

тах. Угол между прямой и плоскостью, условие парал-

лельности и перпендикулярности прямой и плоскости

в координатах.

AM AB AC
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2. Гипербола как геометрическое место точек плоскости.

Уравнение гиперболы.

3. Пусть ABCA1B1C1 — прямоугольный параллелепипед

такой, что АВ : AD : АA1= 3 : 4 : 6. Точка М лежит внут-

ри этого параллелепипеда, а М1, М2, M3 — ортогональ-

ные проекции точки М на рёбра АВ, AD и АA1 соответ-

ственно, причём АM1 : М1В = 2 : 1, АМ2 : M2D = 1 : 1,

AM3 : M3A1 = 1 : 5. Разложите вектор  по векторам

, ,  и найдите отношение длины вектора  к

длине ребра параллелепипеда.

4. Напишите уравнение прямой, симметричной прямой

3х + 4у = 0 относительно точки М(–3; 2), и найдите рас-

стояние между этими прямыми.

Билет № 10

1. Формула расстояния от точки до плоскости в коорди-

натах. Методы вычисления расстояния между двумя па-

раллельными плоскостями, между прямой и параллель-

ной ей плоскостью, между двумя скрещивающимися

прямыми, заданными своими уравнениями.

2. Эллипс как геометрическое место точек плоскости. Урав-

нение эллипса.

3. Найдите угол между плоскостями 2x + 2y – z + 7 = 0 и

3x – 4y – 12z = 0 и определите взаимное расположение

прямой пересечения этих плоскостей и плоскости Оху.

4. Начало координат О является центром окружности, опи-

санной около равнобедренного треугольника АВС. Найди-

те координаты вершин треугольника, если ∠ В = 150°,

точка А лежит на оси ординат, координаты точки С поло-

жительны, а длина отрезка ОС равна 2.

AM

AB AD AA1 AM
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Билеты по геометрии
для 10 класса

Билет № 1

1. Теорема о плоскости, проходящей через прямую и не ле-

жащую на ней точку.

2. Теорема о перпендикуляре к одной из двух взаимно пер-

пендикулярных плоскостей, имеющем с другой плоско-

стью общую точку.

3. Две стороны треугольника равны соответственно 5 и 8.

При каких значениях третьей стороны этот треугольник

может быть тупоугольным? Ответ: (3; ) ∪ ( ; 13).

4. Найдите расстояние от точки (1; 2; 3) до прямой пересече-

ния плоскостей х – у = 0 и y – z = 0. Ответ: .

Билет № 2

1. Теорема о плоскости, проходящей через две пересекаю-

щиеся прямые.

2. Теорема о линейных углах двугранного угла.

3. Боковые стороны трапеции равны соответственно 3 и 7,

а прямые, содержащие эти стороны, перпендикулярны.

Найдите площадь трапеции, если её основания относятся,

как 1 : 2. Ответ: 31,5.

4. Квадрат ACMD и правильный треугольник ABC располо-

жены так, что двугранный угол М(АС)В = 120°. Найдите

расстояния от точки В до плоскости квадрата и от точки M

до плоскости треугольника, если АС = 4. Ответ: 3 и 2 .

Билет № 3

1. Теорема о плоскости, проходящей через две параллель-

ные прямые.

2. Теорема об угле между наклонной и плоскостью.

3. Стороны треугольника равны соответственно 13, 14 и 15.

Найдите острый угол между прямыми, содержащими со-

ответственно меньшую и большую высоты этого треуголь-

ника. Ответ: arccos  .
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4. Найдите координаты всех точек М пространства, удалён-

ных от плоскости 3х + 2у – 8z = 7 на такое же расстояние,

что и начало координат О, при этом выполняется условие:

отрезок ОМ не имеет общих точек с данной плоскостью.

Ответ: координаты точек М удовлетворяют уравнению

3х + 2у – 8z = 0.

Билет № 4

1. Теорема о прямой, параллельной данной прямой и прохо-

дящей через данную точку пространства, не лежащую на

данной прямой.

2. Теорема об общем перпендикуляре двух скрещивающих-

ся прямых.

3. Найдите меньший угол прямоугольного треугольника,

если радиус вписанной в него окружности составляет

40% радиуса описанной около него окружности.

Oтвет: аrсtg 0,75.

4. Внутри двугранного угла взята точка, удалённая от гра-

ней этого угла на расстояния 12 и 15. Найдите расстояние

от этой точки до ребра двугранного угла, если его величи-

на равна 60°.  Ответ: 2 .

Билет № 5

1. Теорема о двух параллельных прямых, одна из которых

пересекает данную плоскость.

2. Теорема о двух параллельных плоскостях, одна из кото-

рых перпендикулярна данной прямой.

3. В квадрате АВСD на стороне ВС отмечена такая точка K,

что ВK = 4, KС = 2; точка М — середина DC. Найдите

радиус окружности, проходящей через точки А, K и М.

Ответ: .

4. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно 6. Точки K, Н
и Р лежат соответственно на рёбрах АD, ВD и CD так, что

АK = 3, ВН = 4 и СP = 2. Постройте на прямой АС такую

точку Т, что прямые РЕ и KT пересекаются. Вычислите

расстояние от точки Т до вершины D. Ответ: 6 .

Билет № 6

1. Признаки скрещивающихся прямых (2 теоремы).

2. Признак параллельности двух плоскостей.

183
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3. В треугольнике АBС проведены высоты AA1, СС1 и бис-

сектрисы АA2, CC2. При этом оказалось, что точка С1 —
середина АС2, а точка A1 — середина CA2. Найдите углы

треугольника АВС. Ответ: величины углов А, С и В соот-

ветственно равны ,  и .

4. Два равных равнобедренных прямоугольных треугольни-
ка ABC и ABP лежат в разных гранях двугранного угла
величины 60°. Найдите длину отрезка СP, если длина ка-

тета АВ равна 4 .  Ответ: 8 или 4 .

Билет № 7

1. Теорема о транзитивности параллельности прямых в про-
странстве.

2. Теоремы о трёх перпендикулярах (прямая и обратная)
или обобщённая теорема о трёх перпендикулярах.

3. Касающиеся друг друга внешним образом две окружности
радиусов 3 и 12 касаются прямой, по одну сторону от ко-
торой они располагаются. Найдите радиусы каждой из
окружностей, касающихся данных двух окружностей

и прямой.  Ответ:  и 12.

4. MABCD — правильная четырёхугольная пирамида, все
рёбра которой равны 10. Найдите расстояние между пря-

мой АС и медианой МK грани MDC. Ответ: .

Билет № 8

1. Теорема об углах между сонаправленными лучами.

2. Теорема о проведении прямой, перпендикулярной данной
плоскости.

3. Сколько процентов составляет сумма квадратов медиан
любого треугольника от суммы квадратов его сторон? От-
вет: 75%.

4. Лучи АВ, АС и AM образуют острые углы ВАС, ВАМ
и САМ, равные α. Луч АK образует с каждым из данных
лучей равные тупые углы. Найдите величину этих тупых

углов. Ответ: π – arccos .

Билет № 9

1. Признак параллельности прямой и плоскости.

2. Теорема о линии пересечения двух плоскостей, перпенди-

кулярных третьей плоскости.

2π

5
------- 2π

5
------- π

5
---

2 2

4

3
---

10

1 + 2cos α

3
------------------------------
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3. Окружности радиусов 14 и 77 касаются друг друга внеш-
ним образом. Определите сторону правильного треуголь-
ника, две вершины которого лежат по две на каждой из
данных окружностей.  Oтвет: 22.

4. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через се-
редины трёх попарно скрещивающихся рёбер куба, и най-
дите угол между плоскостью этого сечения и плоскостью

одной из граней куба. Ответ: arctg .

Билет № 10

1. Теорема о линии пересечения двух плоскостей, одна из
которых проходит через прямую, параллельную другой
плоскости.

2. Признак перпендикулярности двух плоскостей.
3. В трапецию вписана окружность радиуса 2. Точка каса-

ния окружности с нижним основанием трапеции делит
это основание на отрезки длины 3 и 4. Найдите стороны и

площадь трапеции.  Ответ: 7; 5; ; ; .

4. Точки А и В лежат на разных гранях двугранного угла,
величина которого равна 60°; A1 и В1 — проекции точек А
и В на ребро двугранного угла. Найдите длину отрезка

АВ, если АA1 = A1B1 = BB1 = 2. Ответ: 2 .

Билет № 11
1. Теорема о линии пересечения двух плоскостей, каждая

из которых проходит через одну из двух параллельных
прямых.

2. Уравнения плоскости.
3. Дана окружность радиуса R. Прямоугольный треуголь-

ник с острым углом α расположен так, что его гипотенуза
является хордой данной окружности, а вершина прямого
угла лежит на диаметре, параллельном этой хорде. Най-

дите площадь этого треугольника.  Ответ: .

4. Постройте сечение куба ABCDA1B1C1D1 плоскостью, про-

ходящей через точку пересечения диагоналей грани ABCD
параллельно прямым AB1 и BK (точка K — середина реб-

ра СC1). Сколько процентов составляет площадь сечения

от площади поверхности куба?  Ответ: 12,5%.

Билет № 12
1. Теорема о проведении плоскости, перпендикулярной дан-

ной прямой.

2

7

3
--- 13

9
------- 56

3
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1 + sin2 2α

--------------------------------
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2. Параметрические уравнения прямой.

3. На сторонах прямоугольного треугольника с катетами 6 и
8 построены квадраты, лежащие вне треугольника. Най-

дите площадь треугольника с вершинами в центрах этих
квадратов. Ответ: 49.

4. Точка K — середина стороны AD квадрата ABCD. Квад-

рат перегнули по прямой KС так, что образовался дву-
гранный угол величиной 60°. Найдите отношение длины

отрезка BD к длине диагонали квадрата. Ответ: .

Билет № 13 (Счастливый!)

Вытащивший его ученик отвечает любой по его выбору

билет из остальных 19.

Билет № 14

1. Теорема о линиях пересечения двух параллельных плос-
костей третьей плоскостью.

2. Теоремы о перпендикуляре и наклонной, об ортогональ-
ных проекциях равных наклонных, проведённых к плос-

кости из одной точки.

3. В угол вписаны две окружности радиусов 1 и r, касающие-
ся друг друга. Найдите все возможные значения r, если

величина данного угла α. Ответ: tg2  или tg2 .

4. Точка О не лежит в плоскости треугольника АВС и  =

= 3•  + 2•  + 7• . Точка Т лежит на прямой ОK,
и плоскость АВС проходит через середину отрезка ОТ.

Разложите вектор  по векторам ; ; . Ответ:

 = •  + •  + • .

Билет № 15

1. Теорема о прямой, пересекающей одну из параллельных

плоскостей.

2. Теорема о двух прямых, перпендикулярных данной плос-

кости.

3. Точки С и Т расположены так на дуге AВ окружности диа-
метра АВ = 6, что дуги АС и ВТ равны, при этом ∠ CAT =

= 20°. Найдите площадь фигуры, которая лежит во внут-
ренней области угла CAT и ограничена хордами AC, AT и

дугой СТ. Ответ: π.

0,4

π – α
4

-------------- π + α

4
--------------

OK

OA OB OC

OT OA OB OC

OT 1

2
--- OA 1

3
--- OB 7

6
--- OC
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4. В правильном тетраэдре с ребром 4 проведено сечение

плоскостью, равноудалённой от всех вершин данного тет-

раэдра. Найдите площадь этого сечения. Ответ:  или 4.

Билет № 16

1. Теорема об отрезках параллельных прямых, заключён-

ных между двумя параллельными плоскостями.

2. Признак перпендикулярности прямой и плоскости.

3. AT — биссектриса треугольника АВС. Докажите, что

AT2 = AB•AC – BT•CT.
4. Через вершину А в кубе проведено сечение АKТРМ так,

что АK = AM и KТ = РМ. Угол KАМ равен α. Найдите
остальные углы пятиугольника АKТРМ и допусти-

мые значения α. Ответ: два угла по 180° – α и два угла по
90° + 0,5α; 60° < α < 90°.

Билет № 17

1. Теорема о проведении плоскости параллельно данной
плоскости через точку пространства, не лежащую на дан-

ной плоскости.

2. Уравнение сферы.

3. Стороны АВ и AD параллелограмма ABCD равны соответ-

ственно 6 и 11, а диагональ BD равна 13. Окружности,
вписанные в треугольники ABD и BCD, касаются диаго-

нали BD в точках М и K. Найдите длину МK. Ответ: 5.

4. Отрезок АВ — общий перпендикуляр скрещивающихся

прямых AK и ВТ, при этом АВ = AK = ВТ = a. Найдите
угол и расстояние между прямыми ТK и АВ, если АK и ВТ

перпендикулярны. Ответ:  arctg  и .

Билет № 18

1. Теорема о транзитивности параллельности плоскостей.

2. Теорема о двух плоскостях, перпендикулярных одной

прямой.

3. Дан квадрат ABCD со стороной 5. Точки K и Т таковы, что

АK2 + ВK2 + СK2 + DK2 = 99, а АТ2 + ВT2 + СT2 + DT2 =

= 101. Имеет ли отрезок KТ общие точки с описанной око-

ло квадрата окружностью? Ответ: да.

4. Два равных прямоугольных треугольника с катетами 3, 4

и гипотенузой 5 имеют общую гипотенузу. Плоскости тре-

угольников взаимно перпендикулярны. Найдите все зна-

3

2
a

2
-------
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чения, которые может принимать расстояние между вер-

шинами прямых углов. Ответ: 2,4 ; 0,2 .

Билет № 19

1. Теорема о плоскости, пересекающей одну из двух парал-
лельных плоскостей.

2. Теорема о двух параллельных прямых, одна из которых
перпендикулярна данной плоскости.

3. Сумма квадратов медиан прямоугольного треугольника
равна 6. Найдите гипотенузу этого треугольника. Oтвет: 2.

4. Точки А(1; –1; 1), В(1; 3; 1) и C(4; 3; 1) являются вершина-
ми параллелограмма ABCD. Найдите координаты точки
D, углы параллелограмма и длину диагонали BD.  Ответ:
(4; –1; 1); все углы по 90°; BD = 5.

Билет № 20
1. Теорема о свойстве плоских углов трёхгранного угла.
2. Скалярное произведение векторов и его свойства. Доказа-

тельство двух свойств на выбор учащегося.
3. Окружность радиуса 2 касается дуги и диаметра полукруга

радиуса 4. Найдите радиус окружности, касающейся дуги
полукруга, диаметра полукруга и окружности радиуса 2.
Ответ: 1.

4. Точки М, K и Т отмечены на рёбрах АВ, AD и АА1 куба

ABCDA1B1C1D1 так, что АK : KВ = 1 : 2, М — середина

AD и АТ = 3FА1. Плоскость MKT пересекает диагональ

куба АС1 в точке Е. Найдите длину отрезка АЕ, если дли-

на диагонали куба 19 м. Ответ: 3 м.

2 337
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Устные вопросы к итоговому испытанию
по геометрии в 10 классе

1. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от двух данных точек.

2. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от вершин данного треугольника.

3. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от вершин данного прямоугольника.

4. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от двух данных параллельных плоскостей.

5. Найдите геометрическое место точек пространства,

равноудалённых от двух данных пересекающихся плос-

костей.

6. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от двух данных параллельных прямых.

7. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от двух данных пересекающихся прямых.

8. Найдите геометрическое место точек пространства, равно-

удалённых от трёх прямых, содержащих стороны данно-

го треугольника.

9. Найдите геометрическое место точек пространства,

удалённых от данной точки пространства на данное рас-

стояние.

10. Найдите геометрическое место точек пространства, из

каждой из которых данный отрезок виден под прямым

углом.

11. Найдите геометрическое место точек пространства, уда-

лённых от сферической поверхности радиуса R на рас-

стояние R.

12. Найдите геометрическое место точек пространства, уда-

лённых от сферической поверхности радиуса R на данное

расстояние а > 0 (рассмотрите всевозможные случаи со-

отношения R и а).
13. Через данную точку вне данной плоскости проведены

всевозможные прямые, параллельные этой плоскости.

Найдите поверхность, образованную этими прямыми.
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14. Через данную точку проведены всевозможные прямые,

перпендикулярные данной прямой. Найдите поверхность,

образованную этими прямыми.

15. Найдите геометрическое место точек пространства,

равноудалённых от трёх данных попарно пересекающих-
ся плоскостей, перпендикулярных некоторой данной

плоскости.

16. Как расположены прямые а и b, если они обе:

а) параллельны некоторой данной прямой;

б) параллельны некоторой данной плоскости;

в) перпендикулярны некоторой данной прямой;

г) перпендикулярны некоторой данной плоскости?

17. Как расположены плоскости α и β, если они обе:

а) параллельны некоторой данной прямой;

б) параллельны некоторой данной плоскости;

в) перпендикулярны некоторой данной прямой;

г) перпендикулярны некоторой данной плоскости?

18. Как расположены прямая а и плоскость α, если они обе:

а) параллельны некоторой данной прямой;

б) параллельны некоторой данной плоскости;

в) перпендикулярны некоторой данной прямой;

г) перпендикулярны некоторой данной плоскости?

19. Как расположены две сферы радиусов R1 и R2, если рас-
стояние между их центрами равно а > 0 и R1 > R2?

20. Как расположены плоскость α и сфера радиуса R, если

расстояние от центра сферы до плоскости равно а? (Рас-

смотрите всевозможные случаи соотношения R и а.)
21. Может ли в сечении куба плоскостью получиться: а) пра-

вильный треугольник; б) правильный четырёхуголь-

ник;  в) правильный пятиугольник; г) правильный шес-
тиугольник; д) неправильный семиугольник?

22. Вне плоскости α лежат две точки А и В. Найдите на плос-

кости α все точки, равноудалённые от точек А и В. (Рас-

смотрите случаи: отрезок АВ перпендикулярен плоскос-

ти α; отрезок АВ не перпендикулярен плоскости α.)

23. На поверхности куба найдите все такие точки, из каждой

из которых диагональ данной грани куба видна под пря-
мым углом.

24. Точка М лежит внутри куба с ребром длины а. Найдите

сумму расстояний от этой точки до всех граней куба.

25. Точка М лежит внутри правильного тетраэдра с ребром

длины а. Найдите сумму расстояний от этой точки до

всех граней тетраэдра.
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26. Шар радиуса R касается граней прямого двугранного

угла. Найдите расстояние от центра шара до ребра этого

двугранного угла.

27. Шар радиуса R касается граней двугранного угла. Най-

дите расстояние от центра шара до ребра этого двугран-

ного угла, если величина двугранного угла α.

28. Где располагаются центры всех сфер, проходящих через:

а) данную точку; б) две данные точки; в) три данные точ-

ки; г) четыре данные точки?

29. Могут ли куб и сфера иметь ровно: а) одну общую точку;

б) двe общие точки; в) три общие точки; г) четыре общие

точки; д) семь общих точек?

30. Куб пересечён плоскостью, которая пересекает все его

боковые рёбра в их внутренних точках и образует с плос-

костью основания угол 30°. Найдите ребро куба, если

площадь полученного сечения равна 6 .

31. Найдите угол между скрещивающимися диагоналями

двух граней куба: а) соседних; б) противоположных.

32. Высота четырёхугольной пирамиды равна 6. Найдите

расстояние от основания пирамиды до: а) середины боко-

вого ребра; б) точки пересечения медиан боковой грани.

33. Сколько существует плоскостей, равноудалённых от всех

вершин куба?

34. Сколько существует плоскостей, равноудалённых от

всех вершин тетраэдра?

35. Справедлива ли теорема: «Равные отрезки, заключённые

между параллельными плоскостями, лежат на парал-

лельных прямых»?

36. Справедлива ли теорема: «Равные отрезки, заключённые

между параллельными плоскостями, имеют равные ор-

тогональные проекции на эти плоскости»?

37. Справедлива ли теорема: «Если отрезки двух параллель-

ных прямых, заключённые между плоскостями, равны,

то плоскости параллельны»?

38. Справедлива ли теорема: «Если отрезки двух любых па-

раллельных прямых, заключённые между плоскостями,

равны, то плоскости параллельны»?

39. Справедлива ли теорема: «Если каждая из двух точек

прямой равноудалена от вершин треугольника, то пря-

мая перпендикулярна плоскости этого треугольника»?

40. Справедлива ли теорема: «Если каждая из двух точек

прямой равноудалена от прямых, содержащих стороны

3
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данного треугольника, то прямая перпендикулярна

плоскости этого треугольника»?

В заданиях 41—49 вместо отточий вставьте одно из трёх

сочетаний: «необходимо», «достаточно», «необходимо и
достаточно» или укажите на невозможность ни одного из

этих сочетаний.

41. Для того чтобы расстояние между двумя параллельными

плоскостями равнялось ρ, ..., чтобы расстояние между

двумя их скрещивающимися прямыми равнялось ρ.

42. Для того чтобы расстояние между двумя прямыми, ле-
жащими в параллельных плоскостях, равнялось рас-

стоянию между этими плоскостями, ..., чтобы эти пря-

мые были скрещивающимися.

43. Для того чтобы около четырёх точек можно было описать

сферу, ..., чтобы эти точки не лежали в одной плоскости.

44. Для того чтобы через прямую можно было провести плос-
кость, параллельную данной плоскости, ..., чтобы эта

прямая была параллельна данной плоскости.

45. Для того чтобы через прямую можно было провести

единственную плоскость, перпендикулярную данной

плоскости, ..., чтобы эта прямая была параллельна дан-

ной плоскости.

46. Для того чтобы через прямую можно было провести не
менее двух плоскостей, перпендикулярных данной плос-

кости, ..., чтобы эта прямая была перпендикулярна дан-

ной плоскости.

47. Для того чтобы через прямую можно было провести плос-

кость, параллельную данной прямой, ..., чтобы эта пря-

мая была параллельна данной прямой.
48. Для того чтобы в данной плоскости существовала пря-

мая, параллельная данной прямой, ..., чтобы данная

плоскость была параллельна данной прямой.

49. Для того чтобы в данной плоскости существовала пря-

мая, перпендикулярная данной прямой, ..., чтобы дан-

ная плоскость была перпендикулярна данной прямой.
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Ответы 

Контрольные работы

К—0

ЗДП. 1. 40°, 140°, 140°, 40°; BC = R. 2. 2 ; 6 , 20 (см); радиус

описанной окружности 10 см; радиус вписанной окружности (4  –

– 10) см. 3. 9 : 5. 4. АВ = ; BС = 12; AС = 9. 5. .

В—1. 1. 2R или R. 2. 3. 3. 5. 4. 1,5; . 5. 60°, 60°, 120°,

120°.

В—2. 1. 2r или r . 2. 10. 3. . 4. ;  – 2. 5. 30°. 

В—3. 1. 9. 2. 11 : 7. 3. R. 4. π(  – 1)d. 

В—4. 1. 6. 2. 7. 3. R. 4. r.

К—1

ЗДП. 2. 2) а) Y1Y2 = 6; б) 1 : 3.

В—1. 2. 2) а) 8 ; б) 1 : 1. 
В—2. 2. 2) а) 4; б) 1 : 1.

K—2

ЗДП. 1. а)

б) . 2. 2 .

№ Прямые Расположение 
прямых Величина угла между прямыми

1 LN и EG Скрещиваются 90°

2 F1T и FH Пересекаются arctg

3 F1N и KT Параллельны 0°

4 TN и EG Скрещиваются 60°

5 F1T и KN Пересекаются arccos

6 KH1 и LN Скрещиваются 30°

10 10

10

117
2R2(sin α  + 1)

sin α

------------------------------------------

6 + 2

2
----------------------- 10

9
------- 21

3
7 2

2
----------- 10

3
------- 4

3
--- 21

3 – 5

2
------------------ 2

15

3
----------- 4

9
---

17

1

2 2
-----------

1

5
-------

9a2

8
---------- 2
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В—1. 1. a)

б) . 2. 5.

В—2. 1. a)

б) . 2. 3,5 .

K—3

ЗДП. 1. б) x(  + ); в) . 2. б) 2α; в) x(a – x). 3. б) (a2 – x2) .

4. 5 или 21. 5. . 6. . 7. 101 . 8. 60°; 75°; 150°; 75°. 9. в) 1;

г) 1 : 1; д) . 10. Сумма углов равна 180°, если х ∈ (0; 4]; 360°, если

№ Прямые Расположение 
прямых

 Величина угла 
между прямыми

1 KF и MP Параллельны 0°

2 KF и BC Скрещиваются 60°

3 KP и MF Пересекаются 90°

4
BF и МР Скрещиваются arccos

5 KP и BC Пересекаются 90°

6 CM и KF Скрещиваются 30°

№ Прямые Расположение 
прямых

Величина угла 
между прямыми

1 KF и МР Параллельны 0°

2 KM и FP Параллельны 0°

3 KF и BD Скрещиваются 90°

4 DC1 и KF Скрещиваются 60°

5 FР и AD Пересекаются arctg

6 MP и B1C Скрещиваются 60°

3

6
-------

a2

4
------

2

a 5

2
----------- 3

5 2
x2 6

4
--------------

1

4
--- 7

27 3

4
--------------- 15 15

2
------------------- 1

4
---

3
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х ∈ (4; 7). 11. 180°, если x∈ (0; 2]; 720°, если x∈ (2; 4); 180°, если

x∈ [4; 6). 12. 180°, если x∈ (0; 4]; 360°, если x ∈ (4; 6).

В—1. 1. 2 или 22. 2. 60°; 120°; 60°; 120°. 3. г) ; д) 1; 2.

В—2. 1. 2 или 8. 2. 50°; 130°; 65°; 115°. 3. в) ; г) 1 : 1;  д) .

К—4

ЗДП. 1. arccos . 2. а) arcsin ; б) arcsin .

3. arccos . 4. 2arcsin . 5. 2arcsin cos ϕ•sin . 6. Прямые

а и b параллельны, а прямая с либо параллельна им, либо их пересе-

кает. 7. б) (2  + 1); в) ; г) 3 : 5. 8. б) (3 + ); в) a2 ;

г) 1 : 5. 9. б) 2,5a; в) ; г) 5 : 1. 10. 3 либо 6.

В—1. 1. arccos . 2. a) ϕ;  б) arcsin ( sin ϕ). 3. a || b. 4. 3; .

В—2. 1. arccos . 2. a) arccos ; б) ϕ. 3. α || β. 4. 7 ; 14.

K—5

ЗДП. 1. а) 90°; б) 60°; в) arctg ; г) arctg ; д) 2arcsin .

2. a) CD = ; б) arcsin . 3. arccos .

В—1. 1. a) 90°; б) 60°; в) arctg ; г) arctg ; д) 2arcsin .     

2. a) CD = ; б) arcsin . 3. arccos .

В—2. 1. a) 90°; б) 60°; в) 30°; г) π – 2arcsin ; д) 60°. 

2. a) CD = ; б) arcsin . 3. arccos .

3

2

3
--- 2

4
-------

2

4
------- 3sin ϕ

2
--------------------- 2sin ϕ

5
-----------------

sin
ϕ

2
---

sin
β

2
---

-------------
sin

β

2
---

cos ϕ

-------------- β

2
---

3a
4

------- 2
9a2 7

64
------------------ 2a

3
------- 2

1

3
--- 2

25a2 3

144
----------------------

3

3
------- 2

15

2
-------

2

3
--- 1 + cos2

ϕ

2
-----------------------------

7

9
---

2

3
------- 3

2
------- 2

7
-------

30
15

10
----------- 3

7
---

4

3
------- 3

4
------- 7

19
-------

23
3

23
-------

1

3
---

13

4
-----------

21
2

7
------- 2

3
---
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K—6

ЗДП. 1. 12. 2. 14. 3. 7,5. 4.  и 3. 5. MA = MC = ;

MB = ; ρ(M; AB) = ρ(M; BC) = ;

ρ(M; AC) = . 6. .

В—1. 1.  и . 2. MA = ; 

MC = ; MB = MD = ; 

ρ(M; BС) = ρ(M; СD) = ; ρ(M; AB) = ρ(M; AD) =

= . 3. 2 .

В—2. 1. 6  и 12 . 2. MA = a ; 

MC = a ; MB = MD = a ; 

ρ(M; BC) = ρ(M; CD) = ; 3. 4 .

Тестовая работа

К—7

ЗДП. 1. а) •  = 3; •  = 4; •  = 0; б) –13; в) ; г) 90°; д) х = ;

е) y = – ; ж) . 2. а)  =  + ;  =  +  – ; б)  + ;

в) arccos . 3.  =  +  +  или  =

= –  –  – .

В—1. 1. a) •  = 0; •  = 0; •  = 3; б) ; в) arccos ;

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

В В A Б Б В В Г Б Б Б Г В A Б A В Г

3
a
3
--- 10 + 8sin2 α

2
---

a
3
--- 9 + 4cos2 α

2
---

a
3
--- 9 + sin2

α

a
3
--- 9 + cos2 α

2
--- 14 3

3
---------------

6 4,5
a
2
--- 9 + 4cos2 α

2
---

a
2
--- 4 + cos2 α

2
--- a

2
--- 5 + 3sin2 α

2
---

a
4
--- 16 + sin2

α

a
4
--- 16 + 9sin2

α 29

6 2 1 + 9cos2 α

2
---

1 + cos2 α

2
--- 2 + 3cos2 α

2
---

a
2
--- 4 + sin2

α
7

3
---

a b a c b c 67
5

8
---

1

14
------- 2 MO 1

2
--- a 1

2
--- c MD a c b π

2
--- α

2
---

4 – 5cos α

17 – 16cos α

---------------------------------------- OD 6

6
------- OA 6

6
------- OB 6

6
------- OC OD

6

6
------- OA 6

6
------- OB

6

6
------- OC

a b a c b c 31 –
9

217
--------------
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г) α = ; д) t = – . 2. а) ; б) arccos ; в) 1. 3. a)  –  + ;

б) 3 : 11.

В—2. 1. a) •  = 0; •  = 0; •  = –3; б) ; в) arccos ;

г) α = – ; д) t = – . 2. a) –1; б) 30°; в) – . 3.  +  + ;

–  +  + .

K—8

ЗДП. 1. Сфера радиуса  с центром . 2. Boзможны

четыре случая: 1) C( ; 0; 0), A1(0; 1; 2), B1(0; –1; 2), C1( ; 0; 2);

2) C( ; 0; 0), A1(0; 1; –2),  B1(0; –1; –2), C1( ; 0; –2); 3) С(– ; 0; 0),

A1(0; 1; 2), B1(0; –1; 2), C1(– ; 0; 2); 4) С(– ; 0; 0), A1(0; 1; –2),

B1(0; –1; –2), С1(– ; 0; 2). 3. а)   б) 5х – 9y – z + 4 = 0;

в) (x – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 1)2 = 5; г) прямая пересекает сферу;

д) 2х + y + 2 = 0; е) .

В—1. 1. Сфера радиуса 3 с центром (0; –7; 0). 2. Bозможны четыре
случая: 1) В(0; 2; 0), D(0; –2; 0), P(0; 0; 2); 2) B(0; –2; 0), D(0; 2; 0),
P(0; 0; 2); 3) В(0; 2; 0), D(0; –2; 0), P(0; 0; –2); 4) B(0; –2; 0),

D(0; 2; 0), P(0; 0; –2). 3. a)  б) x + 6у + 2z – 9 = 0;

в) (х – 1,5)2 + (у – 2)2 + (z – 2,5)2 = 3,5; г) прямая не имеет общих то-

чек со сферой; д) х + 2у + 3z – 6 = 0; е) .

В—2. 1. Сфера радиуса 6 с центром (6; 0; 0). 2. Возможны четыре слу-

чая: 1) С(0; ; 0), D 0; ; ; 2) С(0; ; 0), D 0; ; – ;

3) C(0; – ; 0), D 0; – ; ; 4) C(0; – ; 0), D 0; – ; – .

3. a)   б) x + 6y + 2z – 2 = 0; в) (x – 2,5)2 + (y – 1)2 +

+ (z – 1,5)2 = 3,5; г) прямая не имеет общих точек со сферой;

д) х + 2у + 3z – 16 = 0; е) .

4

3
--- 3

13
-------

1

2
--- –

1

4
--- a b c

a b a c b c 67
12

13• 67
----------------------------

2

3
--- 1

2
--- 1

3
--- 1

2
--- a 1

2
--- b 1

2
--- c

3

4
--- a 1

4
--- b 7

4
--- c

15 5

16
--------------- 0; –2

1

8
---; 

9

16
-------

3 3

3 3 3

3 3

3

x = t,
y = t,          t∈R;
z = 4 – 4t,

1

9
---

x = 9 + 8t,
y = –2t,      t∈R;
z = 2t,

38

227
--------------

3
1

3
------- 2 6

3
----------- 3

1

3
------- 2 6

3
-----------

3
1

3
------- 2 6

3
----------- 3

1

3
------- 2 6

3
-----------

x = 2 + 8t,
y = 1 – 2t,     t∈R;
z = –3 + 2t,

38

227
--------------
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K—9

ЗДП. 1. arcsin . 2. б) 60°; в) 390. 3. a) 45°; б) ; в) arccos .

В—1. 1. arcsin . 2. б) 45°; в) . 3. a) 60°; б) 2 ;

в) arccos .

В—2. 1. arcsin . 2. б) 45°; в) 58 . 3. a) 60°; б) 3; в) arccos .

Зачёты

Зачёт № 1

Б—1. 4. В треугольнике АBK. Указание. Докажите, что основание
P биссектрисы АР лежит внутри отрезка АK.
Б—2. 4. Длина третьей высоты может принимать любое значение из

промежутка 3 ; 7 . Указание. Если h — третья высота, a S —

площадь треугольника, то на основании неравенств треугольника

 –  <  <  + .

Б—3. 4. Длина третьей медианы может принимать любое значение
из промежутка (12; 22). Указание. Воспользуйтесь тем фактом, что
существует треугольник, стороны которого параллельны и равны
соответствующим медианам данного треугольника.

Б—4. 4. В каждом из двух возможных случаев СK = 3,5.

Б—5. 4. 5; 11; 13; 19.

Б—6. 4. .

Б—7. 4. BC = 2 .

Б—8. 4. Указание. Можно начертить окружность данного радиуса,
а по данным двум углам определить соответствующие хорды, яв-
ляющиеся сторонами искомого треугольника.

Б—9. 4. Указание. Воспользуйтесь методом «удвоения медианы».
А именно пусть АВС — искомый треугольник, а АМ — его меди-
ана. При анализе построения треугольника AВС продлите АM и от-
ложите на луче AM отрезок MA1, равный отрезку АM. Рассмотрите

затем четырёхугольник АВA1C   (в частности, докажите, что это па-

раллелограмм).

Б—10. 4. Указание. Воспользуйтесь тем фактом, что точка пересе-

чения биссектрис треугольника A1B1C1 является также и точкой пе-

ресечения высот искомого треугольника.

2 6

31
----------- 3 2

2
----------- 9

201
--------------

6

13
-------

5b2 2

6
------------------ 3

1

2 10
---------------

6

7
------- 2

15

10
-----------

19

32
------- 1

12
-------

2S
5

-------- 2S
17
-------- 2S

h
-------- 2S

5
-------- 2S

17
--------

9

47
-------

1

3
---
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Зачёт № 2 

Б—1. 3. Прямая AM пересекает плоскость BDK. Указания. Рас-

смотрите среднюю линию ON в треугольнике AMС, где О — точка

пересечения диагоналей основания ABCD, а N — середина MС. До-

кажите, что ON пересекает плоскость BDK. Для построения точки

Р достаточно рассмотреть сечение АA1C1C. В плоскости этого сече-

ния можно построить перпендикуляр РK к прямой ОK (точка Р

лежит на A1C1). 4. .

Б—2. 3.  arcsin . 4. 12,5.

Б—3. 3. MK || (ACP). Указание. Докажите, что середина отрезка АР
является искомой точкой Т. 4. R.

Б—4. 3. arcsin . 4. R(  – 1).

Б—5. 3. B1N || (ACM). Указания. В плоскости сечения BB1K1K
достаточно построить прямую MQ� MK (K и K1 — середины рёбер

АC и A1C1 соответственно). Точка Q, лежащая на B1K1, являет-

ся искомой. (Другой способ: докажите, что B1Q : QK1 = 1 : 2.)

4. •100%.

Б—6. 3. arctg . 4. .

Б—7. 3. A1D || (MB1C1). Указания. Рассмотрите плоскость сечения

DA1B1; докажите, что прямые A1D и В1M пересекаются. Докажите,

что искомая точка Т лежит на средней линии прямоугольника

ADD1A1, параллельной АA1, и делит её в отношении 13 : 19, считая

от прямой A1D1. 4. .

Б—8. 3. arccos . 4. 90°.

Б—9. 3. Прямая A1K пересекает плоскость АМС1 под прямым уг-

лом. Указание. Точку Е можно построить, например, следующим

образом. Пусть C2 такая точка, что C является серединой отрезка

BC2. (Очевидно, что ACC2D — параллелограмм.) Пусть точка F де-

лит отрезок DC2 в отношении 1 : 3, считая от D. Искомая точка Е —

это середина отрезка DF. 4. .

Б—10. 3.  90°. Указание. Докажите, что все точки Ki лежат на одной

окружности, a L — её центр. 4. 6.

89

3sin α cos α

4 – 3cos2
α

------------------------------------

1

10
----------- 3

4 3 – 2

4 3 + 7
-----------------------

2

2
------- 72

13
-------

15 3

7
---------------

2 – 2

4
------------------

10 + 3

4π
-----------------------
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Зачёт № 3 

Б—1. 4. .

Б—2. 3. . 4. 2(  – 1).

Б—3. 3. arcctg . 4. AС = ; BD = 19.

Б—4. 3.  AB = 25. 4. 1 : 6.

Б—5. 3. ρ(А; MNK) = 12, ρ(B; MNK) = 9, ρ(C; MNK) = 4. 4. 2,5.

Б—6. 3. a) 90°; б) arccos . 4. 81.

Б—7. 3. . 4. 46.

Б—8. 3. . 4. 90°.

Б—9. 3. Совокупность шести равных окружностей радиуса 

(а — ребро куба), каждая из которых находится строго внутри квад-
рата соответствующей грани куба (центр квадрата является цент-
ром окружности).

Б—10. 3. a . 4. .

Зачёт № 4 

Б—1. 3.  = •  + •  + • ; . 4. Точка с координа-

тами .

Б—2. 3. A ; – ; , B ; 0; ,

C ; ; , D(0; 0; ), A1 ; – ; .

B1(0; 0; ), C1 ; ; , D1 ; 0; .

Указание. Воспользуйтесь следующими свойствами: точка О и се-
редины шести рёбер (A1D1, D1C, СС1 и т. д.) лежат в одной плоскос-

ти, параллельной плоскостям A1BC1 и AD1C, кроме того, эти плос-

кости перпендикулярны диагонали В1D, а сечения A1BC1 и AD1C
пересекают эту диагональ в точках, делящих её на три равных от-

резка. 4. x2 + у2 + 7х + 2у = 0.

Б—3. 3.  = •  + •  + • ; . 

15 3

676
---------------

a 2

4
----------- 3

2 3

3
----------- 38 3

3
---------------

1

3
---

a 3

3
-----------

38 3

3
---------------

a 329

40
-------------------

2

11
-------

105

22
----------

AM 1

2
--- AB 1

9
--- AD 1

3
--- AA1

11

18
-------

–
3

8
---; 

9

64
-------

–
6

3
------- 2 –

3

3
------- –

2 6

3
----------- 3

3
-------

–
6

3
------- 2 –

3

3
------- 3 –

6

3
------- 2 –

3

3
-------

3
6

3
------- 2

3

3
------- 2 6

3
----------- –

3

3
-------

AM 1

6
--- AB 1

3
--- AC 1

2
--- AD 5

6
---
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4. a∈ (–∞; –19) ∪ (–17; +∞).

Б—4. 3. A(2,5; 0; 0), B(–2,5; 0; 0), C , D .

4. Парабола x = – y2 + 2.

Б—5. 3.  = •  + •  + • ; . 4. Окружность ради-

уса 2 с центром (2; 0), за исключением точек (0; 0) и (4; 0). (Окруж-
ность Аполлония.)

Б—6. 3. Сфера радиуса  с центром в середине отрезка OO1, где О

и O1 — центроиды оснований призмы. 4. 39.

Б—7. 3.  = •  + •  + • ; . 4. –32 � b � 98.

Б—8. 3. 3. 4. x – у – 5 = 0; x + y – 1 = 0.

Б—9. 3.  = •  + •  + • ; . 4. 3x + 4y + 2 = 0; 0,4.

Б—10. 3. Угол между плоскостями равен arccos . Их общая пря-

мая пересекает плоскость Oху в точке с координатами (–2; –1,5; 0)

и наклонена к этой плоскости под углом arcsin . (Параметриче-

ские уравнения общей прямой: х = –2 + 4t; у = –1,5 – 3t; z = 2t;

t ∈R.) 4. A(0; 2), B(1; ), C( ; 1).

0; 
5 3

2
-----------; 0 0; 

5 3

6
-----------; 5 2

3
---

1

8
---

AM 3

8
--- AB 1

8
--- AD 1

2
--- AS 3

2
-------

7

12
-------

AM 1

3
--- AB 1

6
--- AC 1

2
--- AA1

2

3
---

AM 2

3
--- AB 1

2
--- AD 1

6
--- AA1

1

2
---

10

39
-------

2

29
-----------

3 3
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